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21 世纪 ， 人 次 进入 信息 新 时 代 。 科 学 技术 出 现 了 前 所 来 有 的 发 展 ， 其 中 数学 应 用 的 广 
汉 性 和 深入 性 已 成 为 现代 科技 发 展 的 重要 特征 ， 数 学 与 科学 计算 已 和 理论 研究 、 科 学 实验 并 
列 为 科学 研究 的 三 大 支柱 。 另 一 方面 ， 计 算 机 已 成 为 科学 与 工程 技术 等 各 学 科 领 域 不 可 缺少 
的 工具 。 因 此 ， 注 重 数 学 教育 ， 特 别 是 学 习 应 用 数学 方法 、 胃 计算 机 作为 工具 ， 提 高 解决 各 
种 实际 问题 的 能 力 是 适应 新 世纪 现代 化 建设 的 露 要， 也 是 知识 更 新 的 必 村 环节 。 为 适应 这 样 
的 形势 ， 本 书 作 者 在 几 年 救 改 经 验 的 基 袖 上 ， 编 写 出 了 《数学 计算 方法 与 软件 的 工程 应 用 》 
一 书 。 

本 书 的 作者 分 别 从事 工 程 技术 与 科学 研究 和 应 用 数学 专业 工作 ， 在 应 用 计算 机 解决 各 种 
实际 问题 有 多 年 的 经 验 。 因 此 作者 的 经 历 形成 了 本 书 下 面 几 方面 的 特色 。 

以 目前 流行 的 数学 工具 软件 MAPLE，MATLAB，VISUAL FORTRAN ，STATISTICA 
的 介绍 为 基础 ， 采 用 非 数学 专业 人 员 易 接受 的 方式 ， 对 线性 代数 、 数 理 统计 、 最 优化 方法 、 
数值 计算 、 数 理 方程 等 课程 的 内 容 进 行 有 机 的 姑 侣 ， 阐 述 原 理 、 概 念 和 算法 ， 突 出 方法 的 特 
氮 和 和 适用 范围 ; 在 篇 幅 不 大 的 范围 内 ， 对 解决 实际 问题 行 之 有 效 的 方法 都 有 所 涉及 ， 有 的 还 
具有 一 定 的 深度 ， 为 需要 做 进一步 深入 应 用 的 人 员 提供 了 必要 的 条 件 ; 针对 实际 问题 常常 只 
有 数值 解 的 情况 ， 重 点 放 在 数值 计算 肥 其 计算 结果 的 分 析 上 ， 以 提高 应 用 数学 方法 与 科学 计 
算 处 理工 程 和 科学 研究 中 实际 问题 的 能 力 ; 将 常用 的 多 种 数学 软件 工具 与 数学 方法 和 问题 的 
处 理 相 结合 ， 既 体现 软件 的 功能 ， 又 学 习 应 用 的 方法 ; 针对 复杂 程度 不 同 的 问题 ， 强 调用 不 
同 的 软件 工具 和 算法 来 实现 ; 将 工程 技术 与 科学 研究 工作 中 所 珊 到 的 一 些 典 型 问题 (特别 是 
与 化 学 和 化 工 相关 的 问题 ) 提 炼 出 来 ， 作 为 实例 ， 充 分 体现 了 实用 性 。 

本 书 是 在 南京 工业 大 学 化 学 工程 与 工艺 、 生 物 工程 、 应 用 化 学 、 材 料 、 机 械 等 专业 的 研 
究 生 授课 讲 尺 的 基础 上 ， 了 吸收 众多 有 益 建议 而 形成 的 。 相 信 本 书 对 希望 应 用 数学 方法 与 科学 
计算 来 处 理工 程 和 科学 研究 中 实际 问题 的 广大 科技 工作 兰 会 很 有 帮助 。 
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编写 本 书 的 目的 是 根据 应 用 数学 的 内 容 ， 介 绍 和 矩阵 理论 、 数 值 计 算 方法 、 最 优化 方法 、 
应 用 数理 统计 和 数理 方 猩 等 方面 的 基本 数学 理论 和 方法 ， 以 数学 软件 MAPLE，MATI.AB， 
STATISTICA 和 FORTRAN 编写 、 调 用 专用 程序 作为 典型 工具 ， 来 理解 数学 方法 的 特点 ， 
掌握 分 析 与 解决 各 种 实际 问题 的 能 力 。 

随 着 科学 技术 ， 尤 其 是 计算 机 技术 的 飞速 发 展 ， 数 学 在 科学 研究 与 工程 技术 中 的 作用 不 
断 增 强 ， 应 用 范围 已 覆盖 了 目前 几乎 所 有 的 学 科 分 支 。 其 中 科学 计算 ， 已 经 与 理论 研究 和 科 
学 实验 并 列 ， 成 为 科学 研究 的 三 大 方法 。 这 就 要 求 大 学 生 、 研 究 生 、 工 程 技术 人 员 、 科 研 人 
员 不 仅 要 了 解 应 用 数学 的 基本 方法 和 特点 ， 还 要 能 够 热 练 地 掌握 现 有 的 重要 数学 款 件 《如 
MAPLE，MATLAB，STATISTICA)》 和 运用 FORTRAN 语言 编写 、 调 用 专用 程序 进行 计算 
和 分 析 ， 从 而 解决 工程 实际 问题 。 

数 池 款 件 MATLAB 具有 强大 的 数值 计算 功能 ， 但 符号 计算 能 力 较 红 。MAPLE 具有 强 
大 的 符号 计算 功能 ， 而 数值 计算 能 力 较 弱 。 本 书 以 MATLAB、MAPLE 为 主要 处 理 问 题 的 
工具 ， 使 学 习 才 能 运用 这 两 软件 的 交互 平台 ， 解 决 一 般 的 工程 数学 计算 问题 。 本 书 强调 熟悉 
与 掌握 运用 FORTRAN 语言 编写 和 调用 IMSL 数学 程序 库 和 其 他 专用 程序 包 的 重要 性 。 这 
样 在 解决 较 复 杂 的 问题 时 ， 就 可 尽 可 能 地 运用 已 有 的 软件 工具 ， 将 精力 主要 放 在 计算 方法 的 
构造 上 ， 而 不 是 放 在 计算 方法 的 实现 上 ， 从 而 提高 了 运用 数学 方法 的 能 力 。 由 于 实验 设计 和 
数据 处 理 与 分 析 在 各 个 领域 中 得 到 越 来 越 广泛 的 应 用 ， 本 书 介 绍 应 用 STATISTICA 统计 软 
件 来 建立 实验 设计 和 数据 处 理 与 分 析 的 基本 方法 和 过 程 。 

本 书 正文 为 十 章 。 基 本 数学 理论 其 内 容 基本 涵盖 了 矩阵 理论 、 数 值 计 算 方法 、 晤 优化 方 
法 、 应 用 数理 统计 、 数 理 方程 等 方面 ， 强 调 概念 、 数 学 思想 与 方法 的 特点 ， 和 包括 线性 代数 与 
算 阵 论 基 础 ， 介 绍 了 线性 空间 与 线性 映射 、 特 征 导 理论 和 范 数 理论 、 和 卸 阵 分 解 等 内 容 ; 线性 
方程 组 的 数值 方法 ， 其 中 有 线性 方程 组 的 矩阵 分 解 方法 和 和 迭代 方法 等 内 容 ; 非 线性 方程 组 的 
数值 方法 ， 讲 述 了 不 动 点 欠 代 法 、 牛 频 型 选 代 法 和 拟 牛 顿 迁 代 法 等 内 容 ; 数值 逼近 方法 ， 介 
绍 了 多 项 式 狂 但 和 三 次 桩 条 捕 值 、 离 散 数据 的 曲线 拟 合 、 数 值 微 分 和 数值 积分 等 内 容 ; 最 优 
化 方法 ， 有 线性 规划 、 无 约束 最 优化 和 约束 最 优化 方法 等 内 容 ; 应 用 统计 方法 ， 有 参数 估计 
与 假设 检验 、 方 善 分 析 与 正 交 试验 设计 、 回 归 分 析 、 效 元 判别 分 析 等 内 容 ; 微分 方程 的 数值 
方法 ， 有 音 微 分 方程 初 值 问题 和 边 值 问题 求解 、 刚 性 方程 的 数值 方法 、 偏 微分 方程 数值 解法 
等 内 容 。 综 合 应 用 部 分 ， 内 容 是 选择 具有 代表 性 的 问题 来 进行 ， 并 结合 问题 的 解决 与 分 析 ， 
介绍 数学 理论 方法 及 其 计算 机 实现 。 具 体 包 括 多 元 数据 模型 回归 与 分 析 ， 介 绍 实 验 设计 与 数 
据 的 处 理 方法 与 分 析 以 及 智能 化 数据 计算 处 理 方 法 [如 人 工 神经 网 络 的 BP 算法 、 模 拟 退 火 
算法 和 遗传 算法 ) ; 方程 组 数值 解 问题 ， 介 绍 了 求解 非 线 性 方程 组 的 微分 同 伦 算法 ， 微 分 方 
程 ( 组 ]} 的 一 些 实 用 算法 ， 有 半 隐 式 R-K 方法 、 微 分 代数 方程 的 解法 和 偏 微分 方程 组 的 配置 
和 解法 等 内 容 。 在 这 部 分 ， 课 程 教学 内 容重 点 放 在 如 何 运用 数学 方法 解决 问题 和 结合 专业 知识 


分 析 问 题 结 果 上 ， 以 期 达到 学 以 致 用 的 效果 。 为 方便 读者 学 习 与 掌握 本 书 内 容 ， 另 淮 备 光盘 
一- 张 ， 其 内 容 包 括 正 文中 所 有 例题 和 相关 的 MAPLE，MATLAB 和 FORTRAN 程序 ， 供 读 
者 参考 。 需 要 此 光盘 的 读者 请 与 南京 工业 大 学 化工 学 院 计算 机 模拟 中 心 作 者 联系 。 (E-mait; 
mazf Snjuct .edu cn) 

本 书 的 特点 是 : 中 适应 不 同 专业 的 需要 ， 内 容 选 取 起 点 低 、 苑 围 大 。 说 起 点 低 是 本 书 读 
者 只 需 具 备 基本 的 大 学 数学 知识 ， 就 可 以 进行 学 习 。 范 围 大 是 指 涉 受 的 内 容 广泛 ， 基 本 涵盖 
了 应 用 数学 方法 解决 问题 所 面 痢 的 数学 知识 ; 醋 有 经 典 的 数学 理论 与 方法 ， 又 有 现代 的 新 理 
诊 与 高 效 算法 。 包 突出 思想 性 和 应 用 性 。 本 韦 突 出 朴素 的 数学 思想 与 数学 方法 的 阐述 ， 根 据 
非 数学 类 专业 的 要 求 ， 不 片面 强调 数学 的 严谨 性 ， 略 去 定理 的 证 明 、 公 式 的 推导 以 及 算法 的 
具体 摘 述 ; 和 在 和 人 台 应 用 部 分 中 ， 通 过 对 人 区 多 来 自 工 程 实际 问题 的 分 析 与 处 理 ， 介 绍 应 用 数学 
手段 解决 实际 问题 的 方法 ， 使 研究 生 在 学 习 数 学 知识 的 同时 ， 逐 步 掌 握 应 用 数学 方法 的 能 
力 。 号 强化 计算 机 应 用 。 为 适应 科学 研究 和 工程 实践 的 需要 ， 将 数学 工具 软件 的 应 用 贯穿 到 
每 一 部 分 中 ， 读 者 经 本 书 内 容 的 学 习 和 练习 ， 具 有 就 练 上 掌握 MAPLE，MATLAB，STATIS- 
TICA 这 三 个 数学 工具 软件 和 FORTRAN 语言 编程 、 调 用 的 应 用 能 力 。 

国内 外 虽 有 一 些 介 绍 应 用 数学 方法 和 数学 软件 应 用 的 教材 ， 但 这 些 书 均 侧 重 某 个 工具 软 
件 的 简单 应 用 ， 不 涉及 软件 工具 的 综合 应 用 ， 对 实际 问题 的 解决 缺乏 分 析 处 理 。 本 书 的 对 象 
是 工科 各 专业 学 习 应 用 数学 方法 的 高 年 级 学 生 、 一 年 级 研究 生 以 及 社会 上 各 领域 中 需要 应 用 
数学 方法 分 析 处 理 问 题 的 科研 和 工程 技术 人 员 。 本 书 适 用 讲课 学 时 为 124 学 时 ， 上 机 时 间 为 
t20 小 时 的 教学 情况 。 书 中 有 些 内 容 可 供 任 课 教 师 酌 情 选 用 。 

殉 阳 平 凯 院 土 热情 为 本 书 作 序 ， 南 京 工 业 大 学 研究 生 部 和 信息 中 心 的 有 关 专 家 和 领导 对 
本 书 的 编写 ， 自 始 至 终 给 予 了 大 力 的 支持 各 鼓励 ， 在 此 表示 衷心 的 感谢 。 本 书 的 出 版 得 到 了 
“南京 工业 大 学 研究 生 重 点 课程 建设 基金 ”的 资助 ， 在 此 特 表 谢 意 。 


编 着 
2002 年 9 月 


内 容 皖 要 


本 书 以 数学 工具 软件 MAPLE，MATLAB，V]I3SUAL FORTRAN ，STATIS- 
TICA 的 使 用 为 某 础 ， 介 绍 科 学 和 工程 中 应 用 数学 方法 的 内容 ,包括 线性 代数 与 
算 阵 论 基础 、 线 性 方程 组 和 非 线性 方程 组 的 数值 方法 、 数 值 明 近 方 法 【 播 值 和 所 
合 、 数 借 积 分 和 数值 微分 ) 、 线 性 规划 以 及 无 约束 和 有 约 的 最 优化 方法 等 内 容 、 
应 用 统计 方法 和 实验 设计 以 肌 数 据 的 处理 与 分 析 ， 智 能 化 数据 计算 处 理 方 法 【人 
工 神 经 网 络 的 HP 算法 、 模 拟 退 兴 算 靶 和 过 传 算法 }、 给 分 方程 组 的 一 些 实用 算 
法 及 程 序 【 微 分 代数 方程 的 解法 和 偏 微分 方程 组 的 配置 解法 等 )。 各 章 都 有 应 用 
数学 上 具 软 件 ， 解 雇工 程 技 术 与 科学 研究 工作 中 所 遇 到 的 一 些 典 型 向 题 【特别 是 
与 化 学 和 化 工 相关 的 问题 ) 作为 实例 。 

本 书 及 用 非 数 笠 闻 业 人 员 易 接受 的 方式 ， 对 线性 代数 、 数 理 和 统计， 最 优化 方 
法 、 数 值 计 算 、 数 理 方 释 等 课 释 的 内 容 进 行 有 机 地 缚 合 ， 阑 述 原 理 、 概 念 和 算 
法 ， 窗 出 方法 的 特点 和 适 才 犯 畦 ; 针对 实际 问题 党 负 只 有 数 值 解 的 情 次 ， 重 点 放 
侍 数 值 计算 及 其 计算 结果 的 分 析 上 ， 以 提高 应 用 数学 方法 与 科学 计算 处 理工 程 和 
科学 研究 中 实际 问题 的 能 力 。 

本 书 可 必 为 理工 科 各 专业 党 习 应 用 数学 方法 的 向 年 级 学 牛 、 研 究 生 作为 教 
郴 ,， 也 可 殿 各 领域 中 需要 应 用 数学 方法 分 析 处 理 问 题 的 科研 和 工程 技术 人 员 
参考 。 
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第 一 章 ”应 用 数学 工具 软件 


本 章 介 绍 计算 机 上 的 数学 工具 软件 ， 了 解 如 何 用 数学 工具 软件 来 做 数学 ， 特 别 是 在 计算 
机 上 用 数学 方 靶 来 解决 各 种 问 题 。 这 样 在 学 习 了 应 用 数学 方法 后 ， 就 能 利用 前 人 的 智慧 结 
唱 一 一 数学 工具 软件 ， 来 解 并 问题 。 


第 一 节 可 述 


可 以 用 计算 机 来 进行 各 种 工作 ,但 要 如 此 做， 需 相 虚 的 软件 工具 ， 数 学 也 不 例外 ， 现 在 
计算 机 上 已 有 多 种 数学 工具 软件 可 供 使 用 。 主 要 通用 的 数学 软件 工具 有 下 面 几 种 : 侧重 数学 
符号 运算 的 MAPLE 各 MATEHEMATICA 与 具有 强大 数值 计算 功能 的 MATLAB， 这 些 软 件 
同时 都 是 图 形 可 视 化 和 交互 式 操作 的 ; 完成 各 种 计算 的 编程 语言 FORTRAN、C 或 C++1 语 
育 等 ; 进行 相对 专业 处 理 的 工具 ， 如 完成 数理 统计 与 数据 分 析 的 统计 软件 STATISTICA 和 
SPSS 和 等。 在 这 些 软件 中 ， 有 的 具有 基本 相同 的 功能 与 作用 ， 如 MAPLE 与 MATHEMATTI- 
CA、STATISTICA 与 SPSSi， 有 的 则 晨 铀 重 和 不同， 如 MAPI 王 和 MATIIEMATIGCA 的 符号 运 
算 与 MATLAB 的 数值 计算 。 下 面 分 别 作 一 简介 。 

MAPIE 是 由 吉 拿 大 的 而 aterloo 推出 的 ， 现 在 的 版 本 为 MAPLE 7。 它 以 便捷 的 交互 方 
式 ， 实 现 答 号 推 浓 和 数值 计算 ， 范 围 涉 及 数学 的 各 个 分 支 ， 如 代数 、 儿 何 ， 微 积分 、 敲 散 数 
学 、 徽 分 方程 、 数 值 计 算 、 和 种 图 形 绘制 ， 几 和 平 无 所 不 包 。 正 应 如 此 ， 可 以 用 它 来 解决 从 初 
每 数学 直到 近代 数学 的 各 类 问题 。 

MAPILE 与 MATHEMATICA 在 形式 利 功 能 上 都 基本 相同 ， 但 在 数值 计算 分 析 克 面 远 不 
及 MATLAB。 为 克服 此 方 厢 的 不 是 ，MAPLE 软件 在 黄 工 作 环境 中 设置 了 与 MATLAB 建立 
连接 的 功能 ， 这 样 在 MAPLE 中 也 可 以 调用 MATLAB 范 数 进行 快速 的 数值 计算 。 

MATLABHB 名 称 和 由 MATrix 利 LABeratory 两 词 总 全 机 成 ， 为 Math Works 的 产品 ， 现 在 
已 有 MATLAB 6.x 版 。MATLAB 数 值 计 算 、 分 析 最 强 的 数学 类 科技 应 轴 软 件 ， 期 有 丰富 
拉 数 据 类 型 和 结构 、 友 好 的 面向 对 象 、 快 速 的 可 视图 形 、 众 亏 的 数学 和 数据 分 析 瘤 源 及 应 用 
开发 工具 ， 实 现 了 MATLAB 与 三 ord 的 无 锋 连 接 ， 集 科学 计算 、 狠 形 可 视 与 文字 处 理 于 -- 
体 ， 在 应 用 代数 、 自 动 控 制 、 信 和 号 处 理 、 模 拟 与 通信 、 时 间 序 列 分 析 、 动 态 仿 真 中 都 有 广泛 
应 用 。 

MATLAB 除了 强大 的 数值 计算 能 力 外 ， 符 号 运算 的 惫 能 也 不 断 得 到 强 。 它 不 仅 具 有 
得 号 计算 工具 包 Symbelic Math Toolboxg， 而 且 可 以 同 MAPLE 连接 ， 进 一 步 利 用 MAPLE 的 
符号 计算 能 力 。 正 因 如 此 ， 人 掌握 MAPLF 和 MATLAB 软件 的 使 用 ， 并 能 将 两 者 结 台 ， 应 用 
数学 计算 的 能 方 定 会 出 现 质 的 提高 。 

FORTRAN 语言 是 世界 上 广泛 流行 的 、 最 适 于 数值 计算 的 一 种 计算 机 语言 ， 是 世界 上 
最 午 出 现 的 高 级 程序 设计 语言 。 从 1954 年 第 -- 个 FORTRAN 语言 版 本 问世 至 今 ， 已 有 近 50 
年 的 历史 ， 但 它 并 不 因为 古老 而 晃 得 过 时 ， 随 着 时 间 的 推 稳 亡 也 在 不 断 发 展 ， 现 已 出 现 
FORTRAN 95 二 污 版 本 。 另 -方面 ， 这 人 么 多 年 来 ， 在 各 个 领域 ， 特 别 是 在 科学 工程 计算 领 
拓 、 积累 了 大量 成 熟 可 靠 的 PORTRAN 语言 代码 。 因 此 在 未 来 相当 长 的 一 段 时 间 星 ， 使 用 





FORTRAN 河 言 进行 复杂 科学 工程 计算 与 分 析 的 程序 设计 和 软件 开发 ， 仍 然 有 者 其 独特 的 
优势 。 现 在 许多 过 程 模拟 计算 、 有 限 元 分 析 、 分 子 模 拟 等 大 型 软件 程序 ， 都 以 FORTRAN 
语言 编写 的 程序 作为 软件 的 核心 程序 。 

现在 常用 的 FORTRAN 语言 的 编译 版 本 是 Fortran PowerStation 4.0 或 Compadqd Visual 
Fortran 硬 ,5。 它 们 与 各 FORTRAN 语言 版 本 的 兼容 性 好 ， 有 5MSL 数学 各 统计 库 可 供 直 接 
调用 ， 为 开发 和 处 理 大 型 复杂 计算 提供 了 使 利 的 于 段 。 

STATISTICA 同 SPSS 【Statistics Package for Social Science) 一 样 ， 是 统计 分 析 与 数据 
处 理 软件 ， 通 过 对 话 框 和 交互 儿 形 方式 完成 各 种 操作 及 输出 。 但 两 者 相 比 ， 侧 重 有 所 不 同 ， 
前 者 更 适用 自然 科学 各 领域 ， 而 后 者 如 其 名 称 ， 束 适合 用 于 社会 科学 的 统计 分 析 。 更 在 
StatSofr 已 推出 了 STATISTICA 56 .1。 

王 面 分 别 介绍 MAPLE，MATLAB，FORTRAN 和 STATISTICA。 


第 二 节 MAPLE 软件 介绍 


MAPIE 是 克 aterloo 公司 发 行 的 一 种 数学 运算 软件 ， 是 目前 区 界 上 最 为 通用 的 符号 计算 
软件 之 一 。 它 提供 了 蝇 大 的 数学 计算 功能 和 一 些 强大 的 程序 包 。 在 命令 行 用 户 变 互 蛋 面 ， 用 
户 可 以 输 和 人 一 条 命令 ，MAPLE 白 行 后 将 结 昔 显示 给 用 户 ， 然 后 等 待 用户 进一步 的 输入 。 

为 了 满足 不 同 领域 的 用 户 的 实际 需要 ，MAPIE 将 不 同 功能 封装 在 不 同 的 程序 包 中 ， 并 
提供 给 不 同 的 用 户 。 在 使 用 时 用 户 吉 以 根据 上 自己 的 需要 加 载 相 应 功能 的 程序 包 来 完成 相应 的 
计算 任务 。MAPLE 提供 的 十 几 种 完成 怕 定 功能 的 程序 包 ， 如 线性 代数 程序 包 、 微 积分 程序 
包 、 统 计 程 太 包 、 侦 微分 程 床 包 以 太 男 图 程序 包 等 ， 这 些 程序 包 可 以 满足 各 种 应 用 计算 的 需 
求 。 除了 MAPLE 提供 的 各 种 程 厅 包 ， 还 允许 用 上 户 构 建 利 已 的 自 定 尽 程 序 色 ， 完 成 更 为 复 欢 
的 特定 需要 。 

一 、 工 作 表 界面 

MAPIE 工作 表 人 包含 一 组 后 语 的 文档 结 : 运算 组 、 表 格 、 段 落 、 节 以 及 超 链 接 。 运 算 组 
机 才 插 帮助 你 与 MAPLE 的 运算 引擎 诡 互 。 这 两 种 基本 结构 提供 了 直接 途径 来 让 MAPLE 执 
行伍 令 ， 吕 示 结 果 。MAPLE 命令 的 输出 结果 可 以 是 数字 型 的 、 符 号 型 的 ， 也 有 可 能 是 图 像 
型 的 。 

萌 令 序列 【 运 算 组 ) 是 解决 具体 邦 学 问题 过 程 的 规则 描述 ， 是 工作 表 中 最 基本 的 可 计算 
结构 。 它 的 寺 要 目的 是 将 一 条 或 多 条 MAPLF 命令 结合 在 一 个 可 再 次 执行 的 组 中 ， 命 令 结 东 
香 为 分 另 或 骨 号 。 通 过 左 删 的 方 括号 迅速 准 认 运算 组 。 将 光标 置 于 运算 组 的 任意 命令 行 按 回 
车 ， 企 组 命令 将 依次 执行 ， 并 将 结 划 显示 于 运算 组 的 末尾 。 同 时 活 标 将 上 自动 跳 至 下 -运算 组 
的 首 条 俞 令 行 。 


> Solvefa 关 X 2 一 4 X1 | 


| 
| 站 | 
二 、 基 本 数学 运算 
MAPLE 可 视 为 功能 强大 的 计算 嚣 。 计 算 32x1253， 只 需 键 人 : 
32x12213， 


3423782572130304 
MAPLE 片 兽 大 量 各 类 特殊 运算 ， 如 : 阶乘 、 最 天 公约 数 、 最 小 公 倍 数 、 模 ， 同 余 运 算 
2 


等 。 一 个 阶乘 的 例子 如 下 : 
人 2001; 
7886578673647905035S236321393218S06229513597768717326329474253324435 贞 

449963403342920304284011984623904177212138919638830257642790242635 

1050619266249528299311134628572707633172373969889439224456214S166 

24025403329186413122742829485327752424240757390324032125740557956S 

66022603190417032406235170085879617892222278962370389737472000000 吸 

000000000000000000000000000000000000000006 

MAPLE 的 威力 首先 表现 在 它 的 精确 运算 能 力 。 无 论 是 分 数 还 是 无 理 数 ， 都 不 会 在 运 预 
算 过 程 中 目 动 取 近似 的 十 进 制 小 数 ， 这 样 避免 了 误差 的 可 加 ， 同 时 MAPLE 可 给 出 任意 精度 
的 近似 小 数 。 

已 30 
>{2”3073 20)7 < sqrt(3)1 
7 
人 

使 用 evalf 命令 ， 就 得 到 近似 的 浮 点 数 : 

2 efy 语 人 【20 
.5333783739 

其 中 “多 ”要 示 为 上 一 次 的 结果 。 

MAPLE 是 一 种 非常 强大 的 代数 运算 工具 。 它 可 以 用 符号 运算 来 解析 好 解决 和 处 理 许 客 
口 题 。 定 交 与 使 用 变量 ， 可 解决 “如 果 …… 那 么 ”等 类 问题 。Maple 使 用 不 同 的 方法 让 数学 
示 达 式 重 便于 处 理 、 使 用 。 这 种 变通 的 特性 允许 进行 诸如 多 项 式 展开 、 因 式 分 解 .三 角 式 化 
向、 用 冯 算 结果 给 变量 赋值 、 恒 等 变换 等 操作 。 定 义 并 展开 多 项 式 《zt 二， 
> expr: 一 (X+Y)” 15; 

| 定 3 
人 >expamd 《expr) ; 
X 十 153r 二 10 十 45 二 1365y47ll+ 3003ysriTS005y6r9+6435V7T8 
+64353 六 二 5005y 十 3003y zs 十 1365311z4 二 45S912r3T105y13z2 二 1314 二 号 

吕 以 用 faetor 从 令 对 上 而 结果 进行 因 式 分 解 来 验证 : 

> factorf 的 )， 
f 工 十 写 
MATILEE 可 以 使 用 包括 三 角 尾 等 式 在 内 的 民 等 关系 对 复杂 的 表达 式 进行 化 简 。 考 虑 cos(r)5T+ 
sim 了 有 十 2eosf 工作 一 2sinf 二 和 一 cosf2) 
> simplifyteos(xX)》 “5+Sin(X) 4+2#ecos(X)A 2 一 2SinfX)A2 一 cos(2 关 X))， 
cogf 全 和 十 esf 全 旬 

nornmal 沾 信 是 男 - 一 种 化 简 的 方法 ， 它 对 分 式 进 行 通 分 和 约 分 。 

可 以 用 配 重 代 普 运算 结果 。 当 处 理 太 景 的 表达 式 和 肯 数 时 变量 的 使 用 将 不 可 筷 少 ， 特 吻 
征 上 丰 间 结 朱 需要 重复 使 用 时 。 例 如 将 exprl 定 尽 为 (41z2+ 蔗 二 1)2(2z 一 人 
人 >exprl:=(41 关 X “2 二 和 十 1) 2 关 【 站 关 克 一 工 ) ， 


erparl:=(41z2 二 + 二 +T1)2f2z 一 1) 
将 sxprl 用 expand 命令 展开 的 结果 习 人 存 乍 exper2 : 
> eXDTr2: 二 expDamdexprly ; 
epbr2: 一 3362zrs 一 151774+84x 79 一 | 
求 sexper 在 =]1 的 值 : 
eval 【expr2，xX=1T); 
184 筷 
下 例 中 将 对 tOb ， bottom 表达 式 进 行 通 分 ， 结果 保存 于 总 DISTWFeT : 
top: = eXPDTZ ; 
top :一 3362xz5 一 15$177r4+T842z 一 79z2 一 | 
> Dottom : = exXPaIyd( (3 关 习 十 号) 关 【《 且 基 三 一 下 ) 
potiom :一 6 十 了 一 5 
> answer: = oOrmal( topzhbottom ; 


or 1681 十 82z 二 83ze+2 六 十] 
” 好 工 十 和 


阴 令 convett 允许 将 妻 达 式 在 各 种 形式 阿 进 行 互 换 。 有 将 形式 请 参阅 在 线 帮 助 。 

MAPLIE 提 殿 多 种 方法 定 久 函数。 其 -- 是 使 用 箭头 定义 符 〔( 如 同 数学 中 肌 射 的 定 立 符 )， 
如 定义 函数 rz-~z2+ 广 : 
> 了 : = 和 一 人 >XA2T+172; 


了 :二 工 下 工 < 十 守 


对 范 数 求 值 〈 和 所 变量 为 数 或 代数 式 )， 


> 代 2); 
也 
>> 民 3a+hb)i 
[aa 十 吉 ) 十 


其 二 是 使 用 unapply 命令 ， 将 表达 式 转化 为 函数 : 
区: 一 unapplyfx 2 十 下 /2 XI i 


加 2 1 
哩 ;一定 人 
MAPLEFE 可 稚 用 于 求解 多 种 代数 方程 【组 )。 求 解 如 下 代数 方程 : 
3 13z- 13ax 10z 3 
2 3 6 3 3 


>eqnm: =X 3 一 1 /2 关 和 关 XAE+13/sXA2=13A 人 6 关 国 #X+10 AASA3 xi 





eq7 :一 你 一 六 ar2+ 写 z2= 全 ax + -与 a 


> SO0Iveteqa ， 天 ) 


为 检验 ， 计 算 方 程 在 特殊 点 x 的 值 : 
evailfeqn,X= TY 和) 
13 2 13 2 
122 “ 128 
求解 如 下 五 元 方 相 组 : 
eqnl: 三 n+2Xb+3 关 CTd QQ+S es 中 1; 
edjp := 各 十 2pPTT3c+ddT+T3Se= 节 ] 
60D2 :一 与 共有 员 二 与 关 丰 十 和 “< 十 本 机 二 站 二 
egPa: 二 4 十 5 凡 十 4c 十 3 二 2e 一 20 
edn3:=3<hb+dreS dd+2e=12s3; 
ceon3:=35+4cC 一 8 +2c=125 
eqn4: 一 3a+bp+c+H+e=9; 
EE 开 二 ;一色 十 下 十 二 十 狼 十 中 二 和 遇 
可 以 腹 变 量 e 来 表示 其 他 林 知 数 e， 关 ，c， 红 得 到 一 组 解 。 如 果 $ 个 未 知 柳 一 起 求 ， 
MADPLE 将 尾 选 其 一 作为 目 由 变量 。 
solyef jeqnl ,eqn2 ,eqn3 ,eqnd | 18,bey di) 1; 


可 2 
le=2d= 人 1 


使 用 所 得 解 验 证 ，eqnl ，eqn2 
人 >eval eqnl eqn21 ，%) 5; 
141=41,20=20| 
下 例 是 关于 其 他 MAPLE 可 解 的 方程 ， 如 含 三 朋 困 数 与 绝对 值 符号 的 方程 。 
解 舍 三 第 隆 数 的 方程 : 


> S0lyefareecosfxy) 一 arctanfx) 二 个 ,1xl》; 


1 vV-2+2yv5 
宙 加 
了 二， 上 _ 了 工 ， 工 
人 5 2 二 5 


解 含 绝对 值 符号 的 方程 : |(=+|z+2| 六 一 1=9 
> SOlvefabsftfz+ absfz 二 2 2 一 1 2 一 号 , 121 
[==0l ,iss 一 2| 
>>absffz+abs(z+277A2 一 1) 2=4; 
人 人 十 | 人 十 2 和 一 二 
下 创 演 示 在 MAPLE 中 可 方便 地 解 不 等 式 。 
解 不 等 式 组 ，z2<1， 光 过]1， z+ 3 六 
>s0lyef ix 2<1,y 2< 一 TX+yCL1A2 IEYI Di 


; 1< xz<lzr+y< 二 ,1<yys 


解 以 y 为 参量 的 关于 z 的 不 等 式 :z + y+ 开 410 
>ineq: = 区 十 了 十 王八 XT+TY) < 10; 


二 
iied :一 和 二 十 + 1 
> s0lyefineq , ix) 


| 六 妇 -15- 21 yy 工 世 3 vv 21 - y| 
MAPIE 出 样 可 解 复数 不 等 式 如 : 2 -1-Tw -1+TI 和 0 并 用 命令 is 表示 其 布尔 值 。 
>>eXDT: 二 xsSqrt( 一 上 一 了 <SQqrt 一 主 十 下 
E 工 户 六 :二 之 w -1=-7w -1+li 
人 > 让 (Cexpr< > 由 ) 
让 六 刀 必 

MAPLE 对 每 类 数学 对 象 都 提供 了 大 量 适 当 的 函数 。 右 击 一 种 数学 对 象 都 将 显示 相关 的 
石 键 荣 单 。 

MAPLE 中 最 常用 的 工具 包 就 是 线性 代数 工具 包 : tinalg 该 工具 包 和 提供 了 一 组 用 于 处 理 
向 量 、 竹 阵 的 强力 工具 。MAPLE 可 求 第 阵 标 准 型 、 特 征 值 、 特 征 向 量 ， 可 定义 曲线 坐标 ， 
进行 各 种 矩阵 分 解 如 : Choleskvy，LU 和 QR 分 解 。 

首先 使 用 withflinalg) 命令 载 人 该 工具 包 ， 记 现 使 用 工具 包 的 各 种 命令 : 

人 PTeSstart; 
> With(tlinalg) ; 
[PorRDiepgoner ，CramScprmiil ，JorganBiorg ,了 Uegerom 访 ，Raecomm 户 ， 了 rop 克 这 下，aetezcpl ， 

各 全 人 FrDTE ， 人 人 70 了 如 FBFEE ,下 让 有 ET DCRSE 凋 站 全 放 间 5 仙 DERODEE ooc 此 7222tFE 

人 下 公 扩 六 人 起 ，f 站 证 广 疡 O 全 Die 所 有 CO CO EPEe CN CO 加 玫 1 和 ，eDRCGE ，CDRCE ， 

CO0 访 WIRED ,Cr053 访 Fo CU Ce Getcots cetrozuig cite aiagydioereey coiprocl ， 

2 有 E 人 全 人 EECENTEEEES ELEEIITIECEODTS ，BEERENTECES HEEPEGEFE EBD， 六方 PEIEECLE ，eTEEHcd ， 

并 gal5seiini ， 记 Bonmacct ，Joruocregsam， 六 npenmiaSs Bat5SEai7 ，EGEESS1OTFEE BeEHE0TS ， 

ETTRCEPFET ， 史 fei 有 GELRGHE 由 BF 下 ES ， 丰 让 DEF ， 具 让 攻 5b0se ， 访 Br 庆 让， 全 

了 天 王 E 太 六 FOC TS TEFSE 8 让 55317252 jcDPi 玫 ，jDredam 及 erriet ， 

1 疡 ECGC3GN EECSESGFS ETSOETP 8 全 人 GE Or， 的 站 7 

37 和 六 YY， MOrFE OPCEERE ，12ESDace OrtRnog pernacdHerE poOr ，PDiertEaetL ，raPcdzatrir ， 

PENGTIECEC ，7 人 下 下 FEEOr FOOTER OTDREP PDTWSPGH Free sceterrHt ， 

SEEELEPTICEES ，S7TE 有 5 下 让 让 村 王 丰 四 下 让 二 二 站 TIECEEI 六 ， 5 五 四 GST9 ， STOc PenL ，STECGE 让 FrOTE ， 

SEOESEET EDe 记 ty trace traispbose Deapcierzaoee DECpoterE TeEctai Ertor ,TFI ] 

定义 3x3 打 阵 4 如 下 : 
> 各 :=Imatrix(3,3,[1,-13,2,-S,14 和 90,11, 一 5 在] ); 


[| 工 二 1 | 
2 3 2 | 
A:=|-5 半 ,| 
一 号 
避 1 1! | 
使 用 dst 命令 计算 其 行列 式 便 : 
eftf 起 ) 
一 2881 
] 避 


由 于 行列 式 不 为 0 (可 道 1)， 可 用 inverse 从 令 求 其 道 开 阵 : 
inverse 点) 


18S2 一 391 222 
2881 2288 二 8 


了 | > 261 
2881 5762 2881 


990 99 -12 
2881 2881 2881 
定 交 另 一 矩阵 旭 含有 变量 0 ， 虽 : 
> 了 :=imatrixt3,3 [12 0, -2,smnftheta) ,1,phi^2,0,phbhi 一 1,3x4]) 


本 品 一 也 


五 :三 |sSinf 总 ) ] 叱 
0  g-1 
求 矩 阵 4 、 上 的 积 并 存 于 全 
>C: = Imnaltiply(A,B); 





了 了 工 . 了 工 _ 了 工 》2 
4 3sin 本 二 29 7 了 9 
`._| 3 14 _ 1]3 6 14 52 
六 : 一 了 二 本 Sin(l 本 十 98 下士 河 由 
纪 1 翌 四 
11sin( 号 ) 全 一 天 凶 8 十 区 
再 求 行列 式 ， 
> 人 etf Ce) ; 
2881 2881 ， 2881 ,， 2881 2881 
机 3 由 * 十 扩 朵 0 sinf 号) 十 9 sin( 吕 ) 风 


使 用 eigenvects 命令 可 求 算 阵 的 特征 向 量 。 返 回 结果 列表 中 的 第 一 分 量 是 特征 值 ， 第 二 
分 量 是 它 的 代数 重 数 ， 最 后 一 个 分 量 是 该 等 征 值 对 应 的 特征 空间 的 基 向 量 组 成 的 集合 。 
>M:= matrix(3,3,[1 ,一 3,3,3, -5,3,6,-6.4]); 


1] 一 和 3 | 
MI: 一 3 -3 3 
本 
>eigenvects( ME ; 
[4,1,151.1,2] 门 ,[-2,2,1[1,1,0],[-1.0,1]] 
三 、 作 上 车 


MAPLE 支持 2D、3D 图 像 ， 它 可 以 对 显 式 、 隐 式 、 参 数 型 函数 及 数据 集 作 图 。 缺 省 情况 

图 形 将 在 行内 《文档 中 ) 型 未 。 首先 用 with 命令 载 人 两 个 作 图 工具 包 ， 系 统 列 出 可 用 的 函 救 : 

>Witht plotsy) ; 

宙 理 节 全， 让 天 站 下 各 人 加 aaaCEerirOE ,站 庆 rt ， [CSECOONCLS ， CODE ceoOPzDDEepiot3o ， 
COP1OFEL COBFDPFacE 坦 COREOHPDEOE COFEDE5IOESG ceoorel po ,coorcdlpiotr3cz ， 
CTPELeraOt ycteTisiEyptOt iD ESbay3 吕 六 Bot ,elpiot3 归 grecdipbiot ， 
BraQppiot3d :1718piicitpbiot ipiaciptot3G ineGaz iistcortpior ,stcortpiot3z， 


Listcleytsttyblot ， Listplot Listplot3a ,Loglogpbpfot ,Logptot ,miatrtZzpbiot ,odetblor ,bareto ， 
bozzatplot , botz7tb1ot3d ,polarblot , Dolygozpiot , polygoztlot3d ,bolyhedra Stpported ， 
polyheadraplot ,retplot , rootiocrs ,Settlogbiot ,setoptio72s ,setobptio11s3d ,Spacectrue ， 
sparse7maatrirplot ,sbperebtot ,surFaata ,tertplot ,terztpblot3ad ,iupeblot ] 

> with(plottools ) ; 

[ arc ，&rroro circle ,coze ,cupold ，cUroe ， cat ，cttottt ，cyLizader ， di，codecaphedror ，ellipse ， 
ell1ibptiicArc ,Phexaispphere ,Perahedron , 疡 ozaothety ， 六 yperpola ,zcosahecror ，1i7e ，octahedron ， 
jzeslice , zhozzt ，polygo7z ，zproject , rectamgle ,refect ,rotate ,scale ,Se11tttorus ,5DRere， 

Steliate ,telrapeadyrom ,torus traz2sjforzz ,tra7zslate ，Dr2OUL ] 
MAPLE 能 对 线性 不 等 式 组 作 图 ， 使 许多 线性 规划 问题 的 解 可 视 化 。 命 令 inequal 将 对 以 

下 不 等 式 组 作 图 : 0<z+y，z-y 和 1，y=2 

>inequal(|x+y>0,x-y<=1,y=2|,x= -3..3,y= -3..3， 

optionsfeasible = (coior = red) ,optionsopen = (color = blne， 

thickness = 2 ) ,optionsclosed = (color = green thickness= 3) ， 


optionsexcluded = (color = yellow) ) ; 





MAPIE 的 2D 作 图 工具 人 允许 同时 对 多 函数 作 图 ， 生 成 复 函 数 映 射 、 对 数 、 双 对 数 、 参 数 
型 、 分 段 、 极 坐标 、 等 值 线 等 图 像 。 还 可 以 对 不 等 式 组 、 隐 范 数 、 微 分 方程 的 解 、 根 的 分 布 等 
作 图 。 另 外 题目 、 标 签 、 文 字 的 字体 属性 等 亦 可 按 需 设 定 。 下 例 生 成 y= tan(z) 的 图 像 : 
>>plot(tan(x),x= 一 2* Pi..2* Pily= 一 4..4,discont = true， 
title = “y= tan(x)); 


y=tan(X) 
4 





请 留意 MAPLE 何 处 理 函 数 的 不 连续 点 。 
plots 工具 包 中 的 命令 ， implicitplot 生成 由 二 元 方程 决定 的 隐 范 数 图 像 。 下 例 同 时 生成 





单位 圆 x+ 交 =1 和 指数 函数 v“= ez 的 图 像 : 
>implicitplot( |x^2+y^A2=1,y=exp(x)| 'X= 一 Pi..Piy= 一 Pi. .Pi， 
scaling= CONSTRAINED ) ; 





plottools 工具 包含 有 许多 生成 和 处 理 图 形 对 象 的 命令 ， 如 单位 圆 : 
>ec: = circle([0,0] ,1,color = green) : 
>dispiay(c,scaling = CONSTRAINED ,title = Unit Circle  ) ; 


Unlit Circle 


SN 


MAPLE 可 以 生成 由 显 函 数 、 参 数 型 、 微 分 方程 的 解 给 出 3D 曲线 和 曲面 。 图 像 的 外 观 
如 : 字体 、 光 照 、 着 色 等 也 可 随便 更 改 。plots 工具 包 不 仅 包 含 2D、3D 作 图 ,还 支持 2D、 
3D 动画 ， 用 它 可 以 描述 现实 世界 中 随时 间 变 化 的 过 程 。 
>animate3d(cos(t* x) * sin(tx y),x= -Pi..Pi,y= -Pi..Pi,ft=1..2); 





MAPLE 可 以 生成 骨 套 多 面体 : 
>p: = display(seq(cutout(v,4/S$) ,v = stellate(dodecahedron( ) ,3) ) ， 
style= PATCH ) : 
>dq: = display(eutout(icosahedron([0,0,0],2.2),7/8) ) : 
>display(p,q,scaling = CONSTRAINED ,title = "Nested Polyhedra ) ; 





、 微 分 方程 
MAPLE 能 解 多 种 常 微分 方程 组 (ODEs) 与 偏 微分 方程 组 (PDFEs) ， 包 括 方程 组 的 初 值 
问题 (IVPs) 、 边 值 问题 (BVPs)。DEtools 工具 包 提 供 多 种 解 微分 方程 组 的 工具 。 首 先 用 
with (DEtools) 命令 载 人 此 工具 包 : 
之 restart; 
> with(DEtools) ; 
[ DEnzormal ，DEpot ，DEplLort3d ，DEpiort_ polygor ，DFactor ，DFactorLCLAM ，DFactorsols ， 
JDcpazzgevar，CGCCRDD，LCLAM ，NMezjerCsols ， 卫 门 Echpazzgecoorcds ， 民 iezzC1212DPsols ，AXcPpamepe ， 
入 CO711711tUtCtor ， 从 BQUSE ，aQpelsol ，adyjoz7zzt ，QGzttozz072015 ，Der710ULL1SOL ，DzUiLGSoL ，pzzLCSsy77z ， 
CQ7O73 ,CQSetblot ,casSespbizt ,CRecRra7R ，cPz721SO ,clLazraULSOL ,cozlstcoeFsoly ,converLALg ， 
CO1Zezi5y9，cdalezazpeztjol ，dcoejrF de2dzjjop deldpiort， daop2de dpolyjor ，d5szps ， 
eige77t712g ，e12do7zOrzbhis712 CRarpoly ,eqlz7D eta 一 R，etutersols ,ezact50L ,ezpsols ， 
eztezrior” jporuer ，Friz2t ，firtest ，jfor71z07 一 So ，ge11 一 ez 访 ，gelerate 1 ，8e7 几 ozoOSOL ，ge7155 ， 
Paz1tztLtiot -eqs，AyDper&eo1125005 ，Ayperode ，z7tdtctaleg ，211 BEezt ，z11ztialdatia ，i72tegzCt2_ 5S005 ， 
222t Factor ，22VG72G128S ，RowactcSsotls ，LeFtdzwisioyl ，Liesog ，Li72e 一 17 ,7272CQ75SOL ，772Ct7riTDF ， 
TtlQt7z 并 7zCcatz ，120TC17123VyStE71115 ，7110SEr 7edzce ，71UUC 凡 CTSge 721UZE 7112teSE ， 
etutoz _ jolygoz , moralC2 ,odeadutsor ,odepde ,paraztetrzcsot ,bjasetbportrazt ,bot7zcaye ， 
zolysols , ratsols , redode ,7redtceOrder ,redtce_ order ,regudtar” parts , regular ， 
re7110VE 一 下 ootO 夏 ,ricca 大 5SySte712 ，7zccatisol ,rzread ,riFsizz 力 ，rigphtidivoision ,rtayior ， 
sebparaplesol ,301Ve 一 grotzb super redtce ,Sy1128BE1 ，3SyI11111Et7iC Doruer ， 
Sy711N11Et7IC 一 力 rOodUCt ，SyY11tteSt ， taQ713272T ， 172123CQte ，UtrQ7SLaQte ， Varpara777 ，ZO0071 ] 
dsolve 命令 是 解 微 分 方程 的 重要 命令 。 操 作 符 D 与 命令 diff 也 是 常用 的 。MAPLE 还 能 
识别 许多 特殊 函数 ,如 Dirac dejta 函数 等 。 解 二 阶 常 微 分 方程 


2 
(>(z)j+s( 和 (>))+6y(z)=0 
>diff eql:=DIDCy))Cx)+S<*DOy)(x)+T6x*y(X)=0; 


difr_eql:D62(y)(z)+SDOy)(z)+6y(z)=0 
10 


上 例 中 操作 符 卫 为 函数 的 微分 。 注 意 : 命令 df 是 作用 于 表达 式 。 定 义 初 值 条 件 y(0) = 
0,Dfvyyt0)=1 如下: 
>init_ceon;:=yt0) = 三 0,DCyC0JI 三 1; 

1 让 ron := 一)=0， Doytor = 1 
合用 dsolve 命令 求解 
> dselyef diff _eqgl,init_conl ,1y(x)i Di 
吕 () 一 一 区 -3 十 ET2z) 

解 四 阶 微分 方程 作为 另 一 例 ， 定 六 四 阶 微分 方程 : 

10s{y( Diractt 一 2) 一 了 Diractt 一 引 ) 
MAPLE 允许 使 用 多 种 特殊 丽 数 ， 包 括 Dirac 8 图 数 。 
>diff _ eq2:=10"6+(D 人 @@@4)(7)(t) = Diracft-2) -Diracft 一 4); 

dfF_ eg2:=10000001D6 CC = Diracft 2) 一 Diractt 一 4 

其 中 DG@ 和 @4 表示 对 变量 4 次 求 导 。 

下 面 限定 4 个 边 值 条 件 : y(0)=0,y(5)=1,D(y)(07=0,(D22)3)(5)7=1 
>bound_con:=y7(0)=0,7(5) = DOy)f0) =0,(D 四 人 @2)(y)(S) = |; 
Bownd_con:= 0=0yS = DOy 0)=0,0DUwfS) 一 1 
解 上 面 的 边 值 问题 (BVP) 并 人 存 结果 于 solurion 变量 。 
snolation: = dsolyet diff eq2 .hound_con| ,1i7ft)i 


SO8H80H :二 3) 二 元 10DGHeaviside 一 2) 芭 - 60DHeaviside t 一) 
十 500000Heaviside( 一 了 了) 一 TDHeavisidet 2 
一 50000DHeaviside t 一 44) 基 十 5 丰 Heaviside( 一 4 


1 ， _ 
125006Hieavisidet 4)+ 5000GGHeaviside 41 


下 二 4 号 日 号 13 2374997 人 
37 5000000 12500000 
使 用 subs 命令 从 中 取出 解 : 


> exXbpr: =SUbs(tsoiution ,ytt) ) ; 


友 定 六 六 3 


一 50DDDDUDHeaviside 一 2) 和 一 70000Heaviside 一 1 


+ SO0DHeaviside《 一 了 rt 一 DTTHeavisidet 一 卫 ) 


一 DOoDHeavisidet 了 一 4 ) 上 十 5 说 Heavisidel 记 一 


-8000Heaviside(t - 十 ) 十 本 一 4 
17249969 13 _ 2 了 7d987 > 
375000000” ”12500000 1 

用 下 面 命 令 画 出 上 面 的 解 : 


>plottexbr,t=0,..5,axes=BOXED ,title= ”Solution to a Fourth Order ODE ) ， 





了 


总 mutIen to 汪 OuUrth Order CI[ 上 





解 下 列 一 阶 ODE 组， -av(z) = =(z) ,人 5z(z) 一 y() 
>89$1 二 (人 D 季 利 2 二 07 二) 人 D 国 加 2 人 ZX) 三 四) 
sysiDCIr)= zzry Dofz)r)=yCr) 
如 无 附 旭 茶 件 ，MAPLE 自动 补充 相应 的 常数.-C1 ,一 C2, 一 C3，，C4。 
dsolvyef 18yS1 ,1Y(X) ZX) 7) 
ft _Cle+_ Ce + CC3sinfz)T Cecos()， 
zfry=_ Cler+_C2el 1 一 CC3sinfz)y 一 Cd4ecos(z)l 
MAPIE 可 以 合用 convertsys 他 令 将 如 上 例 的 DDEs 转化 为 一 阶 方程 组 。 另 外 ，dsolve 俞 
令 可 以 给 出 更 才 方 程 的 数 伍 解 ， 使 用 诸如 六 典 、 单 步 、 才 步 的 调整 外 推 法 、Livermore Stif 
等 数值 方法 。 
pqdesolve 命令 可 1 多 侦 微 分 方程 的 解析 解 . 其 中 自由 函数 将 点 回 为 _F1,，F2 等 。 
考虑 求解 PDFE,， 元 5 Un， 3y) = 站 
>pde: =D[1.12.2.2](U)Cx yy = 0 
pide:=DiaacztUUJr 0 
>>pdesolvetpde,UUX,Y) 1) i 


娩 arningr。pdesolve 这 Dhbsalete ，Tasinz bdsalvwe 
民工 y 共 


LI -FSTTr) + dr w+ FEF3fz 十 F2 人 十 中] 人 


D. 1 5U) 表示 对 U 的 第 一 个 变量 求 微分 ,D[1,1,2,2.2](U) 表示 对 第 一 个 变量 求 2 次 微 
分 ， 对 第 二 个 变量 求 3 次 微分 


考虑 求 解 PDE， [zj+zl(oz]=0 

>>pde:=DLItCzIX,7) +EZ(EY) < 了 210zfx yy) =0; 
pade:=Dikzizryo TrylIDotz zy 
交 虎 解 遇 面 必须 限定 初始 条 件 《3D 空间 中 的 一 条 参数 曲线 1)， 在 MAPLE 中 输入 如 下 
ini:=.0.$,sSechfs)j1,5= -5..S， 
>PDEtools [PDEpliot |(pde,zfx,yy,ini,nunsteps= |10,301，numebhar = 30， 
basechar= true，ITnethod = internal ， 
了 2 


title= A PDE Plot-Internal Method “ ，styie= hidden) ; 
许多 情况 下 ， 我 们 不 能 得 到 微分 方程 的 解析 解 ， 这 
时 常 芝 需要 用 数值 方法 得 到 微分 方程 的 数值 解 。 
MAPLE 的 desolve 命令 选项 umeric 可 以 得 到 数值 解 。 
给 定 初始 条 件 y(0)= .5 在 [-10,10j 区 间 上 求 微 


分 方程 民 = sin(zy) 的 数值 解 。 
>>Testart; 
>eq:=diff(y(xX) ,x)= Sin(xx y(X))j 


APDE Plot-lntemal Method 


cg:= 江 y(z)=sin(zy(z)) 


对 于 上 面 的 微分 方程 ， 如 果 调 用 dsolve 直接 求解 它 的 显 
式 解 ， 结 果 dsolve 返回 空 结果 
>dsolve(egq ,y(x) ); 

以 上 说 明 MAPLE 无 法 求 得 该 微分 方程 的 解析 解 。 这 时 可 借助 微分 方程 的 数值 解 来 了 解 
微分 方程 的 解 函数 特性 。 下 面 在 函数 dsolve 中 给 出 数值 选项 numeric， 以 求 给 定 初始 条 件 时 ， 
原 微分 方程 的 数值 近似 解 : 
>sol: = dsolve(|eq,y(0)=0.S| ,y(x) ,nameric) ; 





so : = ptoc( 并 145_ 之)…end proc 
函数 dsolve 求解 结果 是 以 过 程 的 形式 返回 ， 这 个 过 程 
就 代表 我 们 所 要 的 是 求 某 一 给 定 z 处 函数 值 y(z) 的 
近似 函数 ， 形 式 上 它 类 似 于 自 定 义 的 过 程 。 调 用 上 述 
的 过 程 求 值 : 
>>SOL(C1) ; 
[z=l.,y(z)=.80802408$5$57931482 ] 
如 果 只 需要 函数 值 ， 可 以 这 样 输入 ; 

>sol(1)[2]; 

yz)= .80802408$$$7931482 
调用 plot 末 数 画 出 返回 函数 (zx) 的 图 像 : 
>>plot( rhs(sol(x)[2]) ,x= -10..10); 


第 三 节 MATLAB 软件 基础 


MATLAB 是 MATrix LABoratory (和 矩阵 实验 室 ) 的 缩写 ， 最 初 是 专门 用 于 矩阵 计算 
的 软件 ; 目前 它 是 集 计 算 、 可 视 化 和 编程 等 功能 为 一 身 ， 成 为 最 流行 的 科学 与 工程 计 
算 软件 之 一 。 本 节 简 要 介绍 MATLAB 的 使 用 ， 以 及 应 用 MATLAB 软件 解决 实际 问题 的 
方法 。 

MATLAB 软件 具有 如 下 的 基本 特点 。 

J 功能 强大 MATLAB 软件 具有 强大 的 数值 计算 功能 ， 可 以 处 理 诸如 和 抢 阵 计算 、 微 积 
分 运算 、 各 种 方程 〈 包 括 微 分 方程 ) 求解 、 插 值 和 拟 合 计算 、 完 成 各 种 统计 和 优化 问题 等 ; 
其 有 方便 的 绘图 功能 和 完善 的 图 形 可 视 化 功能 ; MATLAB 软件 提供 的 各 种 库 函 数 和 数 十 个 
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工具 箱 为 用 户 应 用 提供 了 极 大 的 方便 。 

Q@ 使 用 简单 “MATLAB 语言 灵活 、 方 便 ， 它 将 编译 、 连 接 和 执行 融 为 一 体 ， 是 一 
种 演算 式 语 言 ; 与 其 他 编程 语言 不 同 ，MATLAB 语言 对 各 种 变量 可 以 直接 使 用 ， 无 需 
先行 定义 向 量 或 符 阵 变量 的 维 数 ， 以 及 说 明 变 量 的 数据 类 型 ， 同 时 它 提 供 的 向 量 和 和 拢 
阵 运 算 符 可 以 方便 地 实现 复杂 的 矩阵 计算 ; 此 外 MATLAB 软件 的 帮助 系统 十 分 方便 ， 
用 户 不 仅 可 以 查询 到 需要 的 帮助 信息 ， 还 可 以 通过 演示 和 示例 学 习 如 何 使 用 MATLAB 
编程 解决 问题 。 

Q@ 编程 容易 效率 高 MATLAB 既 具 有 结构 化 的 控制 语句 ， 又 具有 面向 对 象 的 编程 特 
性 ; 它 人 允许 用 户 以 数学 形式 的 语言 编写 程序 ， 比 BASIC、FORTRAN 和 C 语言 等 更 接近 书 
写 计 算 公 式 的 思维 方式 ; MATLAB 程序 文件 是 文本 文件 ， 它 的 编写 和 修改 可 以 用 任何 字 处 
理 软件 进行 ， 程 序 调试 也 非常 简单 方便 。 

图 扩充 能 力 强 ”MATLAB 软件 是 一 个 开放 的 系统 ， 除 内 部 函数 外 ， 所 有 MATLAB 郴 
数 (包括 工具 箱 函 数 ) 的 源 程序 都 是 可 以 修改 的 ; 用 户 自行 编写 的 程序 或 开发 的 工具 箱 ， 可 
以 像 库 函数 一 样 随 意 调用 ; MATLAB 可 以 方便 地 与 FORTRAN、C 等 语言 进行 连接 ， 实 现 
不 同 语言 编写 的 程序 、 子 程序 之 间 的 互相 调用 ， 为 充分 利用 软件 资源 、 提 高 计算 效率 提供 了 
有 效 的 手段 。 

一 、MATLAB 的 命令 窗口 和 编程 窗口 

MATLAB 既是 一 种 语言 ， 又 是 一 个 编程 环境 。MATLAB 有 两 个 主要 的 环境 窗口 ， 一 个 
是 命令 窗口 (MATLAB Command Window); 另 一 个 是 程序 编辑 窗口 (MATLAB Editor/De- 
bug) 。 使 用 MATLAB 软件 的 绝 大 部 分 操作 都 在 这 两 个 窗口 进行 。 

中 命令 窗口 ”计算 机 安装 好 MATLAB 之 后 ， 双 击 MATLAB 图 标 ， 就 可 以 进入 命令 窗 
口 ， 命 令 窗口 是 用 户 与 MATLAB 进行 交互 的 主要 场所 。 见 下 图 。 


重大 TAB Comamand indow 


地 个 色 
一 二 民生 辐 | 开 滞 | 








To get started, type one of these: helpWin, heljpdesk, or demo. 
For product informaton, ViSsit Www.mathworks com. 


5 > -天 
下 = 4 
EN 屯 “ 


命令 窗口 的 空 捍 区 域 称 为 命令 编辑 区 ， 在 这 里 可 以 进行 程序 调用 、 输 入 和 显示 计算 结 
果 ， 也 可 以 在 该 区 域 键 人 A MATLAB 命令 进行 各 种 操作 ， 或 键 人 数学 表达 式 进 行 计 算 。 

例 1.3.1 在 命令 编辑 区 键 人 变量 赋值 命令 x=1.3$*27 并 回 车 ， 则 将 在 命令 行 下 面 显 
示 如 下 的 变量 值 : 

人 

40.3000 
输入 计算 根 式 的 表达 式 y=sqrt (x+8.$) 并 回 车 ， 将 显示 
14 


y== 
7 

如 果 表 达 式 的 后 面 加 了 分 号 “;”"， 则 命令 执行 结果 将 不 在 命令 窗口 显示 ， 但 该 结果 仍然 
被 保存 在 MATLAB 的 工作 空间 中 ; 如 果 表 达 式 太 长 一 行 写 不 下 ， 则 可 以 在 行 尾 加 3 个 英文 
句号 “.…”， 然 后 换行 续 写 。 在 表达 式 中 如 果 不 指定 输出 变量 ，MATLAB 就 将 结果 赋 给 缺 省 
变量 ans (answer 的 缩写 ) 。 

在 命令 窗口 中 可 以 用 方向 键 和 控制 键 来 编辑 、 修 改 已 输入 的 命令 。 例 如 “个 ”可 以 调 出 
上 一 行 的 命令 ;“ yy ”可 以 调 出 下 一 行 的 命令 等 。 

为 了 帮助 初学 者 ，MATLAB 软件 提供 大 量 的 人 门 演示 。 例 如 在 命令 窗口 键 人 命令 demo 
并 回 车 ， 将 进入 MATLAB 的 演示 界面 ， 用 鼠标 点 击 左边 的 标题 就 可 开始 演示 。 

在 命令 窗口 键 人 命令 intro 并 回 车 ， 将 执行 demo 中 的 Basic Matrix Operation， 介 绍 
MATLAB 的 基本 抢 阵 操作 。 点 击 右 边 的 开始 按钮 即 进行 矩阵 操作 演示 。 

在 MATLAB 的 命令 窗口 可 以 执行 文件 管理 命令 、 工 作 空 间 操作 命令 、 结 果 显 示 保 存 和 
寻找 帮助 等 命令 ， 见 表 1-1， 这 些 命令 与 DOS 系统 下 的 命令 基本 相同 。 读 者 可 借助 于 MAT- 
LAB 的 帮助 系统 去 熟悉 它们 的 用 法 。 


囊 1-1 常见 的 MATLAB 命令 


EEC 配 II 
dir | 显示 当前 目录 下 所 有 文件 |diarr | 日 志 命 令 |af | 清除 当前 图 形 窗口 
what “| 列 出 当前 目录 MATLAB 文 | lookfor “| 按 指定 关键 字 寻 找 M 文 件 |ele | 清除 目录 窗口 
cd_ | 显示 或 改变 当前 工作 目录 | help | 联机 帮助 命令 |format | 设置 输出 格式 


SR | 显示 指定 的 M 交 件 内 容 | who7wic| 显示 工作 区 当 阐 变量 “| dp | 显示 灾 量 或 字 内 容 
shi | 全 可 指 证 的 M 文 件 | eve | 保存 工作 区 变量 到 指定 六 件 |bold | 丽 形 保持 开关 
Hai “| 制 除 指定 的 M 文 作 | cad | 加 者 定 文件 变量 到 工作 区 | quite | 通电 MATLAE 
whieh | 显示 指定 的 M 文件 且 孙 | dear | 清除 工作 区 所 有 交 量 | 


GO 编程 窗口 ” 当 要 求 执行 的 命令 比较 多 ; 或 者 需要 改变 变量 的 值 后 ， 重 新 执行 一 系列 
命令 时 ， 在 MATLAB 的 命令 窗口 通过 键 人 命令 ， 然 后 逐 行 执行 就 非常 麻烦 。 此 时 可 以 利用 
编写 并 调用 MATLAB 程序 的 方法 来 实现 上 述 计 算 过 程 。MATLAB 程序 的 编写 可 以 在 
MATLAB 软件 的 程序 编辑 窗口 进行 。 

进 人 MATLAB 程序 编辑 窗口 的 方法 是 : 单 击 命令 窗口 的 “New M-file” 按 钮 ， 或 从 
“File” 菜 单 中 选择 “New” 及 “Mrfile” 项 ， 然 后 在 下 图 显示 的 程序 编辑 窗口 编写 MATLAB 
程序 即 M 文件 。 


工本 FEditaor/ 1 由 天 5 并 


kvandermonde ,mn 

Create Vandermondqe MatrlIX fromn Vector 
号 9] 汉 

mn=Length (下 ) ; 
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M 文件 叱 由 ASC1I 码 构成 的 ， 可 以 出 仔 何 文本 编辑 程序 来 编写 ，MATLAH 的 释 序 编 钳 
窗口 提供 了 方便 的 笠 序 编辑 功能 。M 文件 分 为 两 类 : 命令 文件 和 函数 文件 ， 它 全 的 扩 虑 名 
均 为 .m。M 文件 可 玉 相 互 调用 ， 也 可 以 上 自己 调用 目 己 。 

MATLAEB 中 的 命令 文件 昆 由 一 系列 MATLAB 命令 和 必要 的 程序 注释 构成 。 当 命令 文 
件 被 执行 时 ，MATLAB 会 自动 接 顺 序 执行 文件 中 的 命令 。 命 令 文件 需要 在 工作 区 创建 并 获 
取 变 旋 值 ， 它 没有 和 输 人 参数 ， 也 不 返回 输出 参数 ， 只 能 对 工作 区 的 全 局 变量 进行 运算 。 竹 厅 
运行 时 只 需 在 命令 窗口 键 和 人 文件 名 即 可 。 

例 1.3.2 程序 vandermonde,m 建立 由 向 量 了 确 宪 的 范 德 蒙 行列 式 定 阵 vand: 

电 vandermondem 

o Create Wandcermonde Matrix from Yector 工 

T=[-101335]; 

nm 二 jengthft 工 ) 

for 1=]:n 

vandfiy:) 三 工 . (一 1); 

end 

vand 

首先 在 程 太 编辑 窗口 输入 上 证 笠 序 ， 计 用 vandermonde.m 作为 玄 件 名 存盘 ; 瞩 后 在 傅 
令 徐 1 执行 vandermondc,rm， 得 到 定 阵 


vand 一 
] ] | ] ] 
| 虽 1 3 3 
1 如 1 外 2 
一 1 奸 | 2 123 
| 中 ] 总 上 23 


在 M 文件 中 由 符号 “ 络 ” 开 始 的 行 是 注释 行 ， 用 于 对 程序 进行 说 时 ， 可 人 殿 help 命令 查 
测 ， 但 种 序 执 行 时 会 自动 约略-。 

MATLAB 中 的 函 儿 文件 可 以 实现 计算 中 的 参数 传递 ， 大 多数 函数 文件 有 返回 值 ， 也 可 
以 具 执 行 操作 而 无 返 同 但 。MATLAB 提供 的 绝 大 多 玖 功能 琐 数 都 是 由 蚌 数 文件 实现 的 ， 用 
片 顷 写 的 明 数 文件 可 以 像 库 国 数 -- 样 被 斋 用 。 

图 数 文 忻 的 种 一 行 是 以 fanction 井 头 的 请 句 ， 撕 体形 式 为 : 


function [输出 变量 剂 表 ] = 目 数 名 ( 输 人 恋 适 列表 ) 


其 中 输入 变量 用 贺 括 号 括 起 来 ， 和 输出 变量 如 果 超 过 一 个 则 用 方 括号 揪 起 来 ; 如 果 没 有 输 人 戈 
焰 册 和 莹 亚 ， 则 可 以 用 空 的 插 导 才 示 。 盟 数 文 件 从 第 二 行 开 始 才 是 画 数 体 语 句 。 注 意 ， 盯 数 文 
件 的 文件 名 必须 与 其 丽 数 名 相同 ， 这 样 才 能 保证 调用 成 巧 。 

恩 数 文件 不 能 访问 工作 区 中 的 变量 ， 它 所 有 的 变量 者 是 局 部 变量 ， 只 有 沁 的 输 人 和 输出 
些 量 才 航 习 知 在 工作 区 中 ;如果 一 个 函数 与 feval 傅 令 联 台 使 用， 得 到 的 丽 数 值 达 可 总 作为 
丸 一 个 图 数 的 参数 ， 这 样 可 以 使 图 数 文件 其 有 更 广泛 的 通用 性 。 

例 1.3.3 编写 计算 Fibonnaci 数 的 MATLAB 程序 。 

编写 好 下 的 郴 数 文件 fihfun.m， 该 程序 在 输入 变量 ”的 值 之 后 ， 输 出 第 ”个 Fibonnaci 数 。 
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特 fibfona.m 
听 丰 bfun for ealcujlating Fibonaeci hutmbers 
funcricn = 二 bfuntnyi 
im >2 
f 一 bhfungn- 2)7+Tibfuntmna 一 1 
else 
{ = 1; 
ED 时 
在 程序 编辑 窗口 输 人 后 以 “fibfun,m” 为 文件 名 存盘 ; 
然后 在 命令 窗口 执行 fibfon 人 《16)7， 得 到 二 =16 时 的 Fibonnaci 数 
angs 二 
9g7 
注意 : 在 程序 编辑 窗口 风 号 MATLAH 程序 时 ，MATLAB 自动 将 程序 中 的 字符 用 不 向 颜色 显示 ， 以 表 
明 这 些 字 符 的 不 同属 性 。 例 如 : 程序 的 证 解 用 绿色 字符 事 示 ; 程序 的 主体 用 黑色 字符 显示 ; 程序 的 芒 些 属 
性 仿 的 役 定 用 红色 字符 朋 示 +， 程序 的 流程 控制 说 句 则 月 茧 色 字 符 标 示 。 
一 、MATLAB 的 数据 结 枸 与 基本 运算 
1. 变量 利 带 量 
MATLAB 变量 的 和 名字 是 由 字母 、 数 字 和 下 划 线 组 成 的 ,最 多 31 个 字符 ， 其 中 第 一 个 字 
符 必 须 是 字母 。 移 如 matrix_01 和 vector _a 均 为 有 效 的 变量 和 名， 而 1_number 和 -input_01 
为 无 效 的 变量 名 。 需 要 注意 的 是 ,在 MATLAH 中 变量 名 是 区 和 分 字母 大 小 写 的 ， 如 abe 和 和 
Abe 是 两 个 不 同 的 变量 。 
变量 可 以 是 数值 变量 或 字符 变量 ， 也 可 以 是 数组 变量 或 矩阵 变量 ，MATLAB 不 需要 任 
和 何 的 类 型 说 明 或 维 数 语句 ， 当 输 人 一 个 新 变量 名 时 ，MATLAB 会 自动 建立 变量 并 为 其 分 配 
内 存 空 间 。 
MATLAB 规定 了 5 个 固定 的 变量 【 即 常量 )， 它 们 是 : 
eDSs 计算 机 的 浮 点 运算 误 盖 限 ，cpbs=2 2=<s2.22X10 5 
Pi 图 周 率 x 的 双 精 度 评点 近似 值 
inf 正 无 穷 大 量 ，-inf 为 负 元 穷 大 量 
ay 不定 但 ， 表 示 infA4nf 或 者 0 
1 和 j 庶 数 单位 ”一 1 
此 外 ，MATLAB 人 还 用 保留 变量 来 表示 某 些 特定 的 含义 ， 博 如 ， 
nargin 上 图 数 的 输 和 人 变量 个 数 
nargout 上 果 数 的 输出 变量 个 数 
lasterr 存放 最 新 -次 错误 信息 的 变量 
lastwarn ”存放 最 新 一 次 警告 信息 的 变量 
2， 变量 的 央 值 与 显示 
MATI.AB 有 两 种 对 变量 进行 赋值 的 方式 。 
中 百 接 赋值 语 铝 ， 形 式 为 : 
赋值 变 景 = 赋值 表达 式 
这 一 过 程 将 等 号 右边 的 表达 式 直 接 赋 给 左边 的 赋值 变量 ， 并 返回 到 MATLAB 的 内 存 空 
了 7 





间 。 如 果 赋 值 变 量 和 “= ”省 略 ， 则 赋值 表达 式 的 运算 结果 将 赋 给 保留 变量 ans。 
例 1.3.4 用 赋值 表达 式 计算 并 对 变量 进行 黑 值 。 
ysSintpiz3) +eospix3 1 
y 一 
1 .3660 
sqrt(3”A2 二 TI0) 


4 .3589 


醒 者 将 sinrz3 + cosrxz3 的 计算 结果 赋 给 变量 v;， 后 者 计算 表达 式 vv 条 +10 的 值 ， 并 将 缚 
果 喇 给 变量 ans。 

心 盯 数 调用 赋值 ， 其 基 木 结构 为 : 

[输出 变量 列表 」 = 降 数 名 (输入 变量 列表 ) 

通过 基 数 调用 的 形式 ， 将 结果 赋 给 输出 变量 列 囊 申 的 变量 ， 这 里 函数 名 一 般 应 该 对 应 在 
MATLAS 夏 径 下 的 一 个 M 文件 ， 该 M 文件 可 以 是 MATILAR 的 库 函 数 ， 也 可 以 是 用 户 自 行 
编写 的 郴 数 。 

答 出 变量 列表 和 输 和 人 变量 列表 均 可 以 由 若干 个 变 晶 名 构成 ， 它 们 之 间 应 用 逗号 分开 。， 

例 1.3.5 多 个 输出 变量 的 函数 调用 : 

有 =[122;324i113]; 

[V,D]=eig( 六 ) 


六 = 
一 口 .476d4 一 必 .7071 一 晶 .37744 
一 必 . 9] 和 77 一 .3774 
一 属 .4168 性 .OUU0 口 .97 7 二 

D= 
避 .0000 0 0 
-~1]1.0000 0 
0 1.0000 


这 里 先 利 用 赋值 表达 式 对 垂 阵 4 进行 赋值 : 然后 调用 MATLAB 的 抢 阵 库 函 数 eig.m 计 
算 和 矩阵 4 的 特征 值 和 特征 向 量 ， 分 别 赋 值 给 和 矩 阵 变量 D 和 Y。 其 中 了 的 对 角 线 元 素 表 示 特 
征 上 秆 ，Y 的 列 向 莉 就 是 相 庶 特 征 值 对 府 的 特征 向 量 。 

这 里 入 要 说 明 的 是 ， 任 何 MATLAB 的 数值 变量 在 内 存 空间 都 是 按 双 精度 方式 存储 和 运 
算 的 ， 虽 然 在 命令 窗口 可 能 只 显示 小 数 点 后 4 位 。MATLAB 数据 的 显示 格式 由 format 命令 
控制 ， 但 是 该 命令 只 影响 在 屏幕 上 的 显示 结果 ， 而 不 改变 内 存 空间 的 值 。 下 面 以 吴 为 例 来 
具体 说 明示 鸯 格式 对 结果 显示 的 影响 ， 


whert 1 .4142 

Long 1 ,41421336237310 

hort 1 .4142e+1000 

Long me ] .41421356237309Se +T0O00 
short 素 1] .4142 

Lon 如 ] .4142135S623731 
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Bank 1.41 
Herx 3t6a09e667f3beq 
Rational 139379gS 
3， 常 用 的 数学 运算 符 
四 四 则 运算 ”在 MATLAB 中 ， 一 般 代数 表达 式 的 输入 就 如 同 在 纸 上 进 行 演算 一 样 ， 如 
四 则 运算 符 直 接 用 “+”,“-”，“#*”( 薪 ) “( 石 除 ) 和 “”( 左 除 ) 即 可 ， 所 以 有 人 
称 MATLAB 为 演算 纸 式 的 科学 计算 语言 。 
其 中 左 除 运算 符 是 MATLAB 软件 运算 符 的 一 个 特色 ， 在 托 阵 运算 时 尤为 方便 。 请 注意 
左 队 与 右 除 运算 的 区 别 。 
全 乘 方 与 开 方 运算 MATLAB 中 的 乘 方 或 开 方 均 可 以 由 运算 符 “^” 来 表示 ; 而 平方 
根 的 开 广 运算 可 以 调用 果 数 sqrt.m 实现 。 
常用 的 数学 函数 MATLAB 软件 提供 了 大 量 可 以 实现 各 种 运算 功能 的 库 范 数 文 件 ， 其 中 
有 基本 数学 函数 的 库 函 数 文 件 和 特殊 数学 函数 的 库 困 数 文件 。 表 1-2 列 出 了 一 些 基 本 数学 郴 
煞 运 算 的 库 函 数 文 件 名 以 及 它们 的 功能 。 


点 1-2 基本 数学 函数 


NREC 测 


人 





Sm | ERSRER | | 
ea | 和 
oa | 
ET 
ssh | SSE | ea | 天 信 各 
ET 和 星 工 2 
at | RERESRRNER | en | 永昌 人 人 信和 
ET ET 
IE EC 
acotyacoth | 反 佘 切 与 反 双 曲 余 切 | Tem 无 符号 求 余 画 数 
asecyasech 反正 割 与 反 双 曲 正 害 国富 厚 稚 方向 取 整 函 数 
acseyacseh 反 余 制 与 反 双 曲 余 庆 | tooreeil | 朝 - ov+o 方 向 取 加 画 数 

人 ai 


除 此 以 外 ，MATLAB 软件 还 有 许多 实现 基本 数值 运算 和 操作 功能 的 数学 库 郴 数 文 件 ， 
利用 它们 可 以 完成 基 村 的 矩阵 操作 和 和 矩阵 计算 ; 能 够 对 各 种 线性 方程 组 和 非 线性 方程 组 进行 
求解 ; 执行 各 种 数据 的 和 耸 析 条 变 换 命令 ; 可 以 根 据 给 定 的 数据 进行 多 项 式 播 值 计 算 和 进行 曲 
线 拟 合 ; 还 能 够 对 观察 数据 进行 统计 计算 和 分 析 等 。 

例 1.3.6 油 用 基本 数学 库 函 数 的 计算 实例 : 

sinepi 一 sint pi) 

Sitnepi 一 

1 .2246e 一 由 1 
这 个 结果 并 不 是 精确 她 为 ， 因 为 Pi 是 r 的 近似 值 ， 在 计算 中 有 伟人 误差 。 
下面 是 珠 整 基数 和 伟人 函 数 的 例子 : 
X= 一 1.48; YY 一 一 1.S2 1 
了 入 


rdx 一 roundfxy rdy=roundy) 
fdix 二 
-1 
rdy 二 
-2 
三 、MATLAB 的 矩阵 表示 与 运算 
MATLAB 的 所 有 数值 功能 都 是 以 矩阵 为 基本 单元 进行 的 ， 因 此 MATILAB 对 惩 阵 的 运 
算 可 以 说 是 最 强大 、 最 全 面 的 。 这 里 简要 介绍 它 的 矩阵 表示 和 和 宛 阵 计算 方法 。 
1， 猎 阵 的 输 人 
MATLAB 的 矩阵 输 人 可 以 有 许多 种 方法 ， 对 于 阶 数 较 小 的 简单 所 阵 ， 可 以 用 赋值 语句 
直接 输入 它 的 每 个 元 素来 构造 ; 对 于 元 素 具 有 一 定 规律 的 矩阵 ， 则 可 利用 MATLAB 语句 或 
调用 MATLAB 的 函数 文件 产生 ; 阶 数 较 太 的 惩 阵 一 般 采 取 M 文件 形式 来 构造 。 
赋 值 语 名 是 建立 矩阵 最 直接 的 方法 ， 在 赋值 过 程 中 ， 和 矩阵 元 素 排 列 在 方 括 导 内 ， 同 行 的 
元 素 之 间 用 空格 或 逗 导 “,” 隔 开 ， 不 同行 的 元 素 之 间 肌 分 导 “;” 或 回 车 键 分 隔 。 和 矩阵 的 元 
素 可 以 是 数 包括 实数 和 复数 )， 也 可 以 是 运 算 表 达 式 ， 甚 至 包括 其 他 矩阵 的 元 素 ; 此 外 ， 
没有 任何 元 素 的 空 矩 阵 也 是 允许 的 。 
例 1.3.7 用 赋值 语句 进行 上 符 阵 输入 。 
=[123;4.5,6;780] 


由 二 

1 2 3 

才 3 避 

了 8 0 
B=[Lsntbi3) ,AAA(2,1)3iog(9) ,tanhf3) 
及 = 


0.8660 4.0000 
2.1972 ”0.99531 
其 中 A(2,1) 是 调用 虚 阵 和 的 第 2 行 第 1 列 的 元 素 。 
对 已 经 存在 的 矩阵 ， 也 可 以 用 下 标 方 法 给 它们 的 元 素 峰 新 的 值 以 修改 矩阵 、 
例 1.3.8 用 赋值 语 可 修改 矩阵 。 
在 建立 例 1.3.7 的 矩阵 之 后 ， 可 以 对 它们 的 元 素 进 行人 收 改 ， 


上册 (3 ,4 二 了 

由 一 
2 3 寻 
中 3 如 上 
了 g 2 


这 里 怕 先 的 扎 阵 4 是 3 阶 方 阵 ， 没 有 第 3 行 第 4 列 ,在 执行 对 和 (3,4) 的 研 值 时 ， 
MATLAB 上 自动 增加 和 矩阵 4 的 行列 数 ， 以 适应 新 的 矩阵 规模 ， 并 对 未 输 大 的 元 素 赋 值 0。- 
在 MATLAB 中 ， 经 常用 冒号 表达 式 产 生 行 向 量 ， 其 形式 为 : 
X 三 XU:SteDp:Xn 
其 中 x0 表示 向 量 首 个 元 素 值 ; xn 表示 向 量 尾 元素 的 泡 素 值 ; step 表示 元 素 的 增 量 ， 增 量 为 
20 


| 可 省 略 。 
例 1.3.9 利用 时 学 表达 式 产 生 行 揣 量 。 


下 三 品 : 一 之 :2 
忆 三 
9 了 $ 了 
(二 4: 
[了 一 
二 9 6 了 8 


MATLAB 软件 中 ,年 阵 或 向 量 的 维 数 可 以 不 预先 定义， 但 在 解决 实际 问题 时 经 常 需要 
知道 所 阵 或 癌 量 的 维 数 ， 为 此 MATLAB 提供 了 两 个 库 函 数 length.m 和 size.m， 人 分别 用 来 确 
定向 量 和 和 您 阵 的 维 烙 。 

MATLAB 提供 了 一 些 库 晤 数 来 构造 某 些 特殊 的 握 阵 : 

果 数 eye 产生 单位 和 矩阵， 其 用 尘 为 

eyefDy) 构造 ”有 阶 单位 托 阵 
eyetIa ,nj 构 盗 X 荆 阶 单 位 托 阵 
eyetf Sizel 生 ) ) 构造 与 息 阵 4 癌 阶 的 单位 定 阵 
所 谓 闫 Xz 阶 单位 年 阵 是 指 对 角 线 元 素 是 1， 其 他 元 素 是 f 的 矩阵 。 

申 数 zeros 和 ones 分 别 产生 全 零 搜 阵 和 全 一 和 矩阵， 它们 的 使 用 方法 与 产生 单位 矩阵 的 天 
数 eye 相同 ; 画 数 rand 能 够 枸 造 均匀 分 布 的 随机 矩阵， 而 函数 randn 则 产生 正 态 分 布 的 随机 
乍 阵 ; 函 数 diag，tril 和 triu 分 别 取 和 扼 阵 的 对 角 、 下 三 角 和 上 三 角 部 分 。 此 外 函数 vander 可 
以 构造 范 德 蒙 矩阵 ， 枯 数 hilb 可 以 求 出 指定 阶 数 的 Hilbert 矩阵 等 。 

例 1.3.10 利用 MATLAB 的 库 函 数 来 构造 第 阵 。 

全 一 evef3,51 


0 ] 0 必 0 
避 0 [| 0 U 


下 =randf2 ,3) 
区 三 

0.9501 如 .08 心 ,813 

U.2311] .45860 人 .7 碧 2 
ttriutE ,一 1) 
all1s 二 

.9501 0U .ODS 四 .8913 
心 如 .4860 D.7621 

2. 抢 阵 的 基本 操作 


册 算 孟 调用 方法 在 MATLAB 软件 中 ， 通 过 上 宅 阵 的 名 称 调用 困 个 矩阵 ， 用 下 标的 方法 
儿 用 定 阵 的 某 个 元 素 或 者 子 矩 阵 。 
例 1.3.11 设 矩 阵 4 是 已 知 的 89x9 具 阵 ， 则 
AAA(:，2) 4 的 第 2 列 元 束 构 成 的 列 向 量 
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【5S，:) 4 的 第 5 行 元 索 构 成 的 行 向 董 
At: 3，2: 7) 和 的 前 3 行 ， 太 第 2 到 7 列 元 素 构 成 的 子 邱 阵 
At[i35j，[24]) 上 的 第 1，3，5 行 ,第 2, 4 列 元 素 构 成 的 子 搜 阵 
上 (人 :，1:， 2，7) 瘟 的 第 1，3，5，7 列 元 寄 构 成 的 子 矩 阵 
妇 洒 将 起 阵 的 某 个 子 块 岂 值 为 空 婚 阵 [j」 ， 则 相当 于 在 原 乍 阵 中 去 掉 了 相应 的 算 阵 
子 块 。 
四 十 阵 蛮 维 操作 ”实现 和 窍 阵 变 维 的 方法 有 两 种 ， 用 “:” 和 函数 reshape， 前 者 通过 两 个 
矩阵 之 间 的 运算 实现 变 维 ; 后 者 直接 对 一 个 矩阵 进行 变 维 操作 。 
例 1.3.12 征 阵 变 维 操作 的 实例 。 
先 输 人 一 个 行 阿 量 榴 成 的 矩阵 ， 然 后 对 它 进 行 变 维 运算 。 
a=[1:12]:b= reshapefa,2,6) 


C 一 Zetosf3,4)3ef:) 三 af 


与 一 


2 SS 8 1 
3 6 9 12 
注意 在 变 维 时 ， 元 素 的 顺序 是 按 列 进行 的 。 
呈 矩阵 的 变 向 操作 ” 惩 阵 的 变 向 包括 矩阵 的 旋转 、 左 右 番 转 和 上 下 翻转 ， 分 别 由 函数 
rot90， 二 plr，fipud 和 十 pdim 来 实现 ， 具 体 使 用 方法 请 参见 MATLAB 的 有 关 帮 助 文档 ， 
由 抢 阵 的 转 置 : 对 于 实 抢 阵 用 符号 “'” 或 “,"” 进 行 转 填 结 果 是 一 样 的 ;然而 对 于 
舍 屋 数 的 撼 阵 ， 则 “ ”将 同时 对 复数 进行 共 斩 处 理 ， 而 “.'” 则 只 是 将 其 排列 形式 进行 
转 置 。 
例 1,3.13 和 矩阵 转 置 操作 。 
d=[1+23 一 5i;4 一 训 
出 二 
1.0000+2.0000 3.0000-5.0000i 
4.0000 0 一 1.0000i 
上 
如 Ts 一 
1.0000 -2.0000 4.0000 
3.0000+5.0000i 0+1.0000i 
d. 
号 ms 一 
1.0000+2.0000i 4.0000 
3.0000 -5.0000i 0-1,.0000i 
3.， 是 阵 的 基本 运算 


(b 征 阵 的 加 减 运算 ”用 符 导 “+ ”和 “~ ”表示 ， 同 阶 矩 阵 相 加 减 时 ， 对 应 元 素 相 加 
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减 ; 和 矩 孟 和 和 常数 相 加 减 时 ， 则 上 矩阵 的 每 个 元 熹 都 和 该 数 进行 加 减 运算 。 

曲 矩阵 的 乘法 运算 ”用 运算 待 “* ”表示 ， 和 矩阵 乘法 运算 要 求 相 科 的 定 阵 必须 有 相 邻 
的 会 共 维 ， 即 满足 矩阵 磁 法 的 条 件 。 

二 矩阵 的 除法 运算 ”和 抢 阵 除法 有 两 种 形式 ， 左 除 “ ”和 右 除 “ 王 ， 如 果 各 和 县 都 是 
2 阶 矩 肥 ， 且 4 非 背 异 ， 则 左 除 和 右 除 分 别 表 示 

飞 下 = 和 下， 县/[4= 五 4 一 

如 果 入 不 是 方 阵 ， 则 上 面 计算 会 式 中 的 求 逆 表示 广义 道 矩 阵 运 算 。 

例 1.3.14 算 阵 的 四 则 运算 。 

A=[101210:-32 -5]1,B=[122;342;523] 


站 二 
[ 昌 | 
1 由 
一 了 一 习 
已 = 
2 二 
3 4 忆 
3 之 3 
上 也 ,BA 
ans 二 
一 .0000 -2.UD00 一 十 ,3000 
了 .0000 g .DUO00 1t .0000 
3.0000 4.0000 6.3000 
ans 一 
14.5000U .0000 2.3000 
19.5000 3.0000 3.3000 
总 .四 0 人 日 1 .0000 
各 十 耳 
ams 一 
2 之 3 
5 3 了 
2 中 一 之 


由 下 阵 的 乘 方 运算 ”只 有 方 阵 才 可 以 进行 矩阵 的 乘法 运算 ， 用 运算 符 “^” 表 示 。 

4. 抢 阵 的 点 运算 

怎 阵 是 数学 土 的 有 序 集 合 ， 它 在 计算 机 中 是 以 数组 方式 存 侍 的 ，MATLAB 有 独特 的 数 
组 运算 规则 一 一 点 适 算 ， 使 用 非常 方便 ， 我 们 也 可 以 将 它们 看 成 矩阵 运算 的 扩充 。 

点 运算 的 加 减 运 算 符 与 普通 的 答 阵 加 喊 运算 符 相 同 ; 点 运算 的 乘 、 除 和 乘 方 运算 符 在 普 
通 的 矩阵 运算 符 前 加 一 点 “.”， 即 ， 

人 

是 阵 的 点 运算 实际 上 就 是 两 个 具有 相同 维 数 的 矩阵 对 应 的 元 素 之 间 进 行 加 、 减 、 乘 . 除 
和 乘 方 运算 。 
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例 1.3.15 窍 阵 的 点 运算 。 
利用 例 1.3.14 中 的 拖 阵 4& 和 召 数 据 进行 点 运算 


岂 , 兴 呈 
吕 1 一 

] 从 之 

如 和 0 

一 1 二 一 1 
5， 和 插 阵 的 基本 天 数 
矩阵 的 函数 运算 是 矩阵 运算 中 最 实用 的 部 分 ， 常 用 矩阵 函数 及 其 功能 列 于 表 1-3。 
束 1-3 和 矩阵 基本 函 孝 









功 能 
类 入 的 LU 处 解 

拨 陈 的 OR 分 解 
类 阵 的 奇异 值 分 解 
矩阵 的 下 交 此 










矩阵 行列 式 的 值 








矩阵 或 问 攻 的 范 数 
特征 悄 和 特征 向 量 入 阵 的 条 件数 








例 1.3.16 第 阵 图 数 的 计算 。 
继续 利用 例 1.3.14 中 的 年 阵 和 数 操 : 


qdet( 上 ) 
可 们 总 一 
了 
im 上) 
angs 二 
一 >.S000 1 .0U000 一 避 ,3000 
3 .0DUNDN0 一 1.U000 1 .0000 
了 .300U0 、 -1.0000 口 .3 人 人 站 
[w ,Dj=eig(AA) 
二 
属 ,4444 一 避 . 33 心 .2767 
一 由 ,站 划 7 0D.07N1 如 , 马 4 7 
一 曲 .3752 口 .98U2 0 , 1647 
D= 
一 曲 ,29d 3 0 心 
心 一 首 . 2895 旭 
0 由 .3842 


四 、MATLAH 的 锭 图 
MATLAB 提供 了 丰富 的 综 疼 动能 ， 在 命令 党 口 全 用 命令 ， 
help graph2ad 列 出 所 有 经 制 二 维 图 形 的 命令 
help graph3d 。 列 出 所 有 绘制 三 维 图 形 的 命令 
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下 面 介 绍 常 朋 的 二 维 图 形 命令 。 

中 基本 的 绘图 命令 MATLAS 最 常用 的 绘图 命令 就 是 plot， 它 打开 一 个 图 形 窗口 ， 将 
坐标 轴 运 当 缩 扩 ， 以 适 放 待 绘图 的 数据 ; 如 果 已 党 存在 一 个 图 形 窗 口 ， 册 清除 当前 图 形 窗 口 
的 图 形 ， 绽 制 新 的 留 形 。 

命令 plet 的 基本 调用 形式 为 plot (x，y)。 基 果 需 要 在 同一 个 坐标 系 下 绽 制 多 条 曲线 ， 
有 三 种 方法 。 

例 1.3.17 在 局- -坐标 系 下 绘制 图 数 = sinz 稳 y=cost 在 区 间 [0,2rj 上 的 狠 形 。 

方法 1 构造 隔 量 信 现 数 绘图 : 

基 一 insipacet 癌 ,之 关 pig0y 

y 三 [sin(x)icos(xX》]; 

Plot(x yy 1 

画 数 linspace 产生 一 个 等 分 区 疝 [0,2r] 的 60 维 的 行 向 量 ; 计算 得 到 的 贡 数 值 ， 也 是 
6 的 维 的 行 向 量 。 

方法 2 利用 命令 plot 的 分 别 绘图 检 式 : 

和 = inspacet 丰 ,2# Di)607 ; 

yt =SsintX)3y2 一 cos(X)》; 

ptotfx ,yl ,xy21)1 

方法 3 傅 令 hold on 将 由 新 的 piot 命令 给 笠 的 
图 形 画 在 原来 的 图 形 上 。 

X 一 jinspace( 人 ;2 关 Dhi:60)yy 一 SinfXy 

Piot( xy)sbhotd onj 





z 一 COST) 
Pilott xy,zyhaold oftf; 
这 三 种 方法 都 得 到 周 样 的 图 〈 见 右 图 ) 。 
旬 基本 的 综 罚 控制 ”在 调用 命令 plot 绘图 时 可 以 指定 颜色 、 线 型 和 数据 点 图 标 ， 基 本 
的 苗 用 瘤 式 为 ， 
plottx,y，color-linestyle-marker ) 
其 中 eolorlinestyle-marker 为 一 个 字符 串 参 数 ， 由 颜色 、 线 型 和 数据 点 图 标 组 成 。 
字符 串 参 数 的 取 值 如 下 : 
阁 色 y (黄色 )，r (红色 )，g (绿色 )，b ( 蓝 色 )，w(〔 和 白色 )，K (黑色 )，m (时 色 )， 
ce 青色 ); 
线 型 -【( 实 线 ),: (点 线 )，-. (和 庚 点 线 )，--《〈 虐 钱 )，; 
锭 据 扣 留 标 。.， (小 黑 点 )，+ 【加 号 ),* 《〈 星 号 )，o (小 图 )，x 【xx 型 )。 
例如 plot 【x， y，T 一 .其 表示 曲线 由 红色 的 虚 点 线 绘 出 ， 将 数据 点 用 星 号 标 出 。 
一 般 情 况 T ，MATLABE 自动 选择 图 形 纵 横 坐 标的 比例 和 显示 的 范围 . 如 果 你 不 满意 ， 
本 以 用 命令 axis 对 坐标 轴 进 行 控 制 。 例 如 
axisft1 xmin xmax ymin ymax]) 设置 当前 图 形 的 > 轴 有 和 > 轴 刻 度 范 转 
axis equal z 轴 和 yy 轴 的 单位 相同 
axis tight 设置 坐标 辕 紧 限于 数据 范围 内 
也 图 形 标注 MATLAB 的 标注 图 形 的 命令 : 


2 





xlabel ，Yylabel 分 别 对 办 和 > 输 加 标注 


title 给 图 形 加 标题 

textxEtext 分 别 在 确定 位 置 和 鼠标 确定 位 置 对 图 形 胃 注 
gTid 在 图 形 上 加 网 络 线 

legend 标注 不 同 曲 比 的 线 型 


例 1.3.18 应 用 图 形 标注 的 方法 ， 在 同一 坐标 系 下 绘制 国 数 y=sinz 和 y=eoszr 在 区 间 
[站 2] 上 的 图 形 。 
X 王 linspacet 愉 ,2<pi,60)3 


y=[sin(xyycosfx)] 


委 二 时 丰 人 全 LTWwHS 


plotf xy) 

ETIG 

Xlabel( x ) yylabej( y ); 

titlet Sin and Cos Curves 让 

gtext( y 一 Sin(X)) 人 exXtt y 一 oos(X》 

得 到 图 形 见 堪 图 。 

出 多 幅 图 形 ”命令 subplet (mi，n，p) 可 以 
在 同一 个 图 形 窗口 ， 绘 制 多 幅 在 森 同 坐标 系 中 的 
图 形 。 该 命令 将 一 个 画面 分 为 如 xm 个 图 形 区 
域 ， 记 代 训 当前 区 域 号 ， 在 每 个 区 域 中 分 别 画 一 个 图 。 

利用 MATLAB 的 绘图 功能 ， 还 可 以 方便 二 绘制 二 维 冰 数 图 和 各 种 二 维 分 析 图 ， 和 包括 误 
差分 析 图 、 平 面 等 值 线 图 、 场 莉 、 向 量 网 、 极 坐标 图 等 。 

贤 三 维 图 形 ”这 里 只 对 几 种 常用 的 命令 通过 例子 作 简 单 介绍 。 

例 1.3.19 绘制 螺旋 线 r = snt，y=cosr，z=t 上 的 图 形 。 

t 二 山 :pPiZ1003:10 关 Pil 

plot3(ksinkt) ,coskt) ,t) 








了 
一 由 -| -| 一 避 .5 0 


例 1.3.20 绘制 下 面 的 二 元 函数 带 网 格 的 曲 而 : 
sin W 7 十 坟 


5 3 一 了 .SS 了， ys 5 
、A 下 十 划 


X 一 一 7 了.S:10.4:7.5 和 77 一 其 
[其 ,YY] = meshgridfx,y)i 
有 = sqrt(X. 2+ 于 .2)+epsiZ= sn(R) AR 
mesh( 共 ,Y,Z); 
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五 、MATLAB 的 程序 设计 

MATLAB 提供 了 一 个 完善 的 程序 设计 语言 环境 ， 使 我 们 能 够 方便 地 编写 复杂 的 程序 ， 
完成 各 种 计算 。 

1. 关系 和 逻辑 运算 

中 MATLAB 的 关系 运算 符 : 


< 小 于 ， 二 小 于 等 于 
> 大 于 > = 大 于 等 于 
一 等 于 ， 一 = 不 等 于 


关系 运算 可 以 比较 两 个 元 素 的 大 小 关系 ， 结 果 为 1 表明 为 真 ， 结 果 为 0 表明 为 假 ; 也 可 
以 作用 于 两 个 维 数 相同 的 数组 或 和 矩阵， 此 时 将 生成 一 个 0 一 1 数组 或 矩阵 ， 每 个 元 素 代 表 相 
应 的 数组 或 矩阵 元 素 的 关系 运算 结果 。 

例 1.3.21 和 矩阵 的 关系 运算 。 

a=[0234;13S0];b=[1053;1302]; 

d 三 a 一 = 

巡 二 


find(d= =0) 
alis 一 

2 

4 
明 数 fnd 可 以 查 出 满足 某 关 系 的 数组 元 素 下 标 ， 这 里 给 出 了 和 矩阵 d 中 等 于 零 的 元 素 下 标 。 
GMATLAB 的 逻辑 运算 符 ; 

必 ” 与 运算 ， | 或 运算 ， 一 非 运 算 
逻辑 运算 将 任何 的 非 零 元 素 视 为 1 ( 真 )， 它 也 可 以 用 于 数组 或 矩阵 ， 得 到 的 运算 结果 
是 一 个 同样 维 数 的 0 一 1 数组 或 矩阵 。 
例 1.3.22 利用 上 面 例 1.3.21 的 数据 进行 矩阵 的 逻辑 运算 。 
{f=(a> =2) 人 (b<3) 
f 三 
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如 t 0 0 
心 0 [ 0 
MATLAB 还 提供 了 一 些 关系 迁 辑 函 数 ， 常 见 的 有 all，any 和 xor， 它 们 的 用法 请 参见 
MATLAB 的 有 头 帮 助 。 
2、 条件 语句 和 循环 语句 
条 件 和 循环 语 馈 属 于 控制 流 语 句 ， 用 于 控制 程序 的 流程 。MATLAB 的 控制 语句 比较 少 ， 
但 功能 很 强 ， 主 要 有 for 循环 、while 循环 语句 ， 这 条 忻 语 句 和 break 中 晰 语句 三 种 。 
GD for 循环 语句 for 箱 环 的 调用 恪 式 为 : 
for 循环 变量 =sl: s2: 3 
循环 体 语 合 
end 
其 中 sl 为 循环 变量 的 初 值 ，s2 为 循环 变量 的 步 长 ，s3 为 秆 环 变 莉 的 比值 。 如 果 省 略 s2， 则 
默认 步 长 为 1。 
fior 循环 语句 可 以 世 套 使 用 以 满足 狗 重 衢 环 的 需要 。 
例 1.3.23 求 出 ”上 阶 Hilbert 后 阵 。 
function 五 = hitbftnyj 
for [= 上 :ma 
for j 一 1:n 
Hi =1ZU+j 一 1 
end 
en 
编 与 构造 Hilber 矩阵 的 函数 文件 hilb.ms 在 命令 窗口 执行 调用 ， 得 到 3 阶 于 Hilbert 持 阵 ， 
H= hiib(3) 


H = 
1 1 /2 1 3 
1 /2 173 ] “二 
3 ] “二 1 
四 while 衢 环 诸 何 ”while 循环 -一般 用 于 不 能 事先 确定 模 环 次 数 的 情况 ， 它 的 调用 格式 为 ; 
wrhile 还 辑 变 量 
御 环 伍 语 名 
end 


只 要 导 辑 变量 的 值 为 真 ， 就 执行 短 环 体 语 句 ， 直 到 逻辑 变量 的 值 为 假 时 终止 该 循环 过 程 。 
例 1.3.24 计算 MATLAB 中 的 特殊 变量 eps 的 值 。 
nm 二 心 ;EPS= | 
while 【1+EPS) 31 
上 PS = 上 PP 23sn=n+li 
ett 
下 PS = 玉 PS 关 了 
mn ,上 上 呈 S 
计算 结果 为 ; 
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3 
EBP = 
2.2204e 一 站 1b 


辐 计 条 件 语 句 除了 循环 语句 ，MATLAB 提供 还 提供 各 种 条 件 转移 语句 ， 使 得 


MATLAB 编程 更 加 方便 。 这 条 件 语句 最 简单 的 调用 格式 为 : 


if 导 狂 变量 
执行 悖 语句 
已 拉 村 
当时 辑 变量 的 值 为 真 ， 就 运行 执行 悼 语句 ; 否则， 执行 end 后 面 的 命令 。 
计 条 件 语句 的 另 一 种 调用 格式 为 : 
计 还 红 变 量 
执行 己 语 句 1 
else 
执行 体 语句 2 
en 


当 逻 懈 变 量 的 和 值 为 真 ， 就 运行 执行 体 语 句 1 ， 然 后 跳出 该 条 件 结构 ; 和 否则， 运行 执行 体 


语 可 2， 再 执行 end 后 面 的 命令 。 


例 1.3.25 可 以 用 下 列 程序 得 到 符号 函数 。 
funetion y 三 Sinfuant xj 
这 忒 < 扫 自 
y 一 一 |; 
elseif X 一 站 
7 二; 


人 else 


了 


由 break 语 何 ”break 语句 可以 旺 致 for 循环 、while 锯 环 各 让 条 件 语 龟 的 终止 。 奶 果 


break 语句 出 现在 一 个 嵌 套 的 循环 里 ， 那 么 只 跳出 break 所 在 的 那个 循环 ， 而 不 跳出 整个 循 
环 早 套 结构 。 


例 1.3.26 求 鸡 免 同 第 问题 : 36 个 头 ，100 只 脚 ， 求 鸡 、 免 各 多少 ” 
ii 一] ; 
wbhile 上 
让 (remli00 一 1#2,4)= = 人 1) 有 (+fI00 一 ix2)/4)= 一 36 
break ; 
enBd 
[一 1 十 上 |; 
en 如 


nutfn__ehictken 三 1 


num_rabbit = (1100 一 之 关 iv 
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求解 结果 为 : 
nunl_chjcken 三 
22 
num_rabbit = 
14 
3，MATLBA 程序 设计 原则 
在 进行 MATELAB 编 称 时 ， 应 注意 以 上 人 几 品 。 
作 程序 的 可 读 性 在 M 文 件 中 ,% 开 始 的 行 是 程序 的 注释 行 ， 要 善于 运用 注释 使 程 
序 更 具 可 读 性 ; 参数 值 和 变量 说 明 应 集中 放 在 程序 的 开始 部 分 ， 以 便于 进行 程序 调试 和 
维护 . 
外 程序 的 计算 效率 ”在 编写 程序 时 ， 尽 可 能 采用 利用 惩 阵 运 算 构 壤 的 算法 ;下 接 调 用 
MATLAB 工具 箱 函 数 进 行 运 算 ; 减少 中 间 缠 果 的 屏幕 显示 。 
电 程序 的 模块 化 结构 ”为 了 便于 进行 程序 调试 和 扩展 ， 在 编写 MATLAB 程序 时 ， 应 该 
先 分 别 编写 实 再 某 些 特定 功能 的 和子 程 序 ， 最 后 采用 主 程序 调用 的 方法 来 实现 设计 功能 。 
志 程 序 的 变量 使 用 在 主 程序 开 始 时 最 好 用 clear 命令 清除 内 存 空 间 的 变量 ， 以 消除 它 
们 可 能 对 程序 运行 带 来 的 影响 ; 但 注意 在 子 程序 中 不 要 用 clear 命令 。 


第 四 节 FORTRAN 及 IMSL 数学 库 的 使 用 


FORTRAN 语言 是 此 界 上 广泛 流行 的 、 最 适 于 数值 计算 的 一 种 计算 机 语言 ， 是 世界 土 
最 早出 现 的 高 级 程序 设计 语言 。 近 些 年 来 ， 个 人 计算 机 人 性 能 迅速 提高 ， 价 格 不 断 降 低 ， 
PC+ 克 indows 电 成 为 应 用 计算 机 系统 的 主流 。 因 此 ， 如 何 充分 利用 PC 系统 资源 进行 计算 工 
作 显 得 十 分 重要 。 以 御 PC 平台 上 的 FORTRAN 语言 开发 工具 大 案 为 146 位 的 ， 不 能 充分 利 
用 系统 资源 ， 且 受 内 存 空间 的 限制 ， 让 其 他 可 以 较 好 利用 系统 资源 的 开发 工具 ， 如 Mi- 
croWay 公司 的 NDP， 也 因为 阿 很 罗 应 用 软件 相 冲 窗 而 不 便 合 用。 但 Miceresoft Fortran Pow- 
eIStation 【FPS) 4.0 是 第 一 个 在 Win 957NT 操作 系统 下 的 32 位 FORTRAN 语言 开发 工具 ， 
它 因 有 以 下 的 优点 而 使 以 往 的 FDRTRAN 开发 下 只 无 法 与 之 姚 美 。 

山 具有 集成 开发 环境 Developer Studio， 程 序 设计 者 可 以 在 集成 开发 环境 中 方便 地 进行 
编辑 、 编 译 、 和 链接 和 调试 。 

凤 生成 的 是 Windovws 操作 系统 下 的 32 位 应 用 程序 ， 提 高 了 代码 的 执行 效率 ， 罕 破 了 原 
先 PC 系统 下 FORTRAN 程序 64 KR 寻 址 空间 的 限制 ， 更 加 充分 地 利用 了 系统 资源 。 

师 ) 文 持 FORTRAN 90 标准 ， 并 在 FORTRAN 90 基础 上 进行 了 扩充 增 诡 了 许 案 有 利 
于 程序 谍 计 的 功能 ， 布 且 完 全 向 下 兼容 ， 为 直接 利用 大 量 成 熟 可 靠 的 低 版 本 Fortran 语言 代 
码 提 供 了 条 件 ( 比 FPS 4.0 更 高 的 Fortran 版 本 是 Compaq Visual Fortrany 。 

由 在 集成 升 发 环境 中 ， 可 以 可 视 化 地 进行 下 indows 用 户 图 形 界 面 设计 、 投 置 编 主 链接 

心 FPS 的 调试 切 能 使 程序 设计 者 可 以 在 集成 开发 环境 中 方便 地 跟踪 和 控制 程序 的 扳 行 、 
但 看 或 修改 变量 利 表达 式 的 值 ， 井 看 反 汇 编 代 码 或 查看 堆栈 调用 情况 。 

电 相公 可 以 开发 传统 的 控制 全 应 用 程序 和 疼 形 界面 程序 ， 还 可 以 使 用 QuickWrin 库存 不 
必 深 和 人 了解 windows 系统 编程 的 情况 下 简 使 地 开发 出 具有 允 indows 图 形 界 面 特点 的 应 用 程 
序 ， 甚 至 可 以 更 进一步 地 利用 Windows API 图 数 接口 进行 Windows 程序 设计 。， 
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人 @@ 可 以 方便 地 与 Visual CMC+ + 、MASM 和 Visual Hasic 进行 混合 语言 编程 ， 以 充分 他 
利用 各 个 语 育 所 具有 的 人 忧 点 。 

所 建立 的 动态 链接 库 可 以 被 Excel 中 的 VBA 调用 ， 使 开发 出 的 应 用 程序 与 Excel 相 
结合 。 

具有 Microsoft HMSEL 数学 和 统计 学 库 ， 充 分 利用 这 些 成 熟 可 车 的 程序 ， 是 快速 进行 
科学 计算 和 工程 分 析 程 序 说 计 和 软件 开发 的 有 将 途径 。 

这 里 条 要 介绍 IMSL 数学 库 及 其 基本 使 用 方法 。 

一 、1MSL 数学 库 

IMSL 程序 库 由 通用 应 用 数学 与 特殊 函数 和 统计 学 两 部 分 组 成 ， 其 中 大 部 分 的 程序 都 具 
有 单 精度 和 双 精 度 两 个 版 本 ， 库 和 名称 分 别 为 : MATHS.LIB ( 单 精 度数 学 库 )，MATHD,LIB 
(【 双 精度 数学 库 )，STATS.LIHE ( 单 精 度 统 计 库 )，STATD.LIB ( 双 精 度 统 计 库 )。 因 1IMSL 
统计 库 同 数学 库 一 样 ， 故 这 里 侈 简要 介绍 IMSL 数学 库 及 其 基本 使 用 方法 ， 

IMSL 数学 库 汇 集 了 进行 数学 分 析 和 研究 时 非常 有 用 的 FORTRAN 程序 和 冰 获 。 在 用 这 
些 程 序 时 ， 昨 户 需 按 要 求 用 FORTRN 编写 调用 程序 。 有 关 程 序 和 函数 的 名称 及 其 调用 衬 
式 ， 可 浏览 FPS 4.0 集成 开发 环境 中 的 在 线 帮 助 。MATH 库 中 程序 和 国 数 名 称 一 般 以 两 种 
方式 列 出 ; 方法 类 型 和 程序 、 函 数 和 名 称 的 字母 顺序 。 每 个 程序 和 末 数 和 名称 的 帮助 说 明 包 含 如 
下 所 述 的 内 容 。 

JIMSL 程序 和 名称 如 下 。 

目标 ; 说 明 程 序 处 理 问 题 揭 目标 。 

用 法 : 子 程 序 的 调用 格式 ， 通 常 有 两 种 调用 格式 。 

s 子 程序 调用 CALL 子 程序 名 【 变 元 列表 ); 

es 图 数 调用 函数 名 ( 变 元 列表 )。 

变 元 说 明 : 按 出 现 先 后 顺序 ， 对 变 元 进行 说 明 。 通 常 输 大 变 元 先世 现 ， 接 着 是 输入 /和 输 
出 变 邱 ， 最 后 为 输出 变 元 。 对 于 函数 ， 范 数 名 在 变 元 说 明 后 介绍 。 

答 人 亚 元 ” 需 对 输入 变 元 官 始 化 ， 其 值 在 调用 程序 中 不 改变 。 

输 人 /和 输出 变 元 需 对 输入 /和 葵 出 变 元 初始 化 ， 调 用 程序 通过 变 元 给 出 输出 值 。 输 大 / 输 
出 变 元 不 能 是 常数 吉 表 达 式 。 

输入 或 输出 ” 变 元 既 可 作为 输入 也 可 以 是 输出 ， 通 过 选择 加 以 眼 定 。 

输出 ”不 需要 初始 化 ， 不 能 是 常数 或 表达 式 ， 调 用 程序 通过 变 元 给 出 输出 值 。 

说 明 : 程序 用 法 的 详细 说 明和 工作 空间 分 配 。 

算法 : 算法 的 说 明 或 详细 的 参考 信息 。 

实例 ; 至 少 给 出 一 个 完整 应 用 实例 ， 表 明 输 人、 变量 类 型 和 维 数 定义 及 其 调用 等 代码 。 

输出 : 实例 的 结果 输出 。 

利用 IMSL 数学 库 最 简单 的 方法 是 : 从 IMSL 数学 库 的 在 线 帮 助 中 将 实例 拷贝 、 编 译 . 
链接 、 和 运行， 然后 月 将 程序 改 为 处 理 要 解决 的 向 题 。 下 面 通 过 热 悉 积 调 昨 Ringe-Rutta 营 短 
外 方程 组 初 值 问题 求解 程序 VPR 反 来 具体 说 明 。 

调用 格式 为 : 


CALL [VPRK 【IDO，N，FCN，T，TEND，TOL，PARAM， 立 )] 
其 中 ; 


了 


IDO 计算 状态 标识 ， 答 人 或 输出 。IDO 状态 : 


中 首次 幸 用 

四 正常 再 次 调用 

蝶 最 后 一 次 调用 ， 释 放 内 存 空 间 
地 因 中 断 1 而 返回 


局 因 中 上 断 2 而 返回 ， 蕊 接受 谍 定 步 长 
品 关中 新 2 而 返回 ， 未 接受 讽 定 步 长 
正常 情况 ,用 IDO = 1 进行 首次 调用 。 程 序 设置 IDO = 2 且 保 持 ， 但 用 IDO =3 进行 最 后 一 


次 调用 且 不 积分 。 

N 微分 方程 数目 ， 输 人 

FCN 用户 定 义 子 程序 计算 函数 ， 调 用 格式 为 CALL FCN (N，T，Y，YPRIME)， 其 中 
N 方程 数目 ， 输 人 
T 自 变 量 上 ， 输 人 
Y 大 小 为 N 的 数组 ， 有 应 蛮 量 ， 的 数值 ， 输 入 
YPRIME 大 小 为 的 数组 ， 有 应 变 向 量 y 在 (:!，yw) 处 的 数值 ， 输 出 
FCN 在 出 用 程序 中 需 有 EXTERNAL 声明 

T 日 些 量 ， 输 和 人 /输出 。 输 大 时, 工 是 韦 值 ; 输出 时 ， 只 要 不 出 现 错误 情况 ,，T 被 
TREND 茜 换 。 

TEND 需要 给 出 解 时 的 上 值 ， 输 入 。TEND 可 以 比 初 值 : 小。 

TDL 解 的 允许 误差 输入。 程序 会 控制 局 部 误差 的 模 ， 这 样 整体 误差 同 TOL 成 比例 。 


PARAM 大 小 为 50 的 浮 氮 数组 ， 包 含 可 选 参 数 ， 输 和 /和 输出。 如 参数 为 零 ， 程 序 使 用 缺 答 


开 


导 国 四 的 的 提 强 


所 的 的 


值 。 缺 省 值 如 下 -。 在 积分 方向 上 使 用 和 步 长 值 有 关 的 参数 。 下 面 的 参数 由 用 户 
设 定 : 
HINIT ， 韧 始 芗 长 值 ， 缺 尝 为 : 10.0* MAX (AMACH (1)，AMACH (41 
* MAX (ABS (TEND)，AHBS (TI) 7) 
HMIN 最 小 此 长 值 ， 身 省 为 0.0 
HMAX 最 大 步 长 值 ， 缺 知 为 2.0 
MXSTEP 最 大 计算 次 数 ， 缺 省 值 5300 
MXFCN ”最 大 允许 函数 计算 次 数 ， 扔 省 值 为 无 强制 限制 
INTRP1 如 非 零 ， 每 步 前 返回 IDPO = 4， 见 说 明 3， 缺 省 值 : 0 
INITRP2 ”如 非 零 ， 每 步 成 功 后 返回 IDO= 5 和 每 步 成 功 后 返回 IDO=6， 见 说 明 
3， 扔 省 但: 0 
SCALE ”问题 扩 虚 的 度量 ， 如 解 方向 上 矩阵 平均 模 值 的 近似 ， 缺 省 值 . 1 
INORM ”决定 误差 模 的 控制 。 下 面 的 ei 是 yi(z) 误差 估计 的 绝对 值 ， 缺 省 值 ; 0 
FLOOR ”用 手 同 参数 INORM 相关 联 的 模 计 算 中 ， 缺 省 值 ，1 


点 变 量 数组 ， 大 小 为 N。 输 入 时 ,， 立 含 初 值 ; 输出 时 ， 立 含有 近似 解 ， 


在 IVYPRK 的 说 明 中 ， 有 求解 下 面 两 个 方程 组 成 的 常 徽 分 方程 组 问题 的 调用 主 程序 的 
FORTRAN 源 代 码 。 


3 了 2 


1 二 一 人 一 ya 十 开 92 
32 二 一 开 232 十 下 [] yy 


yl1(0)=1 
yz(0) =0 
AI =294 
&2=3 
A3 =0.01020408 
ten 三 240 
二 、IMSL 数学 库 的 调用 
要 运行 IVPRK 说 明 中 关于 上 面 方程 组 的 FORTRAN 源 代 码 ， 进 行 如 下 操作 : 
拷贝 IVPRK 说 明 中 关于 上 述 问题 的 FORTRAN 源 代 码 ( 见 下 面 ); 
多 在 FPS 4.0 的 集成 开发 环境 MDS 中 ， 选 【File] 菜单 下 的 【Close Workspace】 关闭 全 部 
工作 空间 。 然 后 选 【File】 菜 单 下 的 【New]， 弹 出 下 面 对 话 框 ， 选 Text File， 后 选 OKi; 


吓 Resource Template 


Binary File 





中 ， 随 后 选 【File】 菜 单 下 的 [sa 村 * x .FOR 人 
由 选 【Build】 菜 单 下 的 【Compile] ， 弹 出 如 下 对 话 框 ， 选 Yes 进行 编译 ; 





人 选 【Insert】 菜 单 下 的 【Files into we 将 Maths.lib 加 入 到 FileView 的 工程 文件 中 ， 随 
后 选 【Build】 菜 单 下 的 【Build* * * .exe]】， ， 【Buildj 菜单 下 的 【Execute* * * ,exe]， 


即 能 运行 该 例 程序 ， 程 序 的 Fortran 源 代 码 及 运行 结果 如 下 : 
INTITFEGER MXPARM，N 
PARAMETERUCMXPARM= 5S0，N=2) 
( SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES 
INTEGER IDO,ISTEP ,NOUT 下 
REAL PARAMLUMXPARM) ,T TEND,TOL,Y(CN) 


L SFEECIFICAITIONS FOR SUBROUTINES 
了 上 XTERNAL IVPRK ,SSPET,UMACH 
SPEUIFICATIONS FOR FUNCTIONS 
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下 其 工 民 当 辣 了 导 


fALL TUDMACH 2 NOLT) 
全 Set Initial wotidinons 
工 = 避 .0 
YL 0 
YI2) = 站 .0 
忆 Set eTTOT teTancT 
起 L 二 妖 .0 
已 Set PARAM to default 
LEL SSFETAMXPARM OO PARAM 1》 
各 select absclute ertor ecmtto 
PARAMLI1IOI1.0 
(- Print hesader 
克 民 ITEINOUT ,99998 ) 
]]xO 三 1 
JSTFPP= 
10 CDOTINUF 
1STEP=TSTEP+ 24 
TENTD= ISTEP 
LAELL IVPRKCIDONIEFCN,T,TEND,TOL ,PARAM Y) 
IFCISTEDP.LE.240)THEN 
WRITE NGOUT (TI6,3F12.3))ISTEbz2d4 ,T, 
已 Final call to release workspace 
JR SITE . 工 闪 .240)TID= 3 
0 TO 1ln0 
了 TD TEF 
和 shoew number cf funetion eallts. 
久 攻 I 荆 《OU ,99999) PAR 辣 MT3S) 
9999g FORNATL4X，ISTFP ,5 呈 ， Jime .9X，T] ,11 和 Y27 
D9098 FGRNMTATId4 呈 Number Term ealls ith TVEPRRK=， ,GT 


END 
SUBROUTINE FCN YN,T,Y,YPRIME) 
C SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS 
INTEGFR N 
REAL T,Y(N),YPRIMEYN) 
C SPFCIFICATIONS FOR DATA VARIABLEFS 


RLSAL 各 人 1 ,上 KK2 ,K3 
DATIA AAA 攻 1 ,AAA 必 2 AK3S 94.0E0,3.080.0,.01020408EG7 


YEPRIWMELT = 一 T) 一 站) 芝 衬 (2) + 上 KK1IY TI21 
TPRIYMEI24 一 一 内 改 2 T(2) 十 内 区 3 【1.0OERO 一 下 [29 其 Yt1) 


RFETURN 
FND 
Ourput 输出 : 
ITFRP Tbhne 芋 1 了 
] 24.000 必 . 折 总 门 .DO02 
了 48 .000 由 .34 0 .0D2 
72 .000 .SS89 0 .01T2 


4 96 .000 0.349 0.002 
3 120.000 0.514 0.002 
6 144.000 0.484 0.002 
7 168.000 0.457 0.002 
8 192 .000 0.433 0.001 
9 210.000 0.411 0.001 
10 240 .000 0.391 0.001 


Number of fcn calls with IVPRK = 2153 . 

三 、Visual Fortran 中 使 用 IMSL 数学 库 和 统计 库 

Visual Fortran 的 专业 版 和 企业 版 包含 近 1000 个 数学 和 统计 函数 组 成 的 IMSL 库 ， 供 在 
可 视 开 发 环境 中 调用 。 在 Visual Fortran 中 使 用 IMSL 库 ， 最 简单 的 办 法 是 : 

中 建立 一 个 Project 双 orkspace， 在 建立 的 Project Workspace 中 增加 一 个 FORTRAN 源 
程序 ， 将 IMSL 库 中 的 例题 拷贝 到 源 程 序 编辑 器 中 ， 保 存 ; 

@ 在 Project 菜单 中 ， 选 择 Settings， 在 ObjectZLibrary modules 框 中 添加 imsl .ilib imsls_ 
err.lib imslmpistub .ljb， 如 下 图 。 


Gooecal | Debug | Fe | Ge nasal [GT 
gogo | 


ee 
扣 sbib imsls_ erlib Imsimplstub 中 





这 样 程序 经 编译 和 连接 ， 就 可 运行 。 

四 、 数 值 计 算 误 差 

科学 技术 的 迅速 发 展 ， 使 计算 机 成 为 科学 研究 与 解决 工程 问题 的 主要 工具 ， 将 问题 的 数 
学 化 模型 在 计算 机 上 进行 数值 处 理 ， 得 到 数值 近似 解 。 一 方面 ， 由 于 受 计算 机 字 长 的 限制 ， 
运算 的 数 都 截取 有 限 位 ; 男 一 方面 ， 解 决 问题 的 各 种 数值 计算 方法 有 一 定 的 适用 范围 ， 应 用 
中 需 对 算法 的 收敛 性 、 稳 定性 和 误 关 加 以 分 析 。 因 此 ， 要 了 解 误 差 对 运算 结果 的 影响 和 误差 
分 析 的 基本 方法 。 在 这 里 通过 几 个 FORTRAN 例题 ， 说 明 数 值 计算 中 会 存在 误差 ， 计 算 中 
应 引起 重视 (FORTRAN 源 程序 在 本 书 所 附 的 光盘 中 )。 

员 注意 大 数 吃 小 数 的 问题 。 

当 P=10 ，Q=-2 时 , 计算 R=(P+Q)-P 的 数值 ， 正 确 的 值 应 为 ~2， 但 计算 输出 为 ， 

Single precision 人 =0.E+0 

Double precision RR=0.E+0 
大 数 将 小 数 吃 掉 了 。 

G 不 同 数量 级 的 变量 运算 时 要 注意 ， 防 止 得 到 错误 结果 。 
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计算 当 QQ=0.707107 时 ， 尺 = -2030+ 5741 加 + 上 一 114820@Q2 +g8118Q 的 数值 ， 正 确 
的 值 应 为 -1.9152732527Xx140- ， 但 直接 和 夺 代 法 和 Horner 方法 的 计算 和 输出 为 : 


R (direct evaluatiotny 一 媳 .上 + 

REHorner's method) = 间 . 下 + 
对 此 ， 再 举 一 线性 方程 组 的 求解 例题 。 

64079 5S7314 2 一 46368 ， 

4 一 151860 46385| 一 0 求 汪 4 一 且 ， 下 克扣 全 基 ” 一 sd- 采用 

Gauss 消去 法 和 QOR 分 解法 有 如 下 结果 : 
X (1) 基 《21) 
(Gauss Elimination USIRE SITE 上 AAA and S( 于 名 L 一 477331253，38832 .六 1 64 
局 及 factcrization UsIng SRDLC and SOQRSL 一 5S3997 .8477，60371 .4219 


(使 用 两 种 方法 求解 得 到 的 结果 都 不 正确 ) 
第 五 节 统计 分 析 软 件 STATISTICA 


统计 学 是 一 门 渗透 于 社会 和 上 自然 科学 各 个 领域 的 学 科 ， 随 着 电子 计算 机 转 术 的 不 断 提 
高 ， 其 理论 和 应 用 得 到 了 长 足 发 展 。 出 现 了 多 种 基于 计算 机 的 大 型 统计 分 析 软 件 包 ， 比 较 流 
行 和 著名 的 当 属 SAS、SPSS、STATISTICA。SAS 统计 分 析 功 能 强大 ， 但 应 用 需 有 编程 调 
用 过 程 。SpSS 是 社会 科 掌 统计 分 析 的 有 力 工 具 。STATISTICA 有 具 各 种 统计 分 析 功 能 和 方 
便 强 大 的 图 形 输出 能 力 ， 且 无 需 编 程 ， 对 科学 和 工程 各 个 领域 的 统计 分 析 都 能 发 挥 巨 大 作 
用 ， 因 此 这 时 介绍 STATISTICA。 

STATISTICA 目前 的 版 本 为 6.0， 相 比 于 以 前 的 版 本 ， 不 仅 在 功能 上 增强 了 很 和 多， 在 软 
件 的 界面 上 也 做 了 很 大 的 改进 ， 数 据 和 结果 的 管理 更 方便 。STATISTICA 6.0 改变 了 以 往 的 
各 个 统计 分 本 模块 四 互 独 立 的 调用 方式 ， 将 所 有 的 功能 包括 神经 网 络 和 数据 挖掘 等 功能 都 集 
成 到 “STATISTICS” 的 匡 单 下 ， 方 便 了 各 个 功能 模块 的 调用 。 另 外 STATISTICA 6.0 还 提 
供 了 “WORKBOOK” 蕊 能 ， 将 所 有 分 析 结 果 的 表格 、 图 形 等 进行 分 类 集中 的 管理 ， 并 可 以 
保存 后 缀 名 为 “.STW” 的 到 DRKBOOKR 文件 ,方便 了 结果 文件 的 再 次 合用。 下面 介绍 
STATISTICA 6.0 的 基本 使 用 方法 。 

一 、STATISTICA6.0 的 统计 分 析 功 能 

SIAITISTICA6.0 包 会 了 现代 统计 学 的 所 有 统计 分 析 项 目 ， 主 要 分 为 两 大 部 分 : 数据 的 统 
计 分 析 和 久 计 作 图 。 进 行 某 些 专业 性 统计 项 目 时 也 可 以 同时 产生 统计 图 形 ， 如 生存 分 析 等 。 

按 其 排列 的 顺序 ， 数 据 统 计 分 析 项 目 主要 有 以 下 一 些 内 容 。 

中 Basie Statistics and Tables( 基本 统计 和 表格 ) 包括 描述 性 统计 ， 相关 性 分 析 ， 独 立 或 
非 独 立 样本 的 t+ 检验， 频数 统计 表 ， 概 率 计 算 及 其 他 差异 显著 性 检验 《两 个 均值 或 百分率 的 
检验 ) 等 。 这 是 最 基本 的 统计 分 析 项 目 。 

加 AonparametricsyDistribution( 非 参数 性 统计 分 析 ) 包括 Chi-square 卡 方 检 验 ，Kel- 
mogorov-smirnov 检验 ，Wileoxon 配对 符号 等 级 检验 ， 两 个 独立 样本 Mann-Whitney 检验 ， 老 
个 相关 样本 Coehran 所 检验 和 多 个 独立 样 林 Kruskal-Wallis 检验 等 等 。 

DANOVAAMANGOVA( 方 差分 析 ) 有 单 辐 素 和 多 因素 方差 分 析 、 协 方差 分 析 和 重复 测 
量 方 益 分 析 等 。 两 个 以 上 样本 平均 数 差 异 的 显著 性 检验 ， 就 可 利用 方差 分 析 。 如 : 比较 几 种 
才学 方法 哪 一 种 对 学 习 成 绩 提 高 最 快 ， 比 较 几 种 牌号 汽油 的 行程 率 等 等 。 
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地 Multiple Regression( 案 元 回归 分 析 ) 逐步 回归 分 析 ， 固 定 非 线性 分 析 ， 婚 差分 析 和 
基于 回归 模型 的 预测 等 。 如 果 你 要 调查 研究 人 的 和 商 是 天 与 吃 鱼 和 吃 豆 腐 有 关 ， 就 可 以 用 回 
归 法 来 分 析 。 

局 Nonlinear 了 stimaation( 非 人 性 估计) 包括 一 般 非 线性 模型 ， 逐 步 Logit 分 析 ， 最 大 似 
然 佑 计 等 。 


他 Timne SernesyForecasting( 时 闻 序 列 及 预测 ) 有 关 时 间 痛 列 的 探 妾 、 模 型 化 和 预测 技术 选 
树 特 . 赏 握 往 一 功能 姥 步 产 所 中 靳 想 的 全 订 宁 训 和 了 上 隆 市 披 咨 时 进行 上 全 析 都 和 名 古 上 师 邦 HBh 


杂交 生 3D Surfa0e Pilot Chemical pfocesr Sw1000) 
加 | | TELD = Distance 区 eighted Leat Squares 
驮 | 59 55584] 12 071825 12 .420652 12 226249| 9 
| 61.221973 9 .9309519 10.858867 10.124134 8. 汕 
全 3 561.031099 9.7753075 7 8367718 7.7768029 6 2696654 
国人 到 61.848694 9.4467757 12.42 10.551851 11.268425 
| 呈 | 59 .427262 11.906399 12 39 8 2083346 10 397275 
汪汪 昌 | 60. 744165 10.327998 7.6828547 10.251091 12.356242 
于 到 61.036675 9.4609668 7.9274117 7.7156133 10 .305414 
59.902029 10.973617 7.6588468 11.15276 11.855144 





ov 


| 国 到 | 59.549554 10.936368 8 .1929226 11.021989 “7 .664991 NSS Se 
而 加 59.763685 11.323054 11.934167 10 基 3766 9 6997742 Co93oSO252822PCASA 
同 肖 60.262497， 10.47174 8.5934782 9.5999785 11.219443 

人 演 


59 19235 11.197317 10 725806 10 455718 8 2371746 
-一 60.691796 9 .7667623 8.22036894 6.65462752 7 5485244 
| 到 60.624997 8.5361034 10.6895642 9 .6796319 10.734504 
证 5 59.765442 11.145694 ”9 .391995 8.6297952 ,8.6735893 
| 刘 | 59.794871 12.010025 10.838115 11.534394 12 295526 
| 大潮 到 51.372507 9.4977416 8.6896115 6.3375605 11.624473|- 
:一 59 .85062 10.814768 12.079608 9.5285653 11.417051| 习 





园 记 seepww 
ER 





来 绘制 包括 二 维 、 三 维和 多 为 线 状 、 柱 状 、 饼 状 等 高 线 等 各 类 图 形 ， 并 对 图 形 的 显示 和 打印 进 
行 控制 。TOOLS 菜单 综合 了 以 前 版 本 中 的 OPTION 菜单 和 MACRO 菜单 ， 主 要 用 于 对 打印 、 
显示 、 和 输出、 操作 等 参数 的 设置 ， 以 及 用 于 宏 指 令 的 编辑 、 记 录 和 使 用 控制 。WINDOWS 菜单 
用 于 图 形 、 数 据 、 报 告 等 窗口 的 控制 管理 。HELP 菜单 则 提供 在 线 帮 助 。 对 于 一 些 如 统计 分 析 
功能 、 图 形 绘制 等 常用 的 命令 ，STATISTICA 6.0 在 主 窗口 的 左下 角 设 置 了 一 个 快捷 按钮 用 来 
快速 选择 这 些 命令 。 

三 、STATISTICA6.0 的 基本 操作 过 程 

STATISTICA6.0 的 基本 操作 有 以 下 几 步 。 

d 数据 的 输入 ， 主 要 通过 SpreadSheet Window (数据 编辑 窗口 ) 完成 。 启 动 STATIS- 
TICA6.0 后 首先 进入 的 就 是 这 个 窗口 ， 它 是 输入 待 统计 数据 资料 的 地 方 ， 其 结构 类 似 于 Ex- 
cel 的 工作 表 ， 缺 省 的 数据 表 是 10 x 10 的 单元 格 集 ， 可 以 更 改变 量 (Variable) 或 观测 值 
《Case) 的 数量 。 要 注意 的 是 ， 由 于 空 的 单元 格 要 按 缺 省 值 计 算 ， 故 要 删除 不 需要 的 Case。 
Variable 和 Case 的 删除 可 以 通过 EDIT 菜单 的 DELETE 命令 执行 ，Variable 和 Case 的 增加 
则 通过 Format 菜单 上 的 Variables 和 Cases 命令 执行 。 在 该 表 中 拷贝 、 复 制 和 粘贴 数据 等 常 
规 操作 均 与 Excel 相同 。 如 果 要 用 已 有 的 STATISTICA 数据 文件 或 其 他 程序 产生 的 数据 文 
件 ， 可 应 用 打开 命令 。STATISTICA 可 以 打开 的 文件 类 型 包括 Excel，dBASE，SPSS，Lo- 
tus/Quattro Worksheets 等 程序 产生 的 文件 和 扩展 名 为 trt，csv，htm，rtf 等 文本 格式 ， 并 以 
STATISTICA 数据 文件 的 格式 保存 。 

昌 选择 功能 模块 ， 主 要 通过 Statistics 菜单 中 的 命令 来 完成 。 

G 定义 分 析 方 法 ， 选 择 分 析 数 据 的 自 变 量 和 因 变 量 。 

由 显示 分 析 结 果 。Stattistics6 .0 的 分 析 结 果 的 默认 输出 方式 是 页 orkbook 窗口 ， 包 括 表 
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格 和 图 形 ， 分 析 结 果 的 另外 一 种 输出 方式 是 Report 方式 ， 这 是 Statfot 公司 在 Microsoft 公司 
的 RTEF 的 文件 格式 基础 上 扩展 的 文件 格式 ， 也 可 以 将 这 种 Report 文件 格式 保存 为 标准 的 
RTF 文件 格式 。 

四 、 应 用 实例 

下 面 通过 调用 非 线性 参数 估计 模型 来 详细 说 明 STATISTICA6.0 的 使 用 方法 ， 这 个 例子 
用 来 估计 病人 恢复 程度 。 这 里 假设 医院 想 揭示 病人 住院 时 间 的 长 得 和 病人 恢复 程度 之 闻 的 关 
系 ， 首 先 建立 如 下 所 示 的 表 ， 表 中 共 包 括 15 个 病人 ，DAYS 这 一 列 代 表 每 个 病人 的 住院 时 
间 ，PROGNOSIS 这 一 列 代表 预后 指数 (数值 越 大 ， 预 后 越 好 )。 





详细 分 析 : 从 Statistics 菜单 中 选择 Adoanced Linrear/Norlinear Modely 一 Norlizear 开 - 
tiz7zatio7z 显示 Norlizear Etiiz7zation 窗口 。 


一 一 一 一 一 一 一 


上 厢 qui ck Logit regression 
到 bsksguick Probit regression 
= 六 上 #Bxponential gowth regression 


目 昌 Fe 个: Pierawise 1inaar rezrassion 
PR 


CR 人 0 
四 


选择 如 下 回归 模型 : 

y 三 parml #x exp (parm2 关 x) 

其 中 y 代表 预后 ，z 代表 每 个 病人 的 住院 时 间 。 这 个 模型 在 Nonlirear Estimation 窗口 中 没 
有 ， 因 此 ， 必 须 在 此 窗口 中 双击 User-specizFied regressioz ，custoza 1oss _ Function 选项 ， 显 示 
3 了 9 


User-SpeciFied Regression ，Caustom Loss 对 话 框 。 






名， lser-opeclified Regressiom CustomnntLaess2 Pa ES 





ouia | 


tionm to be estinpated 和 1055 func 





个 Casewise 


六 ” 痢 eamn 
Substlitut 







接 下 来 需要 定义 回归 的 果 数 ， 因 此 ， 单 击 Function io pe estizzated 区 /oss function 按钮 
显示 如 下 Eszizaated Function and loss Function . 对 话 框 。 


FEstinnated En trCtiopn andlaoss functior Paiyeftt 全 - 本 





了 stimnated function: OK 了 


0 arm_2*DAYS ) 本 - 半 3 1 
4 写 m | 


Loss Eunction: 


L | (OBS-PRFD)**r2 Savye AS 
可 aa 


ceodtoagy 刘 衣 cxj st 且 Pm ArapP rr 全 sr sa 全- 
Loss function: L = exprassion e.9.: 
Valid operztors: + 0 


1: fallure=expdb0b 
Exarmple 2: east Fwagirnbt08S.RED 





在 这 里 可 以 定义 任意 一 种 估计 函 数 ， 但 是 在 定义 函数 是 要 注意 : 

由 变量 可 以 用 其 名 称 表 示 ， 或 是 习惯 用 Vxxx， 其 中 xxx 代表 变量 的 次 序 ; 

怨 所 有 未 知 的 参数 均 被 看 做 是 要 经 过 模型 来 估计 的 参数 。 

在 回归 函 数 选择 PROGNOSIS = Parml * Exp (Parm_2* DAYS)， 误 差 函 数 则 选用 默认 
的 〈OBS-PRED) “2 (PRED 和 OBS 分 别 指 的 是 预测 值 和 观测 值 )， 这 样 默认 误差 函数 指 
的 是 最 小 二 乘 估 计 〈 预 测 值 与 观测 值 之 差 的 平方 )。 当 然 ， 也 可 以 自己 定义 误差 函数 的 类 型 。 

及 外 ， 复 杂 的 图 数 可 以 在 这 个 对 话 框 中 选择 Save As 按钮 将 其 保存 ， 也 可 以 用 Open 接 
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钮 来 打开 已 有 的 函数 ， 然 后 单 击 OK，STATISTICA 将 会 检查 函数 是 否 有 语法 错误 ， 如 果 没 
有 将 回 到 User-Specified Regression，Custom Loss 对 话 框 进 行 计 算 : 现在 ， 单 击 OK 显示 
Model Estimation 对 话 框 。 


veonoomeeeeeemempeeopamempeseenpeoesgmeoe eewvemreesopoeseeeacerooemeeoooooorcercooonosoo- 


Nodel 15: PROCNOSIS=Par 防 ]L*EXP (Par 防 _2C+DAYS) 
Juabaexr of Paraaecers oo be esStithaced: 2 
Loss _ function: (0BS-?PRED)*w2 
Dependent variable: pROCNOSI 


Independent 7GrIapleSs: DAYS 


Missing daka are 5ubhscicued by eanS 


上 habez of valid 





选择 Asymptotic standard errors， 其 他 均 选 默认 值 。 单 击 OK 进行 计算 ， 计 算 完 毕 即 显 
示 Results 对 话 框 ， 可 查看 结果 和 各 种 对 回归 结果 的 分 析 与 图 示 。 


Ce em wm -一 一 一 一 Ar ws 
区 一 一 aeterewgveronmor vv oemvnvwvnervnnehpepoeyovroooeoomeernevoterreeenmornootyonvvwrov reptpmtr ne 一 一 一 emnonvwwvw 


嘲 Res Us Paktients 的 必 
odel 全 ee 人 


De VarIaDble: pROCRKOSI Independer 蕊 Variables: 工 
Loss funcbtiomn:- 10BS-pRED)*+*2Z 
] ?inal value: 49.459299871 





pe sam 一 一 ecoperv -noeee -一 -er~e--- 


pzoporcton et ce counbed foz: “4 R = .993708956 双 *| 





rhooiosArepueeecesapggogvey hf Hg sro、 -vv 
7 rrv gg mm 人 ~ 一 row alsoervey vaoveeewrorowie qieewr ~ SR 
知 沽 
汉 
村 内 

} 国 所 AT oo AVIVeatrireeotie 全- 后 ororioreplvtAUUaongeriiglogrotyoyer -error faxxi onentpeeiierneeenamy 

江 攻 坟 人 大 

生产 二 > 习 

条 人 


结果 对 话 框 显示 所 有 的 结果 ， 可 以 从 病人 接受 治 治疗 的 天 数 来 解释 预后 后 指数 的 99% 的 可 
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变性 。 


单 击 Quick 或 Advanced 中 的 Fitted 2D function 久 observed values 按钮 显示 拟 合 的 治疗 日 








期 和 预后 指数 之 回 的 关系 曲线 。 
和 Workbook8+ -Modet PROGNOSIS=parml+Exp(Parm_Z+DAYS) ER 时 口 |X 
日 -局 Noninear Estimz Model PRDONOSiSsParm17Exp(Parm_2sDAYS) 


日 -局 Nonlineasr es prognosisn(58 .60687exp(-.0395970 


Sb 3 


到 
己 


Workbook9， Modet PROGNOSIS=Parmil *ExptP arnmmn ET (Patients) 
大 Workbook9* 


和 Modef PROGNOSISEParmTExpPam 0DAYS [Patients) 
本 an Re Dep. var PROGNOSIS Loss: (08S-PRED)~2 

- 国 Ma 49 459229071 R=.99371 Yariance explaine 直 98.7469 
1 ee 有 seneer 


可 以 看 出 ， 这 个 模型 中 的 每 一 个 参数 都 很 重要 。 单 击 Residuals 中 的 Normal probability 


plot of residualjls 控 钮 来 评价 这 个 模型 的 拟 合 度 。 
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到 esidusits 


0 不 中 AR 3 AN 人 设 2 
序 SS 2 





可 以 看 出 ， 残 差 接近 正 态 分 布 ， 因 此 ， 这 个 指数 模型 是 适合 的 。 

作为 需要 应 用 数学 方法 分 析 处 理 问题 的 科研 和 工程 技术 人 员 ， 在 掌握 应 用 数学 方法 的 同 
时 ， 重 要 的 是 能 利用 数学 的 方法 来 解决 各 种 实际 的 问题 。 这 样 ， 如 何 学 会 使 用 最 有 效 的 数学 
工具 ， 能 够 处 理 从 简单 的 公式 应 用 到 不 同 层 次 的 复杂 应 用 ， 是 期 望 的 目标 。 基 于 这 样 的 目 
标 、 应 用 数学 方法 的 特点 和 上 面 简介 的 数学 工具 软件 ， 掌 握 MATLAB 和 FORTRAN 是 理想 
的 选择 ， 而 同时 也 能 用 MAPLE 和 STATISTICA 来 处 理解 决 问题 ， 则 更 能 达到 事半功倍 的 
效果 。 本 书 的 内 容 也 充分 体现 这 样 的 思想 ， 强 调 一 般 性 的 应 用 问题 采用 MATLAB 来 解决 ， 
复杂 的 实际 应 用 通过 FORTRAN 编程 调用 来 实现 ， 而 且 调 用 主要 是 IMSL 数学 库 和 一 些 专 
用 FORTRAN 程序 包 。 


参考 文 献 


1 洪 伟 等 编著 MAPLE 6 实用 教程 . 北京 : 国防 工业 出 版 福 ，2001 
2 张 志 涵 等 编著 糖 通 MATLAB 5.3 版 . 北京 : 北京 航空 航天 大 学 出 版 杜 ，2000 
3 赵 文 元 ， 王 亦 军 编著 ， 计算 机 在 化 学 化 工 的 应 用 技术 . 北京 : 科学 出 版 杜 ，2001 
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第 二 章 ”和 矩阵 分 析 基 础 


乍 阵 的 概念 最 初 是 为 了 求解 线性 方程 组 而 引 人 和 人 的 ， 在 此 基 珊 上 发 展 起 来 的 矩阵 理论 ， 已 
成 为 科学 计算 的 最 基本 工具 之 一 。 随 着 计算 机 和 计算 技术 的 飞速 发 展 ， 和 矩阵 理论 在 数值 计 
算 、 微 分 方程 、 优 化 理论 、 概 率 统计 、 控 制 论 和 系统 工程 等 众多 方面 有 着 广泛 应 用 。 本 章 介 
绍 现代 第 阵 理论 的 基本 概念 和 基本 内 容 。 


第 一 刷 ”线性 空间 与 线性 变换 


线性 空间 和 线性 变 痪 是 纸 阵 理论 中 两 个 最 基本 的 概念 ， 也 是 学 习 和 矩阵 理论 的 重要 基础 ， 
这 里 作 简 蓝 介 绍 。 下 面 的 数 域 一 般 指 实数 域 咏 或 复数 域 C， 统 称 为 数 域 下 。 

一 、 线 性 空间 

定义 2.14.1 设 Y 是 一 个 非 空 集合 ， 其 元 素 用 工 ，y，> 等 表示 ; 下 是 一 个 数 域 ， 其 元 
素 用 上 ，! ， 了 天 等 表示 。 在 集合 Y 的 元 素 之 间 定 义 加 法 运算 ， 即 对 于 Y 中 任意 两 个 元 素 
与 ?， 在 Y 中 存在 惟一 的 元 素 > 与 它们 相对 应 ， 称 为 > 与 y 的 和 ， 记 为 >=z+yi 在 Y 的 
元 素 与 二 中 的 数 之 则 定义 数 乘 运算 ， 即 对 于 Y 中 任 一 元 素 z 与 刁 中 任 一 数 玉 ， 在 Y 中 有 疏 
一 的 元 素 y 与 它们 对 应 ， 称 为 点 与 z 的 数 科 ， 记 为 y= 妈 。 旧 加 法 运算 满足 下 面 四 条 法 则 |; 

中 【交换 律 ) +w= yt+ 

全 《结合 律 》z+(y 二 w)= (十 十 六 

虽 【( 零 元 素 ) 在 Y 中 有 一 个 元 素 0， 使 对 Y 中 任 一 元 素 *， 都 有 +0O=> 

中 【( 负 元 囊 ) 对 于 Y 中 的 每 一 个 元 素 r， 都 存在 Y 的 元 素 v*， 使 得 x+y=0 

数 磁 庆 算 也 满足 四 条 法 则 : 

中 (向量 加 法 分 配 律 ) 开 ( 二 3 一 下 让 十 天 

名 (数量 加 法 分 配 律 ) ( 开 十 上 袜 三 下 十 了 

时 (结合 律 ) 玉 (ir) ={ 让 ) 工 

邮 【 单 位 元 ) 上 全 二 于 

则 称 Y 为 数 域 尺 上 的 线性 空间 ， 加 法 和 数 乘 运算 统称 为 线性 运算 ， 线 性 空间 Y 的 元 素 
称 为 问 量 。 

网 2.1.1 设 尺 [zj], 表示 活 数 域 尺 上 次 数 小 于 ”的 zx 多 项 式 集合 ， 在 通常 意义 的 多 项 
式 加 法 和 实数 与 多 项 式 乘法 的 运算 下 ， 构 成 一 个 实数 域 民 上 的 线性 空间 。 

例 2.1.2 设 4ox* 为 实 乱 阵 ,， 记 Na4)= ziar=0zrERsl， 则 Na4) 梅 成 实数 域 
上 的 线性 空间 ， 称 为 齐 次 线性 方程 组 4&r =0 的 解 空 间 ， 也 称 为 矩阵 4 的 核 或 零 空 间 。 

例 2.1.3 设 4nx 为 复 征 阵 ， 记 Ra4a) = 13y=4Ar，xzECl ， 则 有 (4A) 构成 复 
数 域 上 的 线性 空间 ， 称 为 年 阵 4 的 值 域 空 间 。 

例 2.1.4 设 R" “为 所 有 xmr 前 实 第 阵 构成 的 集合 ， 对 于 插 阵 的 加 法 运算 及 任意 实 
数 与 矩阵 的 数 乘 运算 ， 形 成 志 数 域 上 的 线 忻 空间 ， 称 为 窍 阵 空 间 。 

F 为 实数 万 的 线性 空间 称 为 实 线 性 空间 ; 下 为 复数 域 的 线性 空间 称 为 复线 性 空间 。 在 
上 面 的 例题 中 ， 除 了 例 2,1.3 是 复线 性 空间 处， 其 余 的 均 是 实 线性 空间 。 
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在 线性 空间 Y 中， 和 量 的 售 义 比 线性 代数 中 站 维 向 量 空间 中 向 量 w = (wal mo) 
的 含 立 更 为 广泛。 在 线性 空间 中 同样 可 以 引信 线性 相关 性 的 概念 ， 并 得 到 与 同 量 空间 中 类 己 
的 结论 。 在 此 基础 上 可 以 定义 线性 空间 的 基 、 维 数 与 坐标 等 概念 。 
定 尽 2.1.2 设 线性 空间 V 中 的 m 个 辐 量 xiyxa，…，,xY, 满足 : 
(1) xi，x2，，Y 线性 无 关 ; 
2) 空间 Y 中 的 性 一 问 量 *x 都 可 由 xi ,raz,…，,xw 线性 表示 ， 即 
瑟 二 上 | 误 ] 十 开 2 王 3 十 站 十 下 天 (2.1.1) 
则 称 xl,xa yx 为 线性 空间 Y 的 一 个 基 ;: 〈 有 1, 到 ,Rs) 为 向 量 x 在 基 xi xz， xn 下 
的 举 标 ; 为 线性 空间 Y 的 维 数 ， 记 为 dm V)=P。 
维 数 为 ”的 线性 空间 称 为 2 维 线 件 空 间 ， 记 为 刀 。 由 定义 2.1.2 可 见 ， 线 性 空间 的 维 
数 训 是 它 的 一 组 基 所 含 的 向 量 个 数 。 妆 确定 了 一 组 基 之 后 ， 线 性 空间 中 的 任 一 同 量 在 该 组 基 
下 的 级 标 就 是 惟一 的 。 
例 2.1.5 在 例 2.1.1 中 次 数 小 放 = 的 实 密 项 式 构成 的 线性 空间 民 [r]j, 是 一 个 维 线 
性 空间 ， 可 以 选取 它 的 一 组 基 
一， 攻 2 一定 
这 时 对 于 任何 一 个 次 数 小 于 ， 的 实 多 项 式 = aot+ aiz+…+an azn-1， 均 可 表示 为 
二 CI 十 交 1 天 2 十 十 巡天 
因此 它 在 该 组 基 下 的 坐标 为 (ayal ya -1 。 
如 有 果 和 在 民 {zj 中 另 取 一 组 基 
X 一 1， 弟 3 一 站 一 下 
则 根据 了 在 r=a 处 的 泰 勤 展 开 式 ， 可 得 了 在 基 ti， 妇 ，…， 好 下 的 汲 标 为 
osraoeesEee 


例 2.1.6 在 # 维 线性 空间 及 "中 ， 它 的 一 组 基 为 
8 =(1.0,…,0)，B (01 0 了 =(0.0,…,] 
对 于 尾 .- 问 量 = (alas ya ER ， 有 妆 =aligl+asg +…+aE 所 凡 疝 量 e 在 基 
BF1,82pE 下 的 坐标 为 (alyaz，…yan)o 
而 在 尺 " 的 男 一 组 基 s1= (1 1) ,82= 人 0 1 (00. .1 下， 向 量 
可 以 表示 为 gw = algi+(az-eat)es+… 和 ya 一 ou 6o 向 量 G 在 基 81,83，… ,8 下 的 坐标 
为 (alyeaz 一 aye 一 品 1] 
在 ” 维 线性 空间 妨 中 ， 显 然 任 何 含有 ?2 个 向 量 的 线性 无 关 组 都 可 以 作为 该 线性 空间 的 
一 组 基 ， 所 以 线性 罕 则 的 基 不 是 惟一 的 : 而 局 一 向 量 在 不 辕 的 基 之 下 的 坐标 一 般 是 不 同 的 。 
秀 么 当 基 疝 量 组 改变 时 ， 向 量 的 坐标 是 如 何 变 化 的 呢 ? 
设 ee2，…ga 和 及 ,有 ,及 是 线性 空间 妨 的 两 组 不 同 的 基 ， 并 且 满 足 
扬 = 户 妾 1 十 疡 2 府 2 十 十 力 WC。 (=1,2, ,7] (2.1.2) 
或 者 写成 
( 甩 ,8 记 )=(yGo (2.1.3) 
其 中 拖 阵 
可 9 


8 Pi ”站 1 
P= 2 8 0 2 
访 :1 户 N2 机 瑟 r 
称 为 从 基 mi ,gs ，…，f, 到 基 朋 ,有 ,及 的 过 滤 上 矩阵; 称 式 〈2.1.3) 为 基 变 换 公 式 。 

由 于 问 量 组 鳄 |， 站 和 用, 有 ,用 ， 都 是 线性 无 闫 的， 所 以 过 法 矩 阵 是 可 
逆 的 。 

定理 2.1.1 证 隔 量 点 和 Y"， 它 在 基 妇 1。 褒 2，"…， 下 的 坐标 为 (feiyas，…，a) ; 
在 基 让 ， 甩 ，…， 有 月 下 的 仅 标 为 (51,b 9) 且 两 组 基 之 间 满 足 关 系 式 【2.1.3)。 
则 有 : 


如 1 五 1 如 1 

红 上 吾 好 

1=P| | 或 者 | = (2.1.4]) 
好 忆 了 夺 。 


例 2.1.7 设 线性 空间 玉 ” 中 的 向 量 上 和 在 基 wi ,ea ra, 下 的 坐标 为 (1, -2,3;1) ， 知 
另 一 组 基 声 ,及 , 态 ,及 用 以 由 基 @ ,sayG4 表示 ， 有 


用 | 一 疯 | 十 全 闪 > 一 与 妾 3 十 了 府 4 


肠 = C2 十 过 G3 一 汪 人 4 
上 ;= 灾 3 十 二 绞 4 
三 旗 4 


求 回 莉 E 在 基 有 8 ,用 用 有 玉 的 洽 标 。 
解 从 基 放 | ,区 2 ,人 区 3， 焉 4 到 基 月 ,5 ,5 的 过 小 符 阵 为 





1 0 0 t0000 
3 1 0 0I -310 
王 = 1 其 闭 眠 阵 中 “= 1 0 
7-3 2 1 -38 7-2 1 
根据 定理 2.1.1, 点 在 基 有 ,有 ,83 ,有 下 的 坐标 
2 41 1 
| 42| 上 一 
ai 18 
如 4 一 9 


即 睛 = 有 一 Sp8:+1883 一 57 有 4。 
二 、 线 性 子 空间 
定义 2.1.3 设 S 是 数 域 下 上 的 线性 空间 Y 的 一 个 非 空子 集合 ， 且 满足 : 
(人 YYr，oyES 则 二 +YESi 
(人 YYrES， REF， 则 Ar 和 ES。 
就 称 S 是 线性 空间 Y 的 线性 子 空间 ， 简 称 子 空间 。 
容 匈 看 出 ， 每 个 非 重 线性 空间 Y 至 少 有 两 个 线性 子 空间 ， 一 个 是 它 自 身 六， 另 一 个 是 
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仅 由 零 向 量 构成 的 子 集合 ， 称 为 零 子 空间 。 由 于 Y 的 线性 子 空 间 S 也 是 一 个 线性 空间 ， 所 
以 它 同 样 具 有 维 数 、 基 、 坐 标 等 机 念 ， 且 满足 dimfS)s 安 dim(Y)。 
在 线性 于 室 间 中 ， 十 分 重要 的 一 个 特例 是 生成 子 空 间 。 
定义 2.1.4 设 pi:,caz,…,&w, 是 线性 空间 Y 中 一 组 向 量 ， 其 所 有 可 能 的 线性 组 合 的 集合 
号 = Span| 闪 ] 站 让 一 上 | 十 天 十 … 十 天 妇 二 后 下 | (2.1.5) 
非 空 ， 并 且 对 线性 运算 是 封 困 的 ， 内 此 构 契 的 Y 的 线性 子 空间 S = Spanl el ,ez … ye 称 为 
是 由 向 其 组 娩 , ，Ba，…，B, 生成 的 生成 子 空 间 。 
显 热 ， 癌 量 组 gl1，g2，…，w; 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 构成 生成 子 空 间 $ 的 一 组 基 ， 
于 是 
dimf 号 ] = rankf el， Cs 和 | (2.1.6) 
其 中 ranklel，ea2，…，g | 表示 向 量 组 的 穆 。 若 ,wy ,8, 线性 无 关 ， 则 dimtS)=s。 
任何 一 个 线性 空间 均 可 看 成 是 由 它 的 一 组 基 生 成 的 线性 空间 。 

例 2.1.8 线性 空间 民 [z ]。 中 次 数 小 于 rr 安 ma 1) 的 多 项 式 全 体 ， 构成 民 [z 的 一 个 > 

维 线性 子 空间 ， 易 见 1，z，…，x 是 该 子 空间 的 一 个 基 ， 于 是 子 空间 可 表示 为 
SS 三 Spam|l, 芝 yz | 

于 空间 具有 如 下 的 运算 性 质 。 

定理 2.1.2 设 S, 和 S， 旦 线性 空间 V 的 两 个 子 空间 ， 则 其 交集 si 门 S, 与 和 集 S) + 
S; 也 古 Y 的 子 空 间 ， 且 它们 的 维 数 满足 ， 

dim(Si) +dimf(Ss)=dim(sS ns )+dim(si+t S，) (2.1.7) 

于 空间 3S111 5 称 为 S, 与 3 的 变 【空间 ); Si + 9 称 为 S, 与 S; 的 和 【空间 )。 如 果 
在 线性 空间 V 中 ，Si = Shanialyea wj ，9S;=Span [18， 甩 ，…， 有 |， 则 子 空间 S1 
与 S2 的 和 St+S)=Span | 人， 人 和)  ， 上 用 ， 帮 ，…， 必 上。 

若 Y 的 子 空 间 Si 与 S; 满足 SI 门 S; = 101， 则 称 S, + $， 为 址 和 ， 记 为 Si 出 9。 

定理 2.1.3 设 S; 和 S, 是 线性 空间 V 的 两 个 维 歼 分 别 为 * 和 + 的 子 空间 ， 则 下 列 命题 
是 等 价 的 ; 

由 Si+S;: 是 直 和 ; 

四 dim (Si+95:) =dm (Si) +dm(S) = 了 十 上 上 

二 设 gl ,oa,…;w: 是 Si 的 一 组 基 ， 户 ,有 ,及 是 S; 的 一 组 基 ， 则 ci; ， 作 ，…， 交 ,， 
厂 , 记 ,及 是 Si+53 的 一 组 基 。 

定理 2.1.4 设 Si 是 线性 空 疝 Y 的 一 个 子 空间 ， 则 一 定 存在 Y 的 另 一 子 空间 S2 ， 
使 得 

罗 = SS 仙 )S; (2.1.8) 

满足 式 【2.1.8) 的 S; 和 S; 称 为 线性 空间 V 的 互补 子 空间 ; 并 称 站 = 351 由 5S; 为 直 和 和 
分 解 。 

例 2.1.9 设 线性 空间 尽 " 中 的 向 量 @i = (1,2,1,0)7，o=(-1,111)7T = (2， 
-1.0,1) ,有 =(1, -13,7)T ， 人 记 上 = Span1tl,egzi ,Si= Span|p,p| 。 求 线性 空间 与 | 十 
sz 和 SI 站 Sa 的 维 数 与 基 向 重组。 

解 因为 Si+ SS2=Span1wlyego ,有 ,及 | 。 呵 量 组 mi ,cz ,月 ， 户 的 秩 汶 3， 且 次 |， B2 ,月 
是 它 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 。 所 以 dm (sl + 3S;) = 3,Gl， wx2， 有 是 Si+59 的 一 
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组 基 。 
下 面 求 S 及 SS， 的 维 数 与 基 向 量 组 。 设 向 量 gw 和 Si 刘 S ， 风 存在 Ri ait， 局 得 
G 一 及 1 次: 十 天 2 和 2 二 1 是 让 
移 项 后 得 到 关于 天 ,Ri 的 齐 次 线性 方程 组 ， 其 基础 解 系 为 (i, 开 1， 1 三 《1， 
-4,3, -1) ,于 是 g=wl-40)=38) 一 及 =(5, 2, 一 3, -4) 。 由 于 SiS: 中 的 性 何 一 个 
向 量 均 可 以 表示 尖 三 (和民 )， 所 以 dimfSi 门 S7=1， 是 SS 站 S: 的 基 。 

例 2.1.10 线性 空间 Y 的 子 空间 9 的 补 空间 不 是 惟一 的 。 考 虑 了 = 民 ，el= (1,0， 
0)T7 ，g 一 (0,1,0)  ，S = Span|aly 2 ， 令 War= (0.0,1)T ，gy= ll1.1)  ， 则 S， = 
Span | 站 :或 5 = Span | 人均 为 S 的 福 空 间 。 

三 、 内 积 空 间 

在 线性 空间 中 ,向 量 的 基本 运算 仅 有 加 法 运算 和 数 滋 运算 两 种 ， 无 法 反 观 出 向 量 的 长 
度 、 夹 币 、 正 交 等 度量 性 质 ， 局 殷 了 线性 空间 理论 的 应 用 。 下 面 通过 内 积 运 算 的 概念 ， 可 以 
将 向 量 的 长 度 等 度量 往 念 引 人 线 性 空间 。 

定义 2.1.5 设 V 是 实数 域 尺 上 nm 维 的 线性 空间 ，r ，y，z 拓 Y,， &， ER。 对 立 中 
任意 两 应 量 x 和 yy， 年 光一 个 满足 下 列 条 件 的 实 值 栅 数 (zz ,y): 

人 【对 称 性 ) (zy = (yy 

纯 【 线 性 性 ) ( 开 r + gz) 二 中 十 让 人 区 

加 【人 闫 负 性 ) (rr)s0， 当 且 公 当 工 =0 时 (rry=D0。 

称 函 数 (z ,y) 为 向 量 * 与 ?的 内 积 ; 并 规定 向 量 * 的 长 度 【《 或 范 数 ) 为 : 
由 xz 一 wz 

称 上 述 定 义 了 内 积 与 范 数 的 线性 空间 为 六 维 Euelid 空间 ， 简 称 # 维 欧 氏 空间 。 

如 果 立 是 复数 域 C 上 的 维 线性 空间 ， 规 定 内 积 (zr,y) 是 一 个 澳 足 定义 2.1.5 中 条 侍 
包 .、 昌 ,以 及 (zy)=(yz) 的 复 值 本 数 ， 则 称 在 此 内 积 基础 上 的 线 件 空 泪 为 维 酉 空间 。 
欧 氏 室 间 与 酉 空间 有 通称 为 肉 积 空间 。 

对 于 同一 个 线性 空间 ， 规 定 不 同 的 内 积 形式 后 ， 就 可 以 得 到 不 同 徇 造 的 内 积 空间 。 最 党 
凯 的 内 积 形式 是 用 向 量 的 数 基 积 来 描述 的 ， 在 欧 氏 空间 可 以 表示 为 (xy)= ?xi 在 酉 空间 
为 (3 一 YI 

欧 氏 空间 比 解 析 几 和 合 中 的 几何 空间 意义 更 广泛 :; 本 空间 可 以 看 个 复数 形式 的 欧 氏 空间 。 

定 兴 内 积 之 后 ， 在 内 积 空间 中 ， 束 可 以 引入 问 量 正 获 的 概念 。 

定 光 2.1.6 在 ” 维 内 积 空间 中 ， 若 向 量 w 与 及 的 肉 积 (e, 有 =0 ， 则 称 w 与 及 正 交 ， 
沁 为 交趾 :若非 零 疝 量 组 im } 内 的 向 芋 两 两 正 变 ， 则 称 向 量 组 1e; 上 为 正 交 间 量 组 。 

从 定 关 2.1.6 易 知 ， 和 宕 癌 量 与 任何 向 量 正 交 ; 非 零 的 正 交 向 量 组 是 线性 无 其 的 回 量 组 。 

在 ? 维 内 积 空间 中 ， 几 ?个 正 变 向 量 梅 成 的 一 组 基 称 为 正 交 基 ; 由 个 单位 长 度 的 正 
交 向 量 构成 的 基 进 一 步 称 为 标准 正和 化 基 。 

从 半 维 内 积 空间 Y 的 任意 :组 基 出 发 ， 采 用 Schmidt 正人 黎 化 方法 ， 可 以 枸 造 出 内 积 空 
亲 的 一 组 标准 正 交 基 。 

Schmidt 正 区 化 方法 

设 徐 定 站 维 内 积 空间 Y 的 一 组 基 wy ea ，…y，w，。: 

第 1 线 【《 自 区 化 ) 令 外 =gi 
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四 
所 = 9 (有 7 有 
(人 as) 本 ,3) 
让 














一 一 


户 加 ( 太 1 
容易 验证 ， 得 到 的 记 ,外 ,…, 及 是 内 积 空 间 V 中 的 正 交 向 量 组 。 


放生 户 __. 睛 :>  。 __ 六 
第 2 步 《 单 位 化 ) 令 7 二 本 页 下 ?2 二 下 记 本 ， = 下 记 丁 。 


则 疝 量 组 yi ,7y2，…:?。 是 内 积 空间 Y 的 一 组 标准 正 变 基 。 

为 了 方便 地 计算 向 量 的 内 积 ， 引 入 度量 符 阵 的 概念 ， 并 在 此 基础 上 ， 讨 论 坐 标 形式 的 内 
积 计算 。 

定 光 儿 2.1.7 设 wi，&wy ，…， 站 是” 维 内 积 空间 Y 的 一 组 基 ， 认 

(0 人) 一品 (1 2， (2.1.9) 

则 称 ” 阶 符 阵 如 =(g)x 为 基 @iGz，……ean 的 度量 矩阵 。 

藻 gl,G2，…; 8， 为 内 积 空间 Y 的 一 组 标准 正 交 基 , 则 其 度量 上 第 阵 很 是 单位 矩阵 , 即 C = 
了 。-- 般 地 ,在 欧 氏 空间 中 的 度量 矩阵 瑟 是 实 对 称 和 矩阵 , 即 满足 G = 各; 而 在 本 空间 中 的 度量 
年 和 许 召 则 是 Hermite 给 阵 , 即 满足 





(8 ro 《 吕 2 ， 交 。} 《815，) 





CR=(CG)T = 在 (2.1.10) 
定理 2.1.5 设 wi,az，…G。 为 内 积 空间 YV 的 一 组 标准 正 交 基 ，Y 中 任意 给 定 的 向 量 e 
在 这 组 基于 的 坐标 为 (el ,ga ，……,B)  ， 则 
在 ; 一 《站 让:) (tf 一 1 ,2,… ,如 ) (2.1.11) 
请 读者 考虑 : 如 果 el,ez,…，,&, 仅仅 是 内 积 空间 V 的 一 组 基 ， 上 述 绩 论 是 否 成 立 ? 
定理 2.1.6 设 wj,wz, ,en 为 内 积 空间 了 的 一 组 基 ， 度 量具 阵 为 上; 儿 ， 访 ，… 
凡 为 Y 的 另 一 维基， 度量 矩阵 为 中 ; 基 的 过 渡 抢 阵 为 号 ， 即 
(有 有 (Ga) 开 
则 度量 眠 阵 4 与 召 满 足 


及 一 五 "4 (2.1.12) 
因为 实 对 称 矩 阵 可 看 做 是 实 厄 尔 米 竺 矩阵 ， 所 以 在 欧 氏 空间 中 式 (2.1.12) 可 写成 
好 一 五 4 {2.1.131》 


如 条 Y 是 欧 氏 空间 ，r, 与 凡是 两 组 标准 正 交 基 时 ， 则 它们 之 人 总 的 过 滤 矩 阵 下 为 正 变 丝 
阵 ， 即 成 立 哺 忆 = 工 而 当 六 是 酉 空间，4; 与 太 是 两 组 标准 正 交 基 时 ， 其 进 渡 矩 阵 瑟 为 酝 
底 阵 ， 即 满足 靖 己 = 了 。 

下 面 讨 论 庙 积 空 间 中 间 量 内 积 的 坐标 形式 。 

改 zi，w2，…，gn 为 内 积 空间 YV 的 一 组 基 ， 其 度量 和 挎 阵 为 CE， 任 意 给 定 Y 中 两 向 量 
CGIGITC2G2+ + an 认 ， 和 月 = 五 拓 二 才 月 十 十 志 有 ， 则 它们 的 肉 积 可 表示 为 ， 

(月 ) 一 请 Ca 【2.1.141) 

基 中 @= (eayai man) 和 = (bb 而 当 人 ,es, ,ww 为 一 组 标准 正 交 基 时 ， 
则 4w ,=Bo。 


可 


前 面 曾 既 介绍 过 线性 空间 的 直 和 人 分解， 在 内 积 的 基础 上 ， 还 可 以 定义 一 种 特殊 的 下 和 分 
解 ， 即 内 积 空间 的 正 交 分 解 。 

设 Si 与 S; 是 维 内 积 空间 V 的 两 个 子 空 间 ， 若 对 任意 的 问 量 weE Si 和 PE S:， 都 有 
(wx,p)=0， 则 称 3 与 S; 正 变 ; 若 还 满足 Si 由 S$ = YY， 则 称 $, 与 5$; 互 为 的 正 区 补 空 间 ， 
记 为 S; = Si 并 称 直 和 分 解 了 = SI 四 3i 为 正 交 分 解 。 

例 2.1.11 设 欧 帮 空间 尺 ” 的 一 组 标准 正 变 基 为 mi ，ez，e3，e4， 设 S= Span|lel,G2z|， 
其 中 wii=el+e，Gg=el+ey 一 ea 求 S 的 正 葡 福 空 避 Sr-。 

解 奴 S- 中 辐 量 恨 = 工 1e1 十 之 262 十 .363 十 484 
由 (el, 有 =0， (az, 帮 )=D 可 得 : 

1 十 工 > 一 曲 
人 


其 基础 解 系 为 外 ={1, -1.0,0)1， 玉 =(0,0,0:1) 7 。 所 以 3 的 正 变 补 空间 为 : 
= Span|el 一 eye 

四 、 线 性 变换 及 其 矩阵 

线性 变换 反 岗 线性 空间 中 元 素 之 间 的 基本 联系 ， 这 里 介绍 线性 变换 的 基本 概念 ， 并 讨论 
它们 与 奸 阵 之 间 的 联系 。 

定 尽 2,.1.8 设 和 YVY"” 分 别 是 数 域 下 上 的 = 维和 六 维 线 尾 空 间 ， 了 人 是 一 个 愉 妈 一 
Y” 的 映射 ， 且 满足 ， 

人 了 证 用 ) 一 了 工 ( 交 )+ 了 (有 ， 站 站 全 V" 

加 了 (RAY J] 一 RTIW) CEV REE 开 
则 称 全 是 众人 友 到 8 的 线性 映射 ;如果 线性 上 映射 工 是 映射 到 目 身 的 ， 即 此 时 奴 =Y，、 则 
称 观 射 工 为 线性 空间 Y 上 的 线性 变换 。 

实际 上 ， 线 人 性 映射 就 是 使 线性 运算 保持 对 应 的 机 射 。 

例 2.1.12 设 实 矩 阵 下 = (6 )。 。， 对 任 一 向 量 gE V" ， 肌 射 工 ，W-~ Vm 可 以 被 表 
示 为 了 (GE)= 了 rz ， 则 上 映射 工 是 从 友 到 YVY” 的 一 个 线性 映射 。 

例 2.1.13 中 上 映射 了 :RirjiRbrjs 汪 足 TIFIri) = 六 (z)yYrfrzr)E 
民 [ 之 13 


必 贞 射 5S:RIzi 一 人 Lrc il 满足 :5SfCFzD)) = | Da yz) 多 尺 [ 工 ]，。 


可 以 台 证 ， 它 们 都 是 线性 映射 。 
设 工 是 一 个 线性 映射， 根据 定义 不 难得 到 下 列 性 质 : 
性 质 1 了 工 (07=D; 


性 质 2 re > 5T(e) 


性 质 3 项， 究 ] 要， 线性 相关 ， 则 工 (zi ,Te TICe) 也 线性 相关 。 
考虑 线性 空间 Y 上 的 线性 变换 了 ， 对 于 任意 的 mE 立 ， 称 满足 Tfal=e 的 了 为 恒 等 变 
换 ; 灌 足 TU(e)=1 的 了 为 堆 变 换 。 
委 规 定 线性 变换 的 加 法 (Ti+T(e)-Tiey+T(e)i 数 乘 (TUCe)=ATICe); 乘 
法 《了 | 了 2 儿 帮 了 了 ( 克 ))。 可 以 证 明 ， 于 述 运 算 的 缚 果 仍 然 是 线性 变换 。 
由 于 通过 内 量 的 坐标 可 以 将 线性 映射 用 年 阵 来 表示 ， 所 以 线性 空间 六 上 的 线性 映射 了 
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可 反映 为 叫 阵 的 运算 。 
定 女 2.1 .4 蕊 了 TV 的 线性 上 映射 ， 站 1， 怀 2， ””， 认 为 VY” 的 一 维基 ， 用 ， 
久 为 ”的 一 组 基 ， 上 用 满足 : 


Tog)= >ie 归 (=1)2 ,22) (2.1.15) 
记 各 =(4apjymxn 则 有 
TBgiy Ba) = TIGID) TB2 ee 工人 ) 三 (用 有 116) 
则 称 4 为 线性 映射 工 在 基 wl，wz，…，w 和 让 ，j2，…， 志 .下 的 矩阵 表示 。 
特别 地 ， 线 性 空间 V” 上 线性 变换 的 矩阵 为 二 阶 方 阵 ， 并 且 恒 等 变换 的 矩阵 表示 为 单位 
年 阵 了 ; 零 变 换 的 矩阵 表示 为 堆 和 矩阵 0。 
给 定 了 线性 空间 VY” 和 Y” 的 基 之 后 ， 线 性 映射 工 : 友 一 Y” 与 符 阵 4 ,不 是 -- 一 对 
应 的 。 根 据 线 性 映射 在 一 对 基 下 的 筷 阵 表示 ， 可 以 殉 定 向量 w 与 Te) 坐标 之 周 的 联系 。 
定理 2.1.7 设 线性 贞 射 工 ， 妈 一 YY“ ， 在 基 al ，pkz，…，gs 和 有 ， 有 5 ，…， 用 ,下 的 
定 阵 表 永 为 上， 记 立 与 了 (ee) 在 工 述 基 下 的 坐标 分 别 为 (zzrayy)L 和 (ya 
2， 则 
(3 (2.1.17) 
式 42.1.1 访 称 为 线性 虎 射 工 和 基 zl，a2z，…，6， 和 下， 记 ，…， 记 上 让 的 坐标 变换 
公 丈 。 
例 2.t.14 没 线 性 肌 射 了 :及 [zi 一 REz ， 任 给 FUz)ERIz ii， 有 全 (Fr) 门 = 
天 (zi， 则 它 在 基 1,z，……z 和 1 ,ra 下 的 宇和 阵 表 示 了 为， 
0 1 0 … 1 
|: 
1 必 01) 
由 于 同一 个 线性 瞻 射 在 不 同 基 对 下 的 气 阵 表示 簿 同 ， 在 研究 线性 映射 时 ， 就 需要 考虑 两 
个 问题 : 一 是 线性 觅 射 在 不 同 基 对 下 的 惩 阵 表 示 之 间 的 关系 ; 二 是 线性 映射 在 什 侠 样 的 -一 组 
基 之 下 赴 阵 表示 最 简单 。 
定理 2.1.8 设 线性 肌 射 了: 好 一 ,从 到 的 基 gi,ei,…,e, 到 基 ii,g3i, ,ae: 的 过 
滤 矩 阵 为 了 ;从 V” 的 基 雇 , 记 ,… ,有 到 基 击 , 形 ，… 记 :的 过 渡 和 矩阵 为 如 ; 且 工 在 基 对 如 
村 房 下 的 皇 阵 表示 为 4; 在 基 对 gw; 与 记 下 的 矩阵 表示 为 县 ， 则 也 = 品 -14P。 
推论 2.1.9 设 线性 空间 V 从 基 eei ,aa ，…，,， 到 基 立 i ,ta ,站 的 过 滤 和 矩阵 为 晴 , 
寺 的 线性 变换 工 在 这 两 组 基 下 的 扎 阵 表示 和 分别 为 4 和 吾 ， 则 惩 阵 4 和 吾 相 似 ， 另 
呈 = 呈 ”44 了 . 
例 2.1.15 在 例 2.1.14 中 的 线性 映射 了 ， 也 可 以 看 做 为 线性 空间 及 {z] ,上 的 线性 变 
换 ， 显 然 它 在 基 1,z,zr?,…z 下 的 矩阵 表示 上 为 m+T 阶 方 阵 ， 求 它 在 基 


1 ， 证 ,.。 了 守 
”人 ” 九 上 


下 的 下 阵 表 站 下 。 
解 从 例 2.1.14 的 结论 可 得 第 阵 4 ， 
5] 


0 2 0 
胡 = 
路 
0 0 0 0 96yrDxtrt+i 
从 基 ,zz sa 到 基 1,z, 革 ,于 的 过 泪 矩 阵 P 为 ， 
1 0 0 0 
0 0 0 
pP_10 10 于 0 
所 以 定 阵 吾 为 : 
0 1 0 0 
0 0 1 0 
召 一 厂 ”AP= 
0 0 0 … 1 
0 0 1Dxtntr 


最 后 介绍 线性 酉 射 的 值 域 与 核 ， 以 及 线性 变换 的 不 变 子 空间 概念 。 
定 祥 2.1.10 设 线性 览 射 工 ，V" 一 全 ， 记 工 的 全 体 象 构成 的 集合 


RRTD)= 了 (VEV YE TY (2.1.18) 
称 RCT) 为 工 的 倡 域 或 象 空间 ， 称 及 (了 ) 的 维 数 dim《( 玉 (T)) 为 工 的 秩 ; 记 所 有 和 被 了 变 为 
地 向 量 的 原 锭 构成 的 集合 

NT)=KerT)=1gE | YYTCG)=0| (2.1.19) 


称 NITIT) 为 工 的 核 或 等 空间 ， 称 NT) 的 维 数 dim(N(ITI) 为 工 的 霉 度 。 

根据 定义 可 以 知道 ，RI1T)EYVY” ， 是 Vr 的 子 空 间 ;， NIT) 王 到， 是 品 的 子 空 疝 。 
民 (T) 的 维 数 dim(RICTI)) 与 NIT) 的 维 数 dim(N(CT)) 满 足 如 下 的 性 征 。 

定理 2.1.10 设 线性 瞻 射 了: 一 基 ClgayeV” 基 朋 .82 有， 了 在 
该 基 对 下 的 矩阵 表示 为 4 ， 则 : 

出 民 (T)=Spanl 了 TCR TICG2 了 (| 

地 dim( 民 (开放 一 di 有 (全 )) 

定理 2.1.11 设 线性 映射 了 Y 一 Y" ， 则 

dim( 民 (了 T))+dmONTC TD) 天 (2.1.20) 

珊 要 指出 的 是 ， 虽 然 民 (TD) 与 NT 的 维 数 之 和 等 于 V 的 维 数 ， 但 民 (T)+ NIT) 并 
不 一 定 就 是 六 。 

定 光 2.1.11 了 设 代 是 线性 空间 Y 上 的 线性 变换 ，S 是 V 的 线性 子 空间 ， 若 对 任意 rE 5S， 
都 有 Tau)iES ， 则 称 3 为 线性 变换 了 的 不 变 子 空间 。 

显然 ， 线 性 空间 Y 本 身 和 零 子 空间 是 任何 线性 变换 的 不 变 子 空间 ; 线性 变换 T 的 值 域 
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RIT) 与 核 扩 (了 T) 也 是 工 的 不 谈 于 空间 。 

例 2.1.16 议 了 是 线性 空间 Y 上 的 线性 变换 ，Y 的 子 空间 S$ = Sban lwl ,Gy，… ,CE | ， 
则 S 为 工 的 不 变 子 空间 的 充 要 条 件 是 T(ei) ,TIes),…,TIUg ES 。 

证 ”由 不 变 子 空间 的 定 交 ， 必 于 性 显然 成 立 。 王 面 证 明 充 分 性 : 


因为 S = Spanlal GE 所 以 对 任意 的 wES, 都 有 e = Ri。 


再 由 线性 变 多 的 性 质 和 题目 条 件 , T(w) = 之 ,AT ) SS,， 所 以 S 为 工 的 不 变 子 
空间 。 

利用 线性 变换 的 不 变 子 空间 可 以 简化 线性 变换 的 和 插 阵 表示 。 

定理 2.1.12 设 工 是 线性 空间 V"” 上 的 线性 变换 ， 且 V" 可 以 分 解 为 个 工 的 不 变 子 空 
间 的 直 和 : 

= 太 候 丰 的 太 (2.1.21) 
再 设 工 在 每 个 不 变 子 室 间 Y， 的 基 wil'aiz :am 下 的 矩阵 表示 为 4,， 将 这 些 基 合 并 起 来 构 
成 站 的 一 组 基 , 则 了 工 在 该 组 基 下 的 第 阵 玫 泵 为 : 
种 1 
入 
好 一 ，， (2.1.22) 
上航 ， 
定理 2.1.12 给 出 了 线 人 性 变换 的 矩阵 表示 屁 为 准 对 角 和 矩阵 的 条 件 。 
第 二 节 特征 值 与 特征 向 量 

如 何 选择 线性 空间 的 基 ， 可 使 线性 变换 的 怎 阵 表示 形式 最 简单 。 为 此 需要 研究 矩阵 的 特 
征 值 与 特征 向 量 的 有 关 理 论 。 

一 、 特 征 值 与 特征 向 量 概念 与 性 质 

在 大 学 的 线性 代数 课程 中 ， 曾 经 学 习 过 和 气 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 ， 它 们 与 线性 恋 换 的 特 
征 值 与 特征 向 量 有 着 十 分 密切 的 联系 。 

定义 2.2.1 设 工 是 数 域 F 上 线性 空间 Y 的 线性 变换 ， 若 对 于 某 个 %E 下 ， 存 在 非 零 的 
向 量 gE 和 六 ， 和 使 得 

了 次) 二 让 (2.2.11) 
成 立 。 则 ， 称 为 线性 变换 工 的 特征 值 ，w 称 为 对 应 于 特征 和 值 4 的 特征 向 量 ， 

用 上 几何 的 观点 来 看 ， 特 征 向 量 经 过 线性 变换 后 ， 仍 保持 与 原 有 的 方向 在 癌 一 直线 上 ， 长 
度 伸 长 或 缩短 4 悦 。 特 别 当 1 =0 时 ， 特 征 向 量 在 线性 变换 后 变 成 零 向 量 。 

根据 线性 变换 的 定义 和 {2.2,1) 式 可 知 ， 若 w 是 对 应 于 特征 值 》 的 特征 向 量 ， 则 &er 也 
是 对 应 于 特征 值 1 的 特征 向 量 ， 即 下 (Eee ) = 1(RK》。 这 表明 特征 向 曲 不 是 被 特征 值 惟 一 确定 
的 ; 相反 ， 特 征 值 却 被 特征 向 量 所 惟一 确定 ， 印 一 个 特征 向 量 只 能 属于 一 个 特征 值 。 

下 面 讨论 确定 线性 变换 的 特征 值 与 特征 向 量 的 方法 。 

斌 向 量 gw2,…w, 是 线性 空间 Y 的 一 组 基 ， 线 性 变换 苯 在 这 组 基 下 的 抵 阵 表示 
为 上-keai)， 再 设 特征 值 4 对 应 的 特征 向 量 w 在 该 组 基 下 的 坐标 居 + 二 (ri1yXay 之 ) 工 ， 
则 外 式 《2.1.17) 和 式 (2.2.1， 可 得 T(e) 与 和 ea 坐标 间 的 等 式 ， 
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瘦 工 二 由 均 (之 .了 .2) 
于 是 可 以 通过 第 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 ， 来 确定 线性 变换 的 等 征 值 与 特征 向 量 。 
在 线性 代数 中 ， 对 于 ” 阶 筷 阵 4， 征 多 违 阵 1 -点 为 上 的 特征 插 阵 ; 它 的 行列 式 


入 一 此 1 人 1 0 ” 1a 
本 忒 一 辟 ””” ” 了 

det(1f 一 4)=| 区 (2.2.3) 
中 本 本 


称 为 年 阵 4 的 特征 多项式 ; 方程 det(aT- 4)=0 的 称 为 笔 阵 4 的 特征 方程 ;特征 方程 的 解 
称 为 入 的 特征 伟 。 在 复数 域 上 矩阵 4& 有 2 个 特征 值 ， 设 为 11， 记 pf 和 )=max|| 
为 矩阵 4 的 谱 半 径 。 

从 线性 代数 内 容 可 知 ，? 阶 和 矩阵 ga 的 特征 值 和 特征 向 量 ， 具 有 下 列 性 质 。 

性 质 1 筷 阵 4 与 息 阵 4 有 相同 的 特征 多 项 式 和 特征 值 。 

性 质 z 设 算 阵 4 与 好 相似 ， 即 存在 可 道 委 阵 卫 , 使 瑟 = 卫 -14P,， 则 4 与 马 有 相同 的 
特征 禾 项 式 和 特征 值 。 

性 原 3 设 14 是 第 阵 4 的 一 个 特征 秆 ，e 为 对 应 的 特征 向 量 ， 则 各 ,42 和 PP(A) 分 别 是 
,4” 和 矩阵 多 项 式 P(A) 的 特征 值 ，a 仍然 是 它们 对 应 的 特征 向 量 。 

性 质 4 设 4 是 可 道 矩 阵 4 的 一 个 特征 值 ，r 为 对 应 的 特征 问 量 ， 则 1 :是 禾 阵 4 -1 的 
特 竺 值 ，r 仍然 是 对 庶 的 特征 向 景 。 

性 质 5 和 扼 阵 4 的 相 异 特征 值 对 应 的 特征 向 量 是 线性 无 关 的 。 

由 于 线性 变换 T 在 不 同 基 组 下 的 和 抢 阵 表示 是 不 同 的 ， 那 么 这 些 矩 阵 的 特征 值 与 特征 向 
量 是 否则 同 呢 ? 我 们 对 此 进行 分 析 。 设 线 往 变换 工 在 基 组 mi ,g:,…,w, 下 的 矩阵 表示 为 点 ， 
在 基 组 ely,gw3，…,ex 下 的 矩阵 表示 为 如 ; 它们 之 间 的 过 小 第 阵 为 P。 和 根据 上 一 节 的 推论 
2.1.9， 成 立 召 = 一 4P， 即 矩阵 4 与 召 是 相似 的 ， 根 据 人 性 质 2，4 与 孔 具 有 提 同 的 特征 
多 项 式 。 另 一 方面 ， 设 4 是 了 的 一 个 特征 值 ，g 和 此 分 别 是 矩阵 4 和 下 对 诺 于 ;的 特征 向 
量 ， 个 难 得 到 , 有 =P aa。 所 以 在 不 同 的 基 之 下 了 对 应 的 特征 多 项 式 和 特征 值 是 不 变 的 ， 
而 同一 个 特征 值 ， 在 不 同 的 矩阵 中 得 到 的 特征 向 量 是 不 同 的 。 








-1 1 0 
例 2.2.1 设 线性 变换 了 在 基 ei ,ge:,as 下 的 盾 阵 为 &= | -4 3 0|， 求 线性 变 
摘 了 的 特征 值 与 特征 向 量 。 
解 ”容易 算出 年 阵 4 的 特征 多 项 起 是 ; 
1+l1 -1 0 
detthT-4)=| 4 4-3 0 |1=(0-17204 一 2) 
一 D -2? 








因此 了 的 特征 值 是 ， 41=4: 一 ]， 4 二 了 
对 于 x:=u>=1， 齐 次 线性 方程 组 


2 一 1 0 
(Ai 一 各 )r = 4 一 也 心 | = 
一 日 一 1 


的 基础 解 条 为 (1,2,- 1) ， 记 i= el+2ea - gs， 则 线性 变换 了 的 与 二 重 根 j ,= 1 对 应 的 
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特征 向 量 全 恒 为 尼 yYi (下 天 0)。 








3 一 1 属 
【3 工 一 丰 一 4 一 | 站 | 地 = 
一 上 必 
的 基础 解 系 为 (0,0,1)  ， 记 六 =w3， 则 线性 变换 工 的 与 特征 根 4; = 上 对 应 的 特征 向 量 全 体 


为 上 ;ya 下 0)。 
下 面 和 给 出 特征 值 与 特征 向 量 的 更 索性 质 。 
考虑 阶 矩 阵 和 = (as)sxn， 称 > 。 为 唐 阵 4 的 迹 ， 志 为 trf( 4 ) = 人 > ai 所 


性 质 6 设 和 矩阵 4 和 昌 均 为 阶 抵 阵 ， 则 tr(4B)=tr0B41， 
利用 迹 的 概念 ， 可 将 盾 阵 4 的 特征 多 项 式 展 开 为 ， 


9(A=detti 一 = 和 tr + 一)nvdet(4) (2.2.4) 
妨 一 方面 设 4 的 个 特征 值 为 1 ，1: ，…，), ， 特 征 多 项 式 又 可 以 写成 ， 
中 (一 (AAA (2.2.5) 
比较 式 《2.2.4) 与 式 (2.2.5) 中 1 1 和 常数 项 系数 ， 可 得 
tr) 一 > 《2.2, 生 ] 
det(4) = ][， (2.2.71 


由 式 《2.2.7)， 显 然 可 得 : 

性 质 7 ?” 阶 矩阵 4 可 道 的 充 要 条 件 是 : 1 天 0 (=1,2,… ,nm)， 

定义 2.2.2 设 了 是 线性 空间 Y” 的 线性 变换 ，》 是 它 的 一 个 特征 值 ， 记 ) 对 应 的 全 部 
特征 向 量 ， 加 上 有 零 向 量 村 成 的 集合 为 : 

二 1 人 | 了 (一 AGE TV (2.2.8) 

岂 友 是 亚 的 一 个 线性 子 空 间 ， 称 为 了 的 属于 特征 值 ) 的 特征 子 空间 。 

性 质 8 ”特征 子 空 间 Y, 是 线性 变换 了 的 不 变 子 空间 。 

二 、 线 性 变换 矩阵 的 化 简 

为 了 将 线性 变换 的 矩阵 化 为 简单 的 形式 ， 需 要 研究 相似 矩阵 的 对 角 化 问题 。 线 性 代数 的 
包容 表明 ， 在 一 定 条 件 下 ，?# 阶 矩 阵 经 过 相似 变换 ， 可 以 化 为 对 角 上 矩阵， 而 对 于 -一般 的 此 
阵 ， 则 一 定 可 以 通过 相似 变换 ， 攻 为 Jordan 标准 形 ， 

育 先 来 介绍 通过 相似 变换 ， 将 撼 阵 化 为 三 佣 矩阵 的 Schur 引 理 。 

定理 2.2.1 (Schur 引 理 ) 设 生 是 阶 复 矩阵 ，a4 ,13 是 它 的 特征 值 ， 则 一 定 
存在 再 下 阵 0 ， 使 得 D -14D= 且 ， 其 中 加 是 对 角 线 为 1 ,1 … ,的 上 三 角 矩 陈 。 

对 于 实 矩 阵 ， 也 有 类 似 的 结论 。 

定理 2.2.2 设 和 4 是 ”有 阶 实 矩阵 ， 若 它 的 特征 值 1 ,12,…, ER， 则 一 定 存在 正 交 具 
阵 P， 使 得 了 4P= 召 ， 其 中 刁 是 对 角 线 为 1 ,1 ,1 的 上 三 角 甜 阵 。 

在 一 定 的 条 件 下 ， 某 些 特殊 撼 阵 可 以 通过 相似 变换 化 为 对 角 和 矩阵 。 下 面 给 出 矩阵 可 对 旬 
化 的 有 关 条 件 和 结论 。 

定理 2.2.3 设 )” 挤 宅 阵 巩 的 特征 值 a hp, A， 则 各 与 对 角 第 阵 diag 《Ai hz 
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),) 相 亿 的 充 要 条 件 是 : 4 有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 。 

定理 2.2.3 也 可 以 用 特征 子 空间 来 描述 。 

定理 2.2.4 设 世 阶 短 阵 4 有 + 个 不 同 的 特征 值 1 AU， 它 们 对 应 的 特征 子 空间 
分 别 是 Vi ,Vi ， 则 4 与 对 角 惩 阵 相似 的 充 要 条 件 是 : 

di 人 二 下 mt Vi 二 dim WA (2.2.91 

特别 地 ， 对 于 实 对 称 和 矩阵 ， 有 下 列 结论 。 

定理 2.2.5 设 上 各 是 z 阶 实 对 称 矩 阵 ， 则 必定 存在 正 交 柴 阵 已 ， 司 得 王 14P 为 对 角 抵 
阵 ， 即 实 对 称 和 矩阵 4 可 以 通过 正 变 相似 变换 化 为 对 角 上 矩阵。 

对 于 那些 不 能 与 对 角 和 矩阵 相 拟 的 矩阵 来 说 ， 它 们 总 能 相似 于 一 个 形式 上 比 对 角 具 阵 略微 
复 水 的 Jordan 标准 形 JJ。jJordan 标准 形 揭 示 了 两 个 扎 阵 相似 的 本 质 关 系 ， 它 在 理论 土 和 实际 
计算 中 都 有 广泛 的 应 用 。 

定 久 2.2.3 称 如 下 的 ”m 阶 些 阵 


本 = 本 (2.2.10) 


由 


为 玉 阶 Jordan 顽 ， 其 中 的 ; 可 以 是 实数 ， 也 可 以 是 复数 。 由 若干 个 Jordan 块 组 成 分 块 对 角 
币 孟 
1 


本 二 (2.2.11) 
可 


其 中 了 人 =1; 2 为 站 阶 Jordan 其 ， 7 = zz， 该 分 块 对 前 和 抵 阵 了 称 为 阶 Jordan 标 
z 工 


准 形 。 
0 1 
; 0 


例如 : 
者 是 Jordan 块 。 特 别 地 ， 一 阶 Jordan 块 就 是 一 阶 和 矩阵。 显 伏 ， 对 角 和 矩阵 是 Jordan 矩阵 的 特 
例 ， 其 中 的 每 个 Jordan 块 都 是 一 阶 的 。 

关于 矩阵 的 Jordan 标准 形 ， 有 下 列 定 理 。 

定理 2.2.6 每 个 ” 阶 复 矩 阵 4 都 与 一 个 Jordan 标准 形 相 做 ， 即 存在 可 六 已， 使 
了 P ”4P 一 。 且 这 个 Jordan 标准 形 除 去 其 中 Jordan 块 的 排列 次 序 外 ， 是 由 第 阵 4 惟一 确定 的 。 

定理 2.2.6 表 明 ， 在 复数 城 C 上 ， 每 个 方 阵 都 可 以 通过 相似 变换 ， 化 为 Jordan 标准 形 。 
但 是 定理 2.2.6 只 给 出 了 有 关 的 结论 ， 没有 给 出 具体 确定 Jordan 标准 形 和 可 道 矩 阵 的 
方法 。 

Jordan 约 当 标准 形 的 求法 ， 需 要 涉及 多 项 式 第 阵 的 有 关 理 论 ， 限于 乔 申 ， 这 里 略 去 多 项 
却 环 阵 的 理论 ， 只 介绍 求 出 Jorqan 标准 形 的 具体 方法 。 

站 








在 复数 域 C 上 ， 求 = 阶 惩 阵 4 = (ai )Jordan 标准 形 的 步骤 如 下 。 
第 1 步 ( 计 算 等 因子 ) 对 特征 矩阵 1f- 4 进行 初等 变换 ， 最 后 化 成 如 下 形式 : 


弛 下 册 ) 
义 一 如 1 ”此 2 机 全 1m 
一 如 站 一 总 人 
1 一 4=| | (1 
: : : : [1 
本 三 阅 1 本 全 之 几 上 mn 


(2.2.12)} 
其 中 dr 人 aa =TI2 5 一 TD)， 且 二 (4 ) (=1,2,…,5) 是 首 工 的 多 项 式 《 前 几 个 
dh) 可 能 是 1)， 将 di(4) 分 解 为 不 可 约 因 式 的 乘积 后 ， 每 个 不 可 约 困 式 (14 - 4 )% 都 称 为 
德 阵 i -4 的 一 个 初等 因子 。 设 所 有 初等 因子 为 : 
【一 站 【和 一 下 一 (2.2.13) 
其 中 1 ah 可 能 相间 ， 且 mi + ma 十 十 下 二 玫 。 
第 2 步 (确定 Jordan 氛 ) 写 出 每 个 初等 因子 (4 一 1) 人 = 2 对 应 的 Jordan 块 : 


1 
一. 
一 -| (2.2.14】 
1 玉 . 闪 于 


第 3 步 (构造 Jordan 标准 形 ) ”根据 上 面 的 Jordan 块 ， 写 出 具 阵 4 的 Jordan 标准 形 


了 人 1 
JJ 
,| 了 证 


{2.2.15) 
让 OU) 
在 得 到 Jordan 标准 形 之 后 ， 可 由 4P = Bi 求 出 可 道 矩 阵 王 。 具 体 计算 方法 见 例 题 。 
-1 -2 6 
例 2.2.2 求 下 阵 4=|-}1 0 3 的 Jordan 标准 形 了 和 变换 矩阵 王 。 
-1 -1 4 








解 ” 先 求 Jordan 标准 形 J。 对 特征 托 阵 江 - 4 进行 初等 变换 ， 以 求 出 初等 因子 


+1 2 一 各 1t 
-| 1 
(一 二 2 


1 人》 人 一 3 
L 工 1] 4 一 4 
国 比 -和 的 初等 因子 是 人 -1 ,0 人-1?2 。 栋 阵 和 的 Jordan 标准 形 为 . 

1 0 1 

了 =I0 1 11， 
1 0 1 

广 变 换 征 阵 己 =(9 ,093)， 则 由 4 已 = PJ 可 得 到 方程 组 

[生生 = 对 | 

入 时 二 间 : 

CA 





4 一 更 王 
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们 ,人 是 齐 次 线性 方程 组 (TI- 4) 下 =0 的 解 ， 它 的 基础 解 系 为 : =(-1,1,0) 和 请 一 
(3,0,1)I ， 取 放 =E=(-1,10) ，1 和 = 有 IE +RE2 (因为 选取 的 9 需要 确保 人 有 解 )。 

人 ; 是 齐 次 线性 方程 组 ( 工 - 4 )= 一 用: 的 解 ， 代 人 证 = 到 二 十 下 2 后 ， 易 岗 洒 天 三 天 2 
时 ， 方 程 组 有 解 zi= -zz+3zrs-A， 到 如 =1 则 人 =(2,1,1) ， 选 取 9Wa =(2,0,1) 。 
因为 计 ， 人 : ，13 绕 性 无 关 ， 所 以 得 到 ; 


-1 2 2 
PP=| 1 1 0 
0 1 1! 








在 实际 计算 中 ， 可 以 利用 数学 工具 软 件 来 求 算 阵 的 Jordan 标准 形 J 和 变换 矩阵 严 。 例 
如 在 MATLAEB 软件 中 的 酌 数 jordan ，MAPPLI 志 软件 中 的 函数 JordanFerm 等 。 

利用 jordan 标准 形 ， 可 以 证 明 如 下 在 拖 阵 迭代 的 收 仿 性 痢 别 定理 。 

定理 2.2.7 设 给 定 # 阶 乍 阵 吾 ， 则 fm 引 =0 的 充 要 条 件 是 : of 下) 过 1 ， 其 中 6f8) 为 
牢 阵 下 的 谱 半径 。 

下 面 介 绍 怎 阵 的 左右 特征 向 量 概 念 ， 并 应 用 它们 求解 某 些 特殊 的 线性 微分 方程 组 。 与 ? 
阶 矩 阵 4 相关 的 两 类 特征 问题 是 : 

由 4r=)， 其 中 四 称 为 各 的 特征 值 4 对 应 的 右 特征 向 量 ; 

加 有 4- 要 ,或 考生 8= 明 ， 其 中 月 称 为 4 的 特征 值 4 对 应 的 左 特 征 向 量 。 

显然 这 两 类 问题 具有 相同 的 特征 值 ， 如 果 符 阵 4 有 ?7 个 不 同 的 特征 值 ，,A，，…,1. ， 对 
应 的 右 特征 向 量 组 el, e2 ,ea 线 竹 无 关 ; 左 特征 向 量 组 及 ,及 , ,及 也 线性 无 关 。 则 可 
以 证 明 

Ta-0 


、 2.2.1 
[az 关 0 (= 和 
称 向 量 组 | gw;| 与 18 1 其 有 双 正 交 性 。 
考虑 线性 微分 方程 组 初 值 问 题 : 
dd 
Ce 下 在 
民 ! (2.2.17] 
其 | -0 三 下 0 
其 中 天 为 二 维 向 量 。 首 先 求 解 齐 次 线性 微分 方程 组 
4 (2.2.18) 


息 世 有 一 个 解 为 疏 一 ze ， 其 中 = 是 未 知 向 量 ，) 是 未 知 常数 。 代 人 方程 组 (2.2.18)》， 得 ， 
症 ze hzei 或 4z=)z 
芭 4 是 下 阵 4 的 特征 秆 ，z 是 4 对 应 的 特征 向 量 。 
如 来 定 阵 4 有 于 个 不 同 的 特征 值 人 .as ,1， ， 相应 的 右 特征 向 量 xl ,ga ,…,w, ， 左 特 
征 阿 量 让 ,及 ,及 ， 则 齐 次 线性 微分 方程 组 (2.2.18) 的 通 解 可 以 写成 ， 


X = > caien 《ec 为 任意 常数) (2.2.19) 
式 (2.2.17) 中 非 章 次 线性 微分 方程 组 的 通 解 为 ， 


一 _ 
居 = ee 下 (2 .332301 


1 


0 


代 人 初始 条 件 得 Xi = > cai ~ 4-15。 移 项 、 两 边 左 乘 肛 后 ,得 


BT(Xo + 站-P) = cpkers (2.2,21) 
于 是 线性 微分 方程 组 初 什 问题 (2.2.17) 的 解 为 : 
= 过 ， 人 人 ae - 姑 一 ] 丰 {2.2.22) 
三 、 和 矩阵 多 项 陈 
在 这 一 部 分 ， 将 介绍 与 抢 阵 多 项 式 计 算 有 关 的 定理 。 
定 兴 2.2.4 设 委 项 式 忆 (ai)= 和 +ahn t++Tea +a ， 给 定 方 阵 4 ， 下 式 
Pf)= 生 ai Te 二 1 二 
也 古 一 个 方 阵 ， 称 为 筷 阵 多 项 式 。 
Hamilton-Cayley 定理 描述 了 算 阵 4 与 其 特征 允 项 式 之 间 的 关系 。 
定理 2,2.8 【Hamilton-Cayley 定理 ) 设 ” 阶 筷 阵 4 的 特征 多 项 式 为 p(1)?= det(af- 
4)， 则 扎 阵 多 项 式 p(4)=0。 
IiamiltorCayiey 定理 可 用 于 笨 化 矩阵 的 求知 计算 和 矩阵 案 项 式 的 表示 。 合 姑 和 李 据 
Harmilton-Cayley 定理 ， 可 用 挺 阵 工 ,4 ,4 ,和 "的 线性 组 全 来 表示 4* 和 由 -1。 由 


站 (和 一 4Taikn ea 1 和 二 aa (2 2.23) 
不 难得 到 : 
并 二 -fei 十 十 和 十 妃 了 ] (2.2.24) 
. ] 
成 一 《4 十 如 | 克 ” + 二 (2.2.235) 


实际 上 ， 任 何 的 42 (和 2) 均 可 以 用 工 ,4 ,4 ,4 1 的 线性 组 合 表示 ， 这 意味 着 杠 
阵 4 任意 次 数 的 多 项 式 都 可 以 用 工 .4 ,42,…… ,42 1 的 线性 组 合 表 示 。 

好 洒 郑 阵 4 的 所 有 特征 值 都 是 单 根 ， 即 等 征 值 aa …,》 互 不 相同 ， 则 可 特 -1 次 
过 项 式 愉 CI= ai +…+a id+an 写 成 多 项 式 的 Lagrange 形式 


QGA) = 2 芽 人 -ae (2.2.26) 


这 时 怠 可 用 Sylvester 定理 计算 此 阵 冤 项 式 马 (4 ) 
定 还 2.23.9 (Sylvester 定理 ) 设 =” 稚 矩阵 4 有 aa 个 不 同 的 特征 值 M,,)。,，……,) ,对 任意 
Lagrange 形式 的 多 项 式 息 (4 )， 定 阵 多 项 式 避 (4 ) 都 可 表示 为 ， 


Q(4a) = 21LQt)TTG4-aAD TO -aa (2.2.27) 


例 2.2.3 发 拭 阵 4 = | 、 上 滤 计 算 Al0 


解 ”由 特征 码 程 det(i- 4)=0， 求 出 矩阵 4 的 特征 值 1, =1+wT5 =1-wT5。 
信 Q04n hi 则 Q(4)=A4 色 ， 根 据 Hamilton-Cayiey 定理 、 马 441 可 以 出 矩阵 工 与 4 
的 线性 组 人 台 表 未 ; 区 二 阶 人 第 阵 4 的 两 个 特征 值 不 辐 ， 由 Sylvester 定理 ， 可 得 . 
100 100 盘 一 人 2 二 in 生 一 4 
人 可 4 一 由 人 a 一 不 1 
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第 三 节 向 量 范 数 与 矩阵 范 数 


在 研究 数值 方法 的 收 繁 性 、 稳 定性 及 进行 误 闭 分 析 时 ， 范 数理 论 起 痢 十 分 重要 的 作用 。 
本 节 主 要 讨论 * 维 向 量 空间 上 C" 中 的 向 量 范 数 ， 抢 阵 空间 CC "中 的 矩阵 范 数 。 

一 、 回 和 量 范 数 及 其 性 质 

在 介绍 内 积 的 概念 时 ， 我 们 曾经 将 向 量 的 长 度 称 为 范 数 ， 现 在 给 出 向 量 范 数 的 更 … 般 的 
形式 。 

定 巡 2.3.1 设 V 是 数 域 和 上 的 线性 空间 ， 若 对 任意 的 xEY， 都 对 应 一 个 实 值 函 数 
ix |， 满足 于 面 三 个 条 件 ; 

中 ( 非 负 性 ) YxzEyY， 有 |x 站 之 9， 当 且 权 当 xx=0 时 | xl =0; 

加 【〔 齐 次 性 ) 区 下 竺 下 ，rEY， 有 | r| =| 下 | 这 | 

曲 (三 角 不 等 式 ) VWxr，yEY， 有 x+y|ls 有 lxzl+lyl，。 
则 称 | 上 xj| 为 立 上 向 量 x 的 向 量 范 数 。 

根据 定 尽 2.3.1 的 二 个 条 件 ， 可 以 推出 向 量 范 数 且 有 的 性 质 。 

性 质 1 YEY， 均 有 |- 守 外 = 站 >|; 

性 质 2 设 问 量 下 ， ?在 基 el， 全 2 ;于 的 坐标 为 (zzaeyz) 和 fy 
ys ， 则 有 : 


rr 


[和 
性 质 3 ”向量 范 数 | x | 是 关于 向 量 x 的 连续 苗 数 ，。 
定义 2.3.2 没有 明确 给 出 向 量 范 数 的 具体 形式 ， 而 一 个 实 值 晒 数 只 要 满足 定义 中 的 一 
个 条 件 ， 就 可 以 称 之 为 向 量 的 范 数 。 这 意味 着 存在 不 同 的 向 量 范 数 形式 。 
没 z= (zi,za，zo)7 为 C" 中 任 一 向 量 ， 对 任意 的 921， 规 定向 量 x 的 户 - 范 数 为 ， 


xls= (> Hzil2) (2.3.2) 
4 一 | 


特别 地 ， 当 尹 -1 时， x 由 = >) 1 zs 1 称 为 1- 范 数 ; 当 p=2 时 ，1xzla= (> 
称 为 2~ 范 数 ， 在 欧 氏 空间 和 酉 空间 中 ,2 范 数 可 以 分 别 用 {rTr)l2 和 (xxHr)i2 表 示 ; 当 
声 =ce 时 ,zl = max zi| 称 为 ee 一 范 数 。 

1- 犯 数 、2 一 范 数 和 co - 范 数 是 三 种 最 常用 的 范 数 。 在 向 量 空 间 中 还 可 以 定 六 其 他 形式 
的 范 数 ， 例 如 在 R 中 ,， 设 4 是 对 称 正 定 些 阵 ， 则 | xl =(xziaryl2 也 是 x 的 范 数 . 

线性 空间 中 的 同一 个 向 量 ， 在 不 同 的 范 数 形式 下 大 小 一 般 是 不 相等 的 。 例 如 对 民 " 中 的 
回 量 x=(11 1 ， 有 xl 由 =2， xlz=vz， xl。=1。 尽 管 如 此 ， 在 向 量 不 同 
形式 的 苍 数 之 间 ， 存 在 下 列 重要 的 关系 。 

定理 2.3.1 设 |xle。 和 lxzllr 右 限 维 线性 空间 Y 的 任意 两 种 向 量 范 数 ， 则 存在 两 个 
正常 数 cl 和 es， 使 得 对 任意 的 xE， 都 有 ， 

c1 有 二 | 关于 庆生 cz 和 xz|s (2.3.3) 

称 满 足 式 (2.3.3) 的 向 量 范 数 | ze。 与 |1zl1y 是 等 价 的 ， 所 以 定理 也 称 为 范 数 等 价 件 

竺 用 的 向 量 范 数 之 间 ， 具 有 如 下 关系 : 

60 


外 2 委 本 V mx 外 (2.3.4》 
中 xz- 过 和 让 < 人 ze (2.3.5) 
全 大 : 下 * 二 环 | xx 中。 (2.3.6) 
根据 向 量 范 数 的 等 价 性 定理 ， 可 以 得 到 向 量 序列 收 笋 的 条 件 。 
定理 2.3.2 设 C 中 的 癌 量 序列 rz = 【zz 和 人 (三 12,…,z)， 则 
lim | rt 一 | =0 的 充 要 条 件 是 : Tim | 区 汪 200=1:2, 2)。 
定理 2.3,2 表 明 ， 问 量 序列 的 范 数 收 敏 等 价 于 分 量 收 和 营 。 
二 、 拖 阵 的 范 数 
若 用 有 表示 在 4 , 门 位 置 上 元 素 是 1， 其 余 元 素 都 为 0 的 zxpn 阶 算 阵 ， 则 下 ,是 线性 无 
关 的 ， 且 任何 一 个 mx 矩阵 A = (o )。, ,都 可 表示 为 & = 1 yw ER, 。 因 此 可 以 将 矩阵 认 


间 C” "看 做 是 ” 维 的 线性 空间 。 供 是 由 于 和 拖 阵 的 乘法 运算 的 特点 ， 无 法 将 向 量 范 数 的 概念 
百 接 推广 到 矩阵 上 ， 需 要 年 义 和 矩阵 的 范 数 。 

定 多 2.3.3 设 和 EC ， 兰 存在 一 个 非 负 的 实 值 虹 数 外 4 |， 满足 下 面 四 个 条 件 : 

全 【 非 负 人 性 ) 外 4 1 0， 其 中 “=” 仅 在 和 =0 时 成 立 ; 

加 ( 齐 次 性 ) YRER， 有 外 RS | = 下 | 下 | 

电 【三角 不 等 式 ) 站 站 ,站 和 上 ， 有 | 和 + 下 站 受 ‖ 下 + 站 吾 | 

中 《 相 容 性 ) 妆 间 ， 呈 和 人 2， 均 有 | 4 下 上 委 玫 和 下 :外 下 | 
则 称 | 4 站 为 给 阵 空 间 CC “上 的 -一 个 捉 阵 范 数 。 

由 于 窍 阵 范 数 除 了 满足 向 量 范 数 的 性 质 外 ， 还 满足 对 于 和 矩阵 和 匀 法 的 相 窜 性 ， 所 以 第 阵 范 
数 也 可 以 看 做 是 C” "上 特殊 的 向 量 范 数 ， 它 满足 向 量 范 数 的 一 切 性 质 。 鲍 如 

性 质 4 上 于 的 任意 两 个 搜 阵 范 数 是 等 价 的 ; 

性 质 s5 竹 阵 序列 的 范 数 收 伍 等 价 于 矩阵 元 素 收 伍 ， 即 

im 4 一 公 | =09lim |z 史 一 al =0 (js=1)2… 0] (2.3.7) 
在 C” "上 一 个 常用 呈 易 于 计算 的 矩阵 范 数 为 


141F= (Ze (Ch (2.3.8) 
通 苗 称 为 节 - 范 数 〈 或 Frobenius 范 数 )， 它 基 同 量 2 范 数 的 推广 。 
在 抢 阵 计算 中 ， 人 经 常会 遇 到 矩阵 与 向 量 的 乘积 ， 为 了 使 矩阵 范 数 与 向 量 范 数 之 间 具 有 革 
种 协调 性 ， 引 人 虐 阵 范 数 与 向 量 范 数 相 容 性 的 概念 。 
定义 2.3.4 敬 和 矩阵 范 数 上 4 小 和 向 量 范 数 外 xx 满足 ， 
目 二 有 | 本 ws | 1。 【2.3.9) 
则 称 垂 阵 范 数 外 4 | w 与 向 量 范 数 站 x 站 。 是 相 容 的 。 
正本 书 中 如 果 没 有 特别 说 明 ， 当 同时 通 到 向 量 范 数 和 第 阵 范 数 时 ， 总 是 假定 它们 是 
相 千 的。 事实 上 ， 对 任意 给 定 的 向 量 范 数 ， 都 可 以 构造 一 个 与 该 向 量 范 数 相 容 的 矩阵 
范 数 。 
定理 2.3.3 设 给 定 C" 上 上 的 -一 个 向 量 范 数 | zx | ， 对 于 任意 的 矩阵 4E caxa， 则 函数 
站 4 = mx | (2.3,10) 
是 与 向 量 范 数 | xz |‖ 相 容 的 一 个 矩阵 范 数 。 


1 





证 由 于 呈 =|xr 几 xz =1，xEeC 是 上 上 的 有 界 闭 集 ， 而 向 量 范 数 | zx | 驻 是 C 上 
的 连续 末 数 ， 所 以 存在 向 量 ro 扣 五 使 得 | 4xo | = max 上 xi 。 因 此 式 (2.3.10) 定 尽 的 
1 4 有意 文 。 

其 次 ， 对 任意 的 非 零 xE C"， 根 据 式 (2.3.10) 知 -As = | 
从 而 对 任意 xEcC"， 有 








主 站 | 和 Tall 
上 天 作 本 是 生 让 (2.3.11 ) 
下 面 只 需 证 明 | 4| 满足 矩阵 范 数 的 四 个 条 件 。 
中 非 负 性 设 和 天 0， 不 妨 设 4 的 第 ; 列 非 零 ， 即 4&e: 敌 0。 根据 式 (2.3.11) 和 向 量 
范 数 的 非 负 性 ， 有 0< | 站 ae 委 1 4 人 1 站 ee ， 所 以 当 生 非 霉 时 ，| 4 1 >0。 
是 齐 次 性 任 取 下 竺 人， 有 | 和 naX 由 ax | = nax | ax =| 开 | 本 间 。 


电 二 角 不 等 式 设 守 EDD 且 满足 14+ 有 | = |(4+ 吾 )xz | ， 则 由 式 (2.3.11) 穆 间 
量 范 数 的 一 攻 不 等 式 ， 有 1 4 上 + 下 | 委 1 axl+ 直 Br 过 + 地。 
息 悄 窜 性 设 了 经 间 日 满足 41 = |4Bx |， 同样 可 以 证 硼 
上 4 下 委 和 本 :Bl 委 下 和 上 相 :| 吾 | 
综 上 所 述 ， 式 (2.3.10) 定 光 的 外 4 上 是 一 个 矩阵 范 数 。 (证 毕 ) 


式 (2.3.10) 定义 的 延 阵 范 数 | 4 | ， 称 为 是 由 向 量 范 数 x | 导出 的 算 子 范 数 ， 或 者 
征 从 属于 癌 量 范 数 | * 1 的 矩阵 范 数 。 
二 常用 的 疡 - 范 数 得 到 C” “上 的 算 子 范 数 上 4 1 *， 即 : 
1 4|1， 一 mnaX | 上 ， 
对 于 户 =1，2，s 时 的 征 阵 算 子 范 数 ， 有 
定理 2.3.4 设 了 EC， 和 EC 、”， 刚 : 


人 与 | x | 。 相 容 的 算 子 范 数 | 4 | 。 = max >，| ay | , 称 为 矩阵 4 的 行 范 数 ，; 


@ 与 | x | 相 容 的 算 子 范 数 上 4 | = max >，| vi 1 , 称 为 短 阵 4 的 列 范 数 ， 


避 与 xl 相符 的 算 子 范 数 14 12= (anan0a24))2， 称 为 种 阵 4 的 谱 范 数 或 2 
例 2.3,1 ?2 兴 单 位 矩阵 工 的 各 个 算 子 范 数 均 为 1 即 | 351。 = TFT = | =1。 


] 
例 2.3.2 股 拭 阵 4= | ,| 计算 4 的 各 种 算 子 范 数 。 
解 |4| 上 =maxll+l,| -2:+21=4;| 和 | =marll+| 一 2|.1+2|1 二 3 


3 
网 为 444 = | 。 。|, 特征 方程 det(MT- AT4)= (4-5)2-32*0 


求解 得 : 41 =8，a2= 一 2。 所 以 412=v =2V2。 

和 抢 阵 范 数 的 计算 ， 可 以 利用 数学 工具 软件 进行 。 例 如 在 MATLAB 软件 中 ， 可 用 函数 
norni 来 计算 息 阵 的 算 子 范 数 和 下- 范 数 ; 在 MAPIR 软件 中 ， 可 以 利用 函数 Norm，Ma- 
trixNorm 等 来 计算 答 阵 的 算 子 范 数 和 下- 范 数 。 

由 定理 2.3.4 容易 看 出 ， 虎 阵 的 行 范 数 和 列 范 数 是 很 容易 订 算 的， 而 甜 防 的 谱 范 数 计算 
起 来 却 王 分 麻烦 ， 它 需要 计算 矩阵 47I4 的 最 大 特征 值 。 但 是 谱 范 数 上 共有 一 些 特殊 的 性 质 ， 
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例 奶 : 对 于 任意 的 焉 变 矩 阵 卫 和 如 ,有 |‖P412= ai2= 站 42 ha | 各 作 ， 
等 ,它们 在 理论 研究 中 有 很 大 的 用 处 。 

类 似 于 向 量 范 数 ， 可 以 证 明 ，C" ”上 所 有 的 矩阵 范 数 都 是 相互 等 价 的 。 

最 后 ， 列 出 与 范 数 应 用 有 关 的 几 个 结论 。 

年 阵 的 谱 举 径 与 乍 阵 范 数 之 间 的 联系 : 

定理 2.3.5 设 4EcC 2，of4) 表 示 上 矩阵 4 的 谱 半 径 ， 则 有 

由 对 CC "工人 任 意 的 第 阵 范 数 1 和 让， 成 立 : 


oa)s 上 并 (2.3.12) 
名 对 尾 给 的 e>0， 存 在 C” "上 的 生 阵 范 数 外 4 |， 使 得 : 
1 和 和 受 交 7 十 所 【2.3.13) 
年 阵 范 数 与 矩阵 非 奇 异 条 件 : 
定理 2.3.6 设 4E5C”， 若 存在 给 阵 范 数 满足 4 <1,， 则 工 -4 可 道 , 且 有 ， 
全 开 | 


| 《IT 一 上 各) | 科 T 一 AT 


种 四 书 和 检 阵 分 解 


佳 定 阵 计 算 中 ， 有 时 将 一 个 此 阵 分 解 为 儿 个 具有 特殊 性 质 的 矩阵 的 乘积 是 很 有 乃 的 。 委 
多 十 阵 计 算 问 题 ， 鲍 如 求解 线性 代数 方程 组 、 求 解 最 小 二 乘 问题 ， 实 际 上 就 是 对 有 关 旗 阵 的 
革 种 因子 分 解 的 数值 实现 。 同 时 第 阵 分 解 也 是 进行 理论 分 析 的 有 效 途 径 。 

一 、 抱 阵 的 三 角 分 解 (或 二 可 分解) 

在 求解 线性 代数 方程 组 时 ， 为 了 用 矩阵 缘 式 描述 Gauss 消去 法 ， 需要 人 赋 究 矩阵 的 三 角 分 
租 问 题 。 为 此 ， 首 先 给 出 矩阵 一 角 分 解 的 概念 。 

定义 2,4.T 设 ” 阶 矩阵 4， 若 存在 一 个 下 三 角 年 阵 王 和- .个 上 三 角 算 阵 卫 ,使 4 二 
工 避 ， 风 称 之 为 币 阵 4 的 三 角 分 解 或 工 避 分 解 。 

更 - 般 地 ,， 震 和 =LDE， 其 中 工 是 单位 下 三 角 矩 阵 ， 刻 是 对 角 检 阵 ，T 是 单位 上 汪 角 
所 陡 ， 则 称 之 为 征 阵 4 的 上 LDD 分 解 。 

- 般 来 说 ， 算 阵 的 工分 解 不 是 愉 一 的 。 这 是 因为 如 果 上 = 工 旺 是 南 的 一 个 三 角 和 分解 ， 
令 了 后 对 有 角 元 素 均 非 零 的 对 角 和 窍 阵 ， 则 4= 革 D=LDD -IDU= 下 站 也 是 页 的 一 个 三 角 分 解 。 
关于 号 阵 4 三 角 分 解 的 存在 排 一 性 ， 有 下列 定 理 . 

长 4=(anjnxs， 记 4 表示 由 和 的 前 才 行 、 前 上 列 构成 的 子 矩 阵 ， 称 为 矩阵 & 的 有 
让 顺 序 主 于 阵 ，4 = det( 4 ) 为 甜 阵 4 的 点 阶 顺序 主子 式 。 

定理 2,4.1 设 4=(fep) 是 阶 此 阵 ， 则 存在 伏 一 上 DTD 和 分解 的 充 要 条 件 是 ， 

4 入 0 (有 = 王 1 1) 《2.4.1) 

去 中 4 表示 第 阵 生 的 点 阶 顺序 主子 式 。 

对 于 非 奇 四 矩阵 ， 可 作 三 角 分 解 与 可 惟一 地 作 EDIT 分 解 是 等 价 的 。 显 然 有 

定理 2.4.2 设 4=(es5) 是 z 阶 非 奇异 敌阵， 则 4 有 三 角 分 解 4:- 工 U 的 充 要 条 件 是 ， 
生 的 赎 厅 主子 式 和 :DR 1 一 1 

下 面 介绍 直接 计算 非 坷 异 符 阵 4 的 = 和 角 分 解 的 方法 . 

定义 2.4.2 设 年 阵 4 有 惟一 的 LDD 分 解 ， 若 将 4 = 工 DU 中 的 也 与 了 络 舍 ， 并 用 已 
表示 ， 扣 得 到 惟一 的 分 解 : 


(2.3.14) 


全 .了 





种 = 了 (DTUD)= 工 避 [2.4.2) 
称 为 4 的 Deolittle 分 解 ; 若 将 4 = 工 DIT 中 的 工 与 也 结合 ， 并 用 革 囊 示 ,得 到 惟一 的 分 解 : 
入 一 ( 工 呈 ) 苯 = 于 可 (2.4.3) 
称 为 各 的 Crout 分 解 。 
在 Doolittle 分 解 中 ， 我 们 先 假设 矩阵 工 与 捷 的 形式 ， 再 由 矩阵 4 与 乘积 工 广 的 元 素 分 
别 相 等 的 关系 ， 就 可 以 得 到 矩阵 4 的 Deolittle 分 解 的 计算 公 武 。 类 似 地 ， 可 以 得 到 Cront 分 
解 的 计算 公式 。 
班 在 考虑 当 4 为 实 对 称 正 定 矩 阵 时 的 三 角 分 解 ， 由 顺序 主子 式 与 对 称 正 定 矩 阵 的 关系 
定理 2.4.3 设 生 是 =” 阶 实 对 称 盾 阵 ， 则 4 是 正定 矩阵 的 充 要 条 件 是 : 4 的 顺序 主子 
式 满 足 4 >0(E=1,2, pm)。 
妇 实 对 称 的 正定 矩阵 一 定 存 在 惟一 的 工 DTD 分 解 。 再 根据 实 对 称 拖 阵 的 特点 ， 可 以 得 到 
如 下 形式 的 三 角 分 解 。 
定理 2.4.4 设 生 契 # 阶 实 对 称 正定 和 扎 阵 ， 则 存在 对 角 线 为 正 的 下 三 角 和 矩阵 上， 使 得 
间 = 了 工 工 (2.4.4) 
称 式 (2.4.4) 为 矩阵 4 的 Cholesky 分 解 ， 或 对 称 三 角 分 解 。 
与 征 阵 的 Doolittle 分 解 相仿 ， 可 以 得 到 Cholesky 分 解 的 计算 公式 〔【 作 为 课 后 练 雪 )。 由 
于 Cholesky 分 解 的 计算 过 程 是 稳定 的 ， 所 以 在 求解 对 称 正 定 角 性 方程 组 、 郊 其 是 大 型 对 称 
正定 银 性 方程 组 时 ，Cholesky 分 租 的 计算 优势 是 非常 明显 的 。 
[5 2 -4 
例 2.4.1 计算 年 阵 4 = 2 ji -> 
L 一 二 一 2 9 
解 ” 山 Doolittle 分 解 。 设 矩阵 4 分 解 后 的 矩阵 工 与 卫 为 ， 


的 Deelittle 分 解 与 Cholesky 分 解 。 














] 玉 11 和 其 13 
由 ， 起 一 导 22 此 23 
3 +37 上 于 33 


由 关系 式 4= 工 5， 先 用 xj=au0=1,2.3) 计 算 吕 的 第 1 行 ， 所 以 =5，ay=2 
2 二 一 4; 接着 由 5=aayanli=2,3) 计 算 工 的 第 1 列 ， 得 到 二 =2A5，5= - 47， 再 
利用 so =az7reit=2,3) 计 算 了 的 第 2 行 , 有 ao=15，xs= -265， 根 据 1 三 
(aa ta)vaai=3) 知 1= ~2; 最 后 三 的 第 3 行 #33 二 上 33 一 二 213 一 32123 二 二 





1 SS 2 2 
所 以 开 =| 2 1 下 = 1 一 275 
-4 -2 1 1 | 








怡 Cholesky 分 解 ， 设 朱 阵 4 进行 Cholesky 分 解 后 的 矩阵 工 为 ， 


411 
于 三 。 ! 23 
[3 3 3 
出 关系 式 入 = JIL ，, 工 的 第 1 列 为 21=wvali= 人 ,有 上 且 间 =eat ii， 即 总 二 275A5. 


= -4VSx5; 开 的 第 2 列 为 ta = wa 一 呈 3 =vy57A5 ,3 二 (aa -palfal)vi2a = 一 2y3 人 ;最 
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语 =V aa 人 一 尼 3 一 《和 二 1 


VS 
所 以 点 的 Cholesgy 分 和解 禾 阵 E = 25 7 JS7Z5 


L-4wY5A -2w5Sx5 1 
重 阵 三 角 分 解 的 数学 工具 软件 实现， 在 MATLABE 软件 虫 ， 可 以 利用 函数 Ia、chol 进行 


TU 分解 和 Cholesky 分 解 计 算 ， 在 MAPELE 软件 中 ， 可 以 利 甫 函数 LUDecomposition 进行 
计算 。 

二 、 矩 阵 的 满 秩 分 解 

矩阵 的 满 秩 分 解 ， 将 讨论 将 非 才 矩 阵 分 解 为 列 满 秩 矩 阵 与 行 满 秩 乍 阵 的 乘积 辣 题 。 

定理 2.4.5 设 征 阵 4EC3 2 ，rank(a)=r， 则 可 可 分 解 为 : 

入 = 全 9 (2.4.5) 

其 中 满 秋 备 阵 GE CC 与 $EC "分 别 是 列 满 秩 抵 阵 和 行 满 秩 挎 阵 。 

称 也 《2.4.5) 为 多 阵 4 的 满 秩 分 解 ， 

证 央 为 rank{4)=r> ， 委 据 抵 阵 的 初等 变换 理论 ， 对 各 进行 初等 行 变 换 ， 可 以 将 4 
化 为 阶梯 形 失 阵 哩 ， 


| 各 
4 一旦 | ，| ， 其 中 SE C "是 秩 为 的 行 满 区 矩阵 
于 是 存在 有 限 个 六 阶 初 等 秆 阵 的 乘积 ， 记 作 呈 ， 穗 得 P4 = 天， 或 者 本 = 了 1 
吉 将 王 分解 为 了 -1= 1G 有 ]， 其 中 GEccr， DECextm-D 均 为 列 满 秩 乒 阵 。 


_ 局 
所 以 得 到 4 =P-1B- TG p1 | |= Gs: (证 毕 ) 


押 改 指出 的 是 ， 仔 何 - :个 秽 阵 都 可 以 分 解 为 两 个 满 秩 矩 阵 的 乘积 ， 并 且 满 秩 分 解 起 
(2.4.5)} 是 不 惟一 的 。 

根据 定理 2.4.5， 可 以 利 放 矩阵 初等 行 变换 的 方法 求 和 阵 的 满 秩 分 解 。 上 具体 计算 时 为 了 
避免 求 赣 矩 阵 尼 “， 用 初等 行 变 换 得 到 阶梯 形 和 矩阵 吾 ， 并 且 第 阵 虽 的 每 个 阶梯 行 的 第 一 个 
非 零 元 素 为 1， 用 它 所 在 列 只 有 一 个 非 零 元 素 ， 且 中 所 有 这 样 的 列 的 前 > 行 构成 一 个 > 阶 的 
单位 征 阵 ， 可 以 讲 明 满 秩 分 解 中 的 拓 阵 避 就 是 由 所 阵 各 中 对 应 的 列 构成 。 








1 3 2 1 
例 2.4.2 六 全 了 | ， | 表 的 汪 人 
3 9 3 了 
解 对 4 进行 等 行 变换 ， 得 到 
3 2 1 1] 30 -1 
4=i26 1 0|:-* 有 =I0 0 1 22 
I3 9 3 1 001 0 
Tank《 和 4)=2， 选 下 的 1,，2 行 作为 四 旦 中 的 前 两 行 的 1，3 列 构成 单 们 和 婚 阵 ， 所 以 选择 上 


的 1，3 列 构成 G。 于 是 4 的 满 秩 分 解 为 : 


rL3 2 1 2 
4=i2 6 1 0 -12 1 的 
:| 20 0 1 2 


3 


三 、 矩 阵 的 鼠 及 分 解 
利用 正 交 (〈 酉 ) 上 囊 阵 ， 可 以 民 出 与 是 阵 的 工 U 分 解 类 似 的 三 划分 解 。 
定理 2.4.6 设 征 阵 4 是 非 奇 异 的 ” 阶 实 〈 复 ) 第 阵 ， 则 和 存 在 正 变 【本 ) 矩阵 怠 ， 非 


奇异 的 上 三 角 上 矩阵 刃 ， 使 得 
4=QR (2.4.6) 


式 人 4.4.6) 为 矩阵 和 的 正 葡 三 角 分 解 ， 或 ER 分 解 。 
证 这 里 只 证 明 4 为 实 抵 阵 的 情形 。 
因为 矩阵 4 非 畜 异 , 故 4 4 是 对 称 正定 矩阵 。 再 由 定理 2.4.4 的 乔 列 斯 基 分 解 ， 存 在 


二 二 前 证 阵 于 ， 使 得 
TI 一 于 了 II= 天 工 R 


其 中 展 = 革 是非 奇异 的 上 三角 证 阵 。 
记 旗 阵 台 =4R II， 则 显然 4=CR, 且 GO=TI 即 吧 为 正 交 具 阵 。 (证 毕 ) 
蔡 约定 式 〔2.4.6) 中 上 三 角 拖 阵 中 的 对 角 线 均 为 正 ， 则 &R 分 解 是 惟一 的 。 和 矩阵 CR 
雪 解 的 具 恒 实现， 可以 按 Schmidt 正 变 化 方法 进行 。 














1 2 2 
例 2.4.3 设 撼 阵 4= |2 1 21， 试用 Schmidt 正 交 化 方法 求 4 的 OCR 分 解 。 
1 2 1 
1 了 攻 
解 今 wii=|12|，Uw2: 王 1 ax3= 2|。 利用 Schmidt 正 变 化 方法 ， 可 得 ， 
1 上 
1 1 1 人 2] 
0 | | | p= wa- 有 1 一 0 
] 1 1 





1 1 7 
| 到 


8 8 有 1] 的 
__ 1 本 一 由 。 
令 已 一 | 有 | 有 了 | 有 | 下 一 出 af | 户 ， | 9 | 睛 : | 了 | 户 : | 1 】 1 忆 


1 
则 4=eR。 


下 而 列 出 对 实 和 矩阵 进行 正 交 分 解 的 结论 
定理 2.4.7 设 和 是” 阶 实 对 称 矩 阵 ， 则 存在 正 交 阵 怠 和 对 称 三 对 角 矩 阵 工 ， 使 得 ， 
明王 TO (2.4.7) 
如 有 果 4 仅仅 是 实 矩 阵 ， 而 非 实 对 称 甜 阵 ， 则 有 
定理 2.4.8 设 4 昆 = 阶 实 矩阵 ， 则 存在 正 交 阵 @ 和 次 对 角 线 以 下 为 零 的 矩阵 中， 使 得 : 
种 = 避 (2.4.8) 
年 阵 CR 分 解 的 计算 在 一 般 的 数学 软件 中 都 有 现成 的 算法 ， 具 体 的 实现 过 程 ， 请 读者 
查看 软件 的 帮助 文件 。 
四 、 算 阵 的 宥 异 值 分 解 
吞 异世 分 解 是 矩阵 分 解 中 最 重要 的 分 解 之 - ， 它 被 广泛 应 用 在 信息 处 理 、 多 元 统计 分 
析 、 明 优 控 制 等 方面 。 
通过 惩 阵 的 相似 对 角 化 讨论 知 ， 任 意 的 阶 廊 阵 都 证 以 化 为 约 当 标准 形 或 对 角 贞 阵 。 
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对 于 六 X 站 阶 矩 阵 ， 是 否 也 可 以 进行 对 荐 化 化 简 ? 下 面 介绍 的 亩 异 值 分 解 就 是 化 简 侍 意气 
阵 的 有 效 手 段 。 这 里 只 考 虚 实施 阵 的 奇异 值 分 和解， 对 复 矩 阵 也 有 类 做 的 结果 。 
首先 介绍 两 个 与 奇异 值 概念 有 关 的 惩 阵 人 性质 : 
性 质 1 对 任意 的 矩阵 4&， 有 rankf(4)=Trankf4a 4)=rankf4 
性 质 2 ”对 任意 的 矩阵 4，4 4 与 441 均 是 实 对 称 的 半 正 定 矩 阵 ， 且 有 相同 的 非 零 竺 征 值 。 
定 兴 2.4.3 设 和 ER artrank(4a)=r ，4I4 的 特征 值 为 ; 
11: 空 1 党 1 二 (2.4.9] 
则 称 c = Ci=1,2,…,r) 为 矩阵 4 的 奇异 值 。 
显然 征 阵 奇异 值 的 个 数 与 筷 阵 的 秩 相 等 。 此 外 虽然 4&I4 是 = 阶 矩 阵 ，44T 是 产 阶 和 抵 
阵 ， 但 根据 定义 和 抵 阵 性质， 它们 具有 相同 的 韭 零 特征 值 、 若 齿 阵 4 是 实 对 称 窍 阵 ， 则 奇 
异 值 为 它 的 非 零 特 征 值 的 绝对 值 。 
定理 2.4.9 说 4 和 玉 " ”Iankg(4)=r ， 则 存在 六 阶 正 交 阵 玉 和 站 阶 正 交 阵 六 ， 使 
>， 0 


4 = 局 -| 
L 必 有 0 
其 中 >，= diag (cleano 而 cf=12,…, 状 为 矩阵 各 的 奇异 值 。 


证 因为 4 4 是 和 靳 为 r 的 实 对 称 的 于 正定 纸 阵 ， 所 以 可 设 其 特征 倩 为， 


， 了 上 (2.4.101 


1122)3 阅 1 全 se0 
于 是 奇异 值 为 = = .ati= 1,2,…,r)。 且 存在 ” 阶 正 交 和 拖 阵 让， 使 得 ， 
VY 4 =diagfna ap 0 0) (2.4.11) 
记 = 人 tolyoaort Wo， 了) 则 式 (2.4,11) 可 以 写成 ， 
yT4I4VI = diag(ai ,ago2) = 1 (2.4.12) 
yi 4TI4VY，= 昌 (2.4.13) 


令 D= (sic)= Vi , 则 由 式 (2.4.12) 知 DTD,=T 即 卫 的 列 而 
量 是 单位 正 辫 的 za 维 向 量 。 在 尺 ” 中 可 以 将 向 量 组 xi ,zw 扩充 为 ~- 组 标准 正 交 基 ， 
下 |， 于 2 
Da =(arlooaa) 则 避 =(Di,D) 是 如 阶 正 交手 阵 ， 
利用 分 块 宛 阵 的 乘法 ， 可 得 
| IT1 4YV， 
[7 生 W = 
四] 六 TY or 
根据 Li 的 定义 ,显然 IT = AVI = > ;同时 U4AVW = IT(4am = IT - 
0; 艾 由 式 (2.4.13) 知 4V 2 =0。 所 以 存在 关 阶 正 交 阵 和 ，” 阶 正 交 阵 Y， 使 趟 (2.4.10) 
成 立 。 (证 毕 ) 
从 证 明 中 可 以 看 出 ，4 的 奇异 值 由 年 阵 4 惟一 确定 ， 但 正 交 和 阵 吕 和 YY 一 般 是 不 众 -- 
的 。 所 以 矩阵 4 的 奇异 值 分 解 式 (2.4.10) 一 . 般 也 是 不 惟 -- 的 。 
利 册 和 奇 异 全 分解， 可 以 对 第 阵 的 结 检 有 更 加 深入 的 了 解 、 
定理 2.4.10 设 4ER% 矩阵 各 的-- 个 奇异 值 分 解 为 
4 = 了: [之 1 Y” 
0 0 
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其 中 》 为 了 > 阶 对 角 和 矩阵 ， 下 和 下 分 别 是 六 阶 和 7 阶 正 交 阵 ， 记 1 = (aa my )， 
DB = 人 Do 则 ; 

岂 ) Tankf AI) 一 ; 

因 4 = TDI>， 有 ii 

电 4 的 等 衬 间 NA)=Spanl zi 

由 4 的 值 城 Ra4)=Spanlagtyaom yao 

年 阵 奇 异 介 分解 需要 经 过 较 多 的 计算 步 又 ， - 般 不 进行 手工 计算 ， 可 以 利用 数学 工具 软 
件 来 计算 。 例 如 在 MATLAB 软件 中 ， 可 用 郴 数 svd 计算 矩阵 的 奇异 值 分 解 ; 在 MAPLE 软 
件 中 ， 可 利用 本 数 SingularValus 进行 矩阵 的 硼 异 值 分 解 计 算 。 

例 2.4.4 惩 阵 的 奇 录 值 分 解 是 矩阵 理论 中 的 一 个 重要 概念 ， 有 着 众多 的 用 途 。 下 例 用 
征 阵 的 奇 当 值 分 解 来 分 析 确 定 独 立 化 学 反应 的 数 日 。 

一 般 在 计算 化 学 反应 平衡 前 ， 对 给 定 反应 体系 ， 需 确定 独立 反应 数目 。 独 立 反 应 是 那些 
不 能 由 其 他 反应 的 线性 组 人 台 来 表示 的 反应 。 荐 汽 与 煤炭 床 层 发 生 的 反应 有 : 


C+H:O 一 -CO1IL (Ri ) 

C+2H2OD 一 一 CO + 2EL (R2 ) 

+ CO -一 2CO (Ra ) 

CO+I2O0 -一 *COs + H， 《Rs ) 

0O 一 > 瑟 +O (Rs) 

CaO, 一 一 2CO+ 六 (Ra) 

CC+ 2H2 一 ~ 亡 H (R7 ) 

CH + 2H2OD 一 CO, + 3EL (Re ) 

2CH 一 CHe + HL， 《Re ) 

可 以 看 出 其 中 有 些 反应 不 是 独立 的 ， 可 由 其 他 一 些 反 应 的 线性 组 合 来 素 示 ， 如 ， 

及;= 民 一 及 ， 


一 般 来 说 ， 对 由 六 个 混合 物 组 成 的 玉 个 反应 体系 ， 有 
>'o4; =0 (7 一 上 上 2， 已 ) 


其 中 ，i 是 表示 上 友 应 混合 牧 中 组 分 的 摩尔 数 计 量 系数 ， 称 为 反应 矩阵 。 对 下 述 反 应 体系 ， 
反应 第 阵 为 : 


1 2 3 41415355 6 7 8 5 
CC -1 -1 -1 0 0 0 -1 0 0 
LO It 0 2 -1 0 1 0 0 0 
LODa 0 1 -1 1 0 -ll 0 1 0 
(3 0 0 0 12 12 0 0 0 
0 -1 -2 0 -1 -1 0 0 -2 0 
时: 1] 2 0 1 0 -2 4 1 
CH 0 0 00 0 0 1 -1 -2 
(2 L 0 0000 0 0 0 0 1 


唱和 


通过 求 此 反应 托 阵 的 秩 ， 即 可 求 得 狐 立 皮 应 的 数 上 明 。 运 用 MATLAB 中 的 手 阵 冀 异 值 分 解 命 
令 SVD， 有 : 

aA=[-1-1-1000-100:102 -101000;01 -1110 一 101030000.3 .3 
DUO0Ui 

-1-20-1-100 一 20;120110-2410000001 -1 一 23000000 

什 由 王 ]; 

也 = swvd 【总 7 

往 出 为 : 

日 .394D 2080 2.77806 1 .3379 用 ,8539 0.0000 0.0000 0.0000 

结 打 表明 征 阵 的 秩 为 5， 故 此 体系 的 独立 反应 数目 为 $。 


评注 与 进一步 阅读 


作为 数学 的 一 个 重要 分 京 ， 夭 隆 理 论 有 着 悠久 的 炭 展 历史 和 极其 丰富 的 内 容 ; 作为 一 种 基本 的 玖 学 工 
其 ,矩阵 理论 在 许 才 领域 . 包括 数 介 计算、 微分 方程 、 优 化 理论、 标 率 统计 、 控 制 论 称 系 统 工程 等 ， 孝 有 
三 浅 应用。 而 王 代 科学 技术 的 发 展 ， 将 别 是 计算 机 技术 的 中 展 ， 又 为 阵 理论 的 应 用 开辟 了 更 广 国 的 前 景 。 
李 章 主要 介绍 了 给 阵 理 座 的 基本 概念 与 方法 ,为 以 后 课程 的 学 习 做 好 准备 。 

线性 空间 是 类 上阵 理论 中 一 个 蛮 基 本 的 概念 ， 内 积 空间 是 指 趾 头 了 内 积 运算 的 线性 空间 ， 夺 不同 的 数 城 
上 可 分 为 欧 氏 空间 和 西 空间 ， 它们 为 虐 阵 的 各 种 运算 提供 了 舞台 。 纪 性 变 的 反映 总 性 空间 的 元 素 之 韶 一 种 
基本 联系 ， 线 性 变换 的 实现 可 以 用 窍 阵 运 算 的 方式 来 描述 ， 这 是 旗 阵 最 早 的 应 用 之 一。 

特征 值 与 将 征 向 量 是 研究 华 阵 的 一 个 重要 工具 。 在 这 一 部 分 ， 我 们 介绍 了 特征 值 与 特征 向 量 的 基本 性 
蛙 ， 相似 对 角 化 的 条 件 ， 约 当 标 准 形 的 概念 与 计算 ， 有 关上 炸 阵 多 项 式 的 哈密 上 顿 - 凯 莱 定理 和 西 东 维 斯 转 定 理 
等 。 上 应 用 这 些 内 容 ， 可 以 将 矩阵 化 为 对 攻 姬 阵 或 约 当 标 准 形 ， 化 简 虐 性 变换 的 表示 ，、 求 解 线 性 微分 方程 组 
始 出 下 笑 序 列 收 茹 的 条 和 件 。 

向 董 范 数 与 撼 少 范 数 ,实际 上 是 对 向 量 与 移 阵 的 某 种 度 是 ， 它 在 研究 数值 计算 的 收 仇 性 和 稳定 性 时 是 
必 不 可 朵 的 下 具 。 在 向 量 范 数 中 主要 介绍 户 范 妆 的 三 种 特殊 形式 ， 不 同 向 量 范 数 的 等 价 性 ， 疝 量 落 数 与 向 
量 序 别 收 竹 的 关系 ; 在 给 阵 范 数 中 策 点 放 在 与 向 是 范 数 相 客 的 算 子 范 数 上 ， 给 出 了 算 子 范 数 与 谱 半 径 的 美 
系 ， 特 跌 给 性 非 奇 异 的 条 侍 ，。 

斌 阵 分 解 就 是 将 一 个 和 阵 分 解 为 儿 个 具有 特殊 性 质 的 此 隆 乘 积 ， 矩 尾 分 解 补 应 用 在 理论 分 析 和 数值 计 
算 中 。 这 里 介绍 了 纸 阵 的 工 以 三 角 分 解 ， 满 铁 分 解 ， 正 交 CQR 分 解 和 奇异 值 分 解 。 移 阵 的 了 B 三 角 分 租 ， 
基 列 斯 基 分 解 是 求解 线性 方程 组 的 有 效 方法 ; 吾 以 利用 满 积分 解 研 究 广义 逆 上 矩阵 问题 OR 分 解 是 计算 姑 
阵 将 征 得 最 有 效 算 法 之 一 的 人 @R 算法 的 基础 ; 奇异 值 分 解 可 以 看 虑 是 m 阶 方 阵 对 着 化 推广 到 一 般 红 阵 的 情 
形 ， 是 认 用 最 广 话 的 矩阵 分 解 方 法 。 

在 扰 眠 理论 中 还 有 与 基 小 二 乘 型 论 密 茹 相关 的 广义 地 天 阵 的 内 容 ， 将 在 第 五 童 的 数据 拟 合 中 还 行 介绍 。 

年 耳 理 论 中 的 有 关 讨 算 ， 可 瀛 利用 数学 工具 软件 进行 ,在 MATELAR，MAbPLE，TMSL 程序 库 等 坎 竹 
中 ， 痢 有 许 才 现成 的 狂 序 可 供 答 阵 计算 时 使 用 。 此 外 还 有 一 些 专 晴 的 源 程序 包 ， 可 供 调用 ， 如 FORTRAN 
诸 育 的 LINPACK 和 TIAPACRK 攻 。 

光 了 于 此 上阵 理论 爱 其 应 四 的 更 窜 肉 容 ， 请 参考 书后 所 列 的 大 考 文献 。 
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习 题 
2.1 求 R 民 中 应 量 w=(l,2,1,1)7 在 基 ei=fl,1,1,1)7，U = -1 -1)T6=rl -1 -1 
zi=(1,-1,-1,1) 王 的 坐标 。 
立 . 也 已 知 玉 * 中 的 两 组 基 ， 分 别 记 演 站 | ,站 2 ,站 3， 有 和 大 请 有; ,po 它们 之 癌 满 足 ，: 


丰 | 十 之 俱 2 二 睛 3 


| CE 


低 ] 十 之 站 3 二 直 4 
让 + 2 月 : = 出 3 
中 二 2 有 ;= 在 4 
贡 求 以 基 在 1* 交 2 症 了 3 嫩 4 到 基 所 , 六 ,8 ,有 的 过 小 矩 阵 ; 
加 耕 问 量 g=281: -waz+g3s+ 克 |， 求 它 在 基 呈 ,有 ,3 ,中 下 的 坐标 。 
2.3 议 呵 量 组 wii 一 (12 一 ]，, 一 2)7@2=(3,11t)T es-( -10,1,-1)T78=(2,5, 6, 一 5)T, 有 = 
(一 12 一 73) 4131= Spaniei,eayeii ,sz=Span| 有 ,及 |。 求生 成 子 空 间 8$ 与 S., 的 交 与 和 的 基 与 维 数 。 
2.4 设 员 中 的 向 量 组 el = (it2,2, -1Tes=(1,1, -5,3)1g3 一 (3,2,8, -379T 构成 生成 子 密 间 S- 
Spaniegl,wzyasi。 用 施 密 特 正 交 化 方法 求 出 子 空间 $ 的 标准 正 交 基 ， 并 将 其 扩充 为 R4 的 标准 正 交 基 。 
2.35 说 了 是 线性 空间 尺 - 中 的 线性 变换 ， 它 在 基 m ，e,，f3 下 的 矩阵 表示 为 ， 


1 之 了 3 
半 ] 3 


求 工 在 基 击 =@i， 矶 = 人 + 在 2， 忆 = ai+tar+ew3s 下 的 扎 阵 表示 。 

2.6 设 线 性 空间 尺 的 两 组 基 ; mi= (1,0,1)7,oz=(2,1;0)7,g3 (1 1T, 有 =(12，- 1) ,及 = 
(2,2, 一 1) ,有 =(2， -1 一 1 定义 线性 变换 T(ei)= 朋 (二 12.3)。 

岂 ) 写 出 从 基 Ki1 ;在 2， 放 z 到 基 卢 ,8 ,8 的 过 滤 和 矩阵; 

避 ) 写 出 了 在 基 mwiy6a,as 下 的 矩阵 表示 

电 写 出 了 在 基 思 , 记 ;, 访 下 的 矩阵 表示 。 

2.7 庶 线 性 变换 工 在 基 wei=( 11:1)es=(1:0, -193 =(0,1T 下 的 矩阵 表示 是 ， 


1 0 
| 0 | 


-1 2 1 
山 求 工 的 值 域 RIT) 和 零 空 间 WfT); 
唤 在 了 的 值 域 RIT) 中 选 一 组 基 ， 将 它 扩 充 成 线性 空间 R3 的 -组 基 。 
2.8 对 任意 两 个 = 阶 和 矩阵 4 和 召 ， 证明 : 4B 与 如 4 有 相同 的 特征 多 项 趟 。 
2.9 至 少 运 用 三 种 数学 下 具 软 件 计 算 一 个 矩阵 的 特征 萌 与 特征 向 其 ， 
2.10 已 却 算 阵 4 和 时 是 相似 第 和 阵 ， 证 明 :， tr(4= trr 吕 ) 
2.1l1 求 下 列 矩 阵 的 药 当 标准 形 和 变 搞 矩阵 严 ， 方 法 不 眼 。 
3 -1 -3 1 
3 7 一 引 
路 4-| | 4= 
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2.12 设 迄 阵 : 


寺 -1 = b 
-| 才 人 一 | 
一 
- 0 2 一 ] 
0 1 一 1 二 


亲 ) 求 算 阵 4 的 约 当 标准 形 和 变换 矩阵 下 ; 
D 求解 线性 微分 方程 组 5 - 4X。 
2.13 设 3 阶 阵 和 的 三 个 特 社 值 为 1，-1，2， 攻 简 函 数 产 和 = 由 -34 43 和 一。 


2.14 设 4 是 z 阶 矩阵 ,证 明 ; 14 1。 = max > 1 as | 是 与 1z 站 <- 相 容 的 算 子 范 数 。 


了 - 1 





2.15 试 举 出 -- 个 引 阵 ， 全 得 它 的 一 种 算 子 攻 数 小 于 1， 而 其 他 疯 种 算 子 攻 数 不 小 于 1。 
[6 2 1 -| 
2 4 1 
2.16 求 短 阵 4 | 1 -1 | 各 和 分 名 与 看 列 晨 分 
[LT 0 -1 3 引 
1 2 3 0 
2.17 求生 和 降 上 4- | 2 1 -1i 的 满 秩 分 解 . 
1 0 2 | 
5 -3 2 
了 .1] 织 和 全 放 4- | 一 才 | 马 分 解 。 
EL -- 5 
2 .19 


议 5 和 o 分 别 是 矩 竹 4 的 最 大 奇异 值 币 最 小 奇异 值 ,证明 mi= 1412; 当 上 是 非 奇异 矩阵 


>=Txas 


心 


1 1 121 
2.20 素 和 矩阵 4 二 | 1 0 2 的 奇异 值 分 解 ， 
-1 0 


站 1 1 
2 .21 求 间 次 线性 微分 方程 组 5 - 4X 的 解 ， Ra | | ] -| 


一 


口 基 
本 5 一生 十 而 
2.22 机 和 分 人 4 的 解 ， 其 中 : 
着 .0 一 点 
Fr -6 1 全 2 | 1 - 
4-| -1 0 1 | | | 
LO 0 0 | 相交 
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第 三 章 ”线性 方程 组 的 数值 方法 


如 何 有 效 地 求解 线性 方程 组 ， 是 科学 与 工程 计算 中 最 基本 、 应 用 最 广泛 的 问题 ; 也 是 计 
算数 学 中 的 一 个 重要 方向 和 课题 。 例 如 实际 应 用 中 的 网 络 分 析 问 题 ， 结 构 分 析 问 题 和 数据 分 
析 问 题 等 ; 数学 上 的 样 条 允 近 问题 、 最 小 二 乘 计算 、 微 分 方程 组 数值 解 问题 等 ， 最 终 都 可 以 
归 作 为 求解 线性 方程 组 的 问题 。 线 性 方程 组 主要 有 两 类 求解 方法 ， 直 接 法 和 选 代 法 。 本 章 主 
要 介绍 求解 线性 方程 组 的 直接 法 和 迁 代 法 的 基本 恶 想 ， 以 及 这 些 数 倘 方 法 的 实现 。 


第 一 节 ”线性 方程 组 的 基本 概念 
定义 3.1.1 考虑 旭 人 下 形式 的 阶 线性 方程 组 : 


CT1T GOI22 二 十 人 nt 二 起 1 
| 人 2rrn 二 上 2 (3.1.1) 
| | 站 本 十 二 下 

如 二 采 几 第 阵 和 向 量 记 号 ， 线 性 方程 组 (3.1.1) 可 表示 为 : 
碟 蔗 三 四 (3.1.2) 
这 里 建 阵 4& = (ay) 称 为 方程 组 (3.1.1) 的 系数 上 再 阵 ;8 = (5 bp, 由) 并 称 为 万 程 组 的 右 
峭 项 或 汕 数 项 ; = (zcazn)l 是 方程 组 的 解 。 
根据 线性 代数 理论 , 若 和 矩阵 各 非 奇 异 ( 即 系数 允 阵 的 行列 式 非 零 ) , 则 方程 组 (3.1.1) 存 在 
惟一 解 。 如 果 设 有 特别 说 明 ,本 章 讨 论 的 线性 方程 组 都 只 存在 惟一 解 。 
对 于 阶 比较 低 的 线性 方程 组 ,可 用 克 沫 姆 法 则 求解 ,线性 庆 程 组 (3.1.2; 的 解 可 表示 为 ， 
2 《3.1.3) 
其 中 卫 = dst(4)，, 疡 为 用 右 端 项 代替 第 阵 4 的 第 ; 列 后 得 到 的 行列 式 值 。 
虽 然 殉 莱 姆 法 则 在 线性 方 称 组 的 理论 研究 中 功 不 可 没 , 但 是 在 实际 计算 中 , 却 难以 卫 受 它 
的 计算 量 。 例 如 峰 定 义 计 算 行 列 式 时 ,求解 一 个 30 阶 的 线性 方程 组 ,所 需 的 乘法 次 数 约 为 29X 
311 闪 2.38x10 ,即使 以 侍 秒 10? 的 运算 速度 ,计算 机 也 需要 7.56 x 1018 年 的 时 间 。 而 在 五 
油 山 探 .天 气 预 报 等 问题 中 常常 出 现成 百 上 千 阶 的 线性 方 穆 组 ,这 就 需要 研究 适用 于 求解 较 丸 
规模 线性 方程 组 的 方法 ， 
线性 方程 组 的 求解 方法 可 分 为 直接 法 和 选 代 法 两 类 。 耕 运 算 过 程 中 没有 伟人 误差 ,直接 
法 经 过 有 限 次 的 四 则 运算 ,可 以 得 到 上 方程 组 的 精确 解 。 但 是 实际 计算 过 程 中 ,完全 秆 绝 舍 人 误 
考 是 不 可 能 的 ,只 能 以 制 舍 人 误 益 的 增 民 , 岗 此 用 直接 法 得 色 的 解 也 不 是 绝对 精确 的 。 直 接 鞭 
一 般 用 于 求解 中 小 型 的 线性 方程 组 。 最 常见 的 直接 洗 昆 Gauss 消去 法 态 其 各 种 变形 ,还 有 利 
用 算 阵 分 解 或 矩阵 求 道 构造 的 方法 。 
大 代 法 通过 构造 迁 代 冰 数 ,采用 向 量 俏 函 数 选 代 的 方式 ,让 迁 代 点 逐步 带 近 线 忻 方程 组 的 
解 . 出 赤 代 法 求解 只 能 得 到 满足 -` 定 精度 要 求 的 方程 组 的 近似 解 , 选 代 法 可 以 求解 大 型 的 线 
性 方 称 组 门 题 。 常 用 的 选 代 法 有 Jacobi 迭代 法 ,Gauss-Seide 迁 代 法 ,逐次 超 松弛 和 鞠 代 法 和 共 辆 
72 


梯度 选 代 法 。 
本 节 先 考虑 最 简单 的 三 角形 方程 组 的 求解 。 所 谓 的 三 角形 方程 组 是 指 系 数 和 您 阵 为 三 角形 
窍 阵 的 线性 方程 组 。 
设 z 阶 上 三 角形 方程 组: 
EtY 二 看 (3.1.4) 
其 中 D= (ai) 是 ” 阶 上 二 角形 和 矩阵， 变量 x=(zriyzr…zrr) ， 右 靖 二 =( Bi 6， 
请 1。 国 为 det 5E) = Ra 所 内 咎 det (0) 天 0， 则 方程 组 (3.1.4) 有 惟一 解 。 
求解 过 程 如 下 : 
Ta 二 Pa 
| 3 ,1 .5 


2 
41 


计算 过 程式 (3.1.5) 需要 进行 站 次 除法 运算 ， 约 0( 扩 人) 次 乘法 运算 ， 虽 (0222) 次 加 
减 运算 ， 人 台 计 OfE) 次 四 则 运算 。 类 似 地 ， 可 以 得 到 求解 下 三 角形 方程 组 


Er= (3.1.6] 
的 计算 会 式 ， 它 所 需 的 计算 量 与 式 (3.1.5) 的 计算 量 相同 。 
求解 二 角形 方程 组 的 计算 过 程 通常 称 为 同 代 过 程 。 
对 于 一 般 的 ” 阶 线性 方程 组 4xr=， 根 据 第 二 章 中 矩阵 的 革 1 分 解 ， 存 在 下 三 角 逢 上 阵 
过 和 上 = 三角 十 阵 如 ， 使 得 4 = 工 U， 于 是 方程 组 4x = 五 可 以 化 成 如 下 两 个 三 角形 方程 组 : 
二 (3.1.7) 
二 了 
求解 线性 方程 组 的 直接 法 大 才 是 先 将 方程 组 等 价 蛮 换 为 三 角形 方程 组 【3.1.7)， 然 后 再 
通过 求解 三 角形 方程 组 得 到 诛 方 程 组 的 解 。 
下 面 的 第 二 节 将 介绍 求解 方程 组 的 直接 法 ， 第 二 节 分 析 影响 直接 法 计算 精度 的 因素 ， 第 
四 三 介绍 求解 方程 组 的 各 种 夺 代 法 ， 第 五 节 将 给 出 如 何 利 用 数学 软件 求解 线性 方程 组 。 
第 二 节 Causs 消去 法 与 三 角 分 解法 
在 线性 代数 中 求解 线性 方程 组 的 初等 行 变换 方法 ， 实 际 上 就 是 Gauss 消去 法 ， 它 是 求解 
线性 方程 组 的 一 种 经 典 的 方法 ， 由 它 改 进 得 到 的 各 种 变形 仍然 是 求解 低 阶 稠密 线性 方程 组 的 
有 效 方 法 。 
一 、CGaass 顺序 消去 法 
这 里 将 讨论 Ciauss 顺序 消去 法 的 基本 过 程 、 和 矩阵 形式 以 及 可 行 性 等 问题 。 
设 给 年 线性 方程 组 : 
三 一 下 (3.2.1) 
其 中 4 一 (azjuxn 汶 系数 算 阵 ， p= (bp mp) 为 右 闪 项 ， 且 det(4) 天 0。 
Gauss 顺序 消去 法 的 基本 此 芭 可 以 和 分 为 两 步 进行 ， 即 消去 过 释 和 同 代 过 程 。 
消去 过 程 : 设 系数 增 广 矩阵 [45]= [440050]， 则 方 穆 组 《3.2.1》 可 写 为 ， 
三 一 囊 人 ) (3.2.2) 
润 去 法 的 第 1 步 : 假设 ai 天 0， 也 Za 2 3 为 消去 第 2 ,3，…，7z 


行 的 zi 项 , 令 一 作曲 一 Ca = 


02) 得 到 的 
7 了 


方程 组 与 原 方程 组 等 价 ， 即 


(一 站 三 一 肯 人 0 (3.2.3) 
其 中 : 
< 吕 和 
(2)》 2) (2) 
[ 4408 ] = RE 罗 (3.2.4) 
0 oa 人 
一 般 地 ， 设 消去 法 已 进行 上 -1 工 步 ， 得 到 方程 组 
下 (3.2.5) 
此 时 对 应 的 系数 增 广 矩阵 为 
< 和 pa 全 人 
5 钨 号 
()《] _ 
[4 二 fk) (人 (2.6) 


5 

假设 < 儿 关 0,， 记 玉 =e 吕 [aa 夫 (= 天 +1. 0)， 为 消去 第 天 +1， aa 行 的 rr 项 ,可 
念 区 秆 = 天 上,…,)， 得 到 与 
原 方 程 组 等 价 的 方程 组 ， 


唐 ( 二 1 一 下 (二 上 《3.2.7] 
经 过 呈 -~ 工 步 消 元 法 后 ， 束 完成 了 消去 过 程 。 得 到 与 方程 组 (3.2.1) 等 价 的 方程 组 : 
生 () 攻 一 古人) (3.2.8》 
其 中 : 
5 
[ 和 人 ] -_ 4 好 机 4 刀 ) 六 (3.2.9) 
2 


回 代 过 程 : 此 时 方程 组 【3.2.8} 是 二 三 角形 方程 组 ， 可 以 利用 式 {3.1.5) 的 回 代 过 程 
求 出 方程 组 的 解 。 

为 了 用 征 阵 形式 描述 Gauss 顺序 消去 活 ， 需 要 介绍 初等 目 阵 及 其 性 质 。 

定 兴 3.2.1 设 矩 阵 : 


] 

-1 (3.2.10) 

一 ] 

其 中 上 一 (0 0 (0 00 0) 只 有 第 1j 行 的 元 素 为  ， 称 失 阵 
/学 


] 
(人工 = (3.2.11) 
1 上 
1 1 
1 
12 .1 
: [1 
罗 天 | 工 …p = ， (3.2.12) 
+1 1 症 1 
Z 1 ， 1 1 


号 必 j<R<i， 交换 二 的 第 ; 行 与 第 & 行 ,第 列 与 第 & 列 ， 得 到 矩阵 工 ， 则 只 需 交 
换 矩 阵 7 的 第 7 列 的 第 ; 行 与 第 站 行 元 素 就 可 得 到 工 ,。 
利用 初等 矩阵 的 概念 可 知 ， 第 六 步 消 去 法 等 于 左 乘 矩阵 世 ， 于 是 Gauss 顺序 消去 法 的 
挎 阵 形式 可 以 表示 为 : 
开工 ， 2 了 一 (3.2.13) 
或 者 写成 : 
冲 =( 开 1 1) 《3.2.14) 
令 下 三 角 惩 阵 了 = 工 1 工 :二 xl， 上 三 角 和 矩阵 珀 = 4 ， 则 Gauss 顺序 消去 法 的 过 
自 实 际 上 就 是 通过 对 系数 矩阵 4 进行 Doolittte 分 解 ， 将 方程 组 《3.2.1) 化 为 三 角形 方 
程 组 : 


| (3.2.15) 
EXY 三 
Gauss 须 序 消去 法 的 第 步 消去 过 程 需要 ” -上 次 除法 运算 ，(m -kJ(a -+1) 次 乘法 
运算 和 (fa )fa 一 +i) 次 加 减法 运算 。 不 难 计 算 ， 整 个 消去 过 程 共 需要 进行 各 的 
D(z /3) 次 的 乘除 运算 和 加 减 运算 。 再 加 上 求解 三 角形 方程 组 (3.1.$) 的 计算 量 ， 最 终 用 
Ganss 顺序 消去 法 求解 上 阶 线 件 方程 组 的 四 则 运算 量 约 为 : 
DA3J+DUaaA3 +2O082yseD(273091 
Gauss 顺序 消去 法 的 消去 过 程 和 回 代 过 程 均 要 求 满足 条 件 a 多 尖 0( 虹 =,2 ay， 否则 
计算 过 程 无 法 继续 进行 。 称 在 消 元 过 程 中 作为 除数 的 元 素 和 为 主 元 素 ， 或 简称 为 主 元 。 下 
面 不 加 证 明 地 给 出 Gauss 顺序 消去 法 的 可 行 性 条 件 。 
定理 3.2.1 Gauss 顺序 消去 法 中 ae 多 关 0(E = 1,2,…,2) 的 充 要 条 件 是 : 矩阵 4 的 各 阶 
主子 式 As( 开 二 12 2) 满足 det(A) 天 0。 
以 定理 3.2.1 为 基础 ， 可 以 得 到 两 个 更 实用 的 判别 定理 
定理 3.2.2 设 短 阵 4 是 对 称 正 定 矩 阵 ， 则 成 立 se 多 )F0 (1， 2 
定理 3.2.3 设 矩 阵 4 是 严格 对 角 占 优 矩 阵 ， 则 有 ea 央 0 (E=1，2，.…，7)。 
例 3.2.1 求解 下 面 的 线性 方程 组 ， 并 写 出 矩阵 4 的 开 中 分 解 形式 ， 


/5 


Da 1 一 111<1 白 
2 二 1 由 T2| | 一 
1 1 4 -lz | 5 
-10 -1 3 L-5 


解 因为 系数 窍 阵 4 是 严格 对 角 占 人 钛 和 矩阵， 所 以 可 以 用 Gauss 顺序 消去 法 求解 方程 组 。 
方法 1 用 Gauss 顺 译 消 去 法 求解 。 


首 计 写 出 方程 组 的 系数 增 广 矩 阵 : 
6 2 1 -1 46 
2 4 1 0 -1 
(4 押 1 4 -1 5 


-10 -1 3 -5 
其 次 进行 消去 过 程 : 第 1 步 消 元 因 于 0 =2 和 6，2 =1 人 和，z= -176， 消 元 后 得 到 
6 2? 1 -1 6 
0 10[3 23 13 一 3 
2 23 在 -5 人 4 
1/3 -Sm6 17 和 -4 
第 2 步 消 元 因子 55=1“，:=1710， 消 元 后 得 到 : 


【人 二 


各 2 1 -1] 6 
(40080303 一 0 1073 | 173 3 
0 0 340 -9r0 23 
D -9xl0 ?28710 一 37z10 
第 3 步 消 元 因子 143 = -9737， 消 元 后 得 到 : 
了 1 -| 6 
(古人 入 (9 ) 一 0 10 和 3 23 1 /3 一 


0 0 3?7/0 -9/A0 23 手 
0 0 191Z74 一 191774 
最 后 进行 回民 过 程 ， 求 出 方程 组 的 解 x- (1, -1,1,~-1)7。 令 : 


上 昌 之 一 
了 上 1 107/3 /3 173 
1z6 1 x5 1 377z10 一 9z10 
~1zxe 1Z0 -9x37 1 ia 


则 可 以 验证 各 = 工 厅 。 

方法 2 用 逢 阵 分 解 方法 求解 。 

首先 计算 系数 年 阵 & 的 Doolittle 分 解 ， 得 到 局 前 的 失 阵 工 和 也 

其 次 用 回 代 过 程 求解 下 三 角形 方程 组 工 7 = bp， 得 到 解 y= (6,3,2375, -1914JT。 最 后 
骨 求 解 上 三 角形 方程 组 Ux = y， 得 到 原 方程 组 的 解 x=(1, -1.1, -DT。 

二 、Gauss 选 主 元 消去 法 

Gauss 顺序 消去 法 在 实际 使 用 时 存在 许多 问题 。 例 如 当 det(4) 尖 0 时 ， 方程 组 4r = 
有 惟一 和解 。 但 是 此 条 件 并 不 能 保证 4 的 所 有 主子 式 都 满足 det(4.) 尖 0， 即 不 能 保证 每 一 个 
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主 元 满足 ac 多头 0， 这 将 使 消去 过 程 无 法 完成 ; 或 者 虽然 有 a 好 :和 0， 但 1a 娩 1 很 小 ， 又 将 
会 导致 求解 的 结果 不 可 靠 。 
例 3,2,2 求解 线性 方程 组 ， 计 算 过 程 中 取 3 位 有 效 数 字 ; 
1.00xI0 rt+1i00zrs=1.00 
| 1.00z+1.00r>=2.00 
解 “方程 组 的 精确 解 接 近 x=(1.0001，0.9999)5， 但 注意 到 系数 cell=1.00x10… 与 其 
他 系数 相 比 很 小 ， 如 果 采 用 Gauss 顺序 消去 法 ， 选 择 aii 为 主 元 ， 则 消 元 后 第 2 个 方程 化 为 





在 3 位 有 效 数 字 的 运算 限制 下 ， 得 到 方程 组 的 解 =(0.00,1.00) 。 旺 然 这 是 不 应 确 的 解 。 
主要 原因 是 第 1 个 方程 中 出 现 非常 小 的 主 元 1.00x10“， 在 求解 r; 时 ， 将 x: 的 误差 放 大 
了 10 倍 ， 使 得 求解 结果 完全 和 失真。 如果 我 们 先 交 换 两 个 方程 的 次 序 ， 再 采用 Gauss 顺序 消 
去 法 ， 就 不 会 出 现 解 的 严重 失真 ， 得 到 方程 组 的 解 Y= (1.00,1.007。 

为 消除 Gauss 顺序 消去 法 中 可 能 出 现 的 替 主 元 和 小 主 元 ， 在 消 元 前 可 以 对 方程 组 进行 行 
变换 或 列 交 换 ， 选 择 适 全 的 主 元 ， 这 就 是 Gauss 选 主 元 法 的 基本 思想 。，Gauss 选 主 元 方法 有 
丙 类 ， 一 是 在 进行 第 上 步 消 元 前 ， 从 第 二 列 的 元 素 e 色 (= 天 :aa) 中 选择 绝对 信 最 大 的 元 
素 作 为 主 元 ， 将 它 换 色 第 站 行 ， 然 后 再 进行 第 二 步 消 元 ， 称 为 Gauss 列 主 元 消去 法 ; 二 是 从 
元 素 a 关 全 = 天 ai) 中 选择 绝对 值 最 大 的 元 素 作 为 主 元， 将 它 换 到 第 二 行 第 下 列 ， 称 为 
fiauss 完全 主 元 消去 法 。 

定 兴 3.2,2 变换 an 阶 单 位 矩阵 工 的 第 ; 行 和 第) 行 后 ， 得 到 的 矩阵 ， 


到 :二 5 (3.2.161) 


1 

称 为 对 换 乞 阵 ， 对 换 和 矩阵 也 可 以 记 为 了 。 对 换 失 阵 有 下 列 性 质 : 

中 Pi = 了 ， 芭 一 P= 了 工 

外 妾 ij 时 ， 有 det(P)= -1。 

可 以 用 对 换 征 阵 来 描述 Gauss 选 主 元 上 方法 的 年 阵 形式 。 

设 给 定 线 人 性 方程 组 (3.2.1)， 在 Gauss 列 主 元 消去 法 的 第 & 步 消 元 时 ， 选 主 元 和 行 变 换 
可 以 下 堪 乘 对 换 第 阵 严 表示 ， 消 元 可 以 用 左 乘 初等 生 阵 工 : 表示 。 这 样 Gauss 列 主 元 消去 法 
的 第 阵 形式 为 : 

站。 1 下 【3 【了 |) 是 = 于 (3.2.17] 
苇 中 窍 阵 4 和 为 上 三 角 矩 阵 。 将 式 (3.2.17) 改 与 为 ; 
工 。 -1 (也 ， 1 工 。21 (LP。1P，:? 工 3P。2 忆 1) 
〔( 恶 ， PP (CPP)A = 工人 Pt 

其 中 世 , = 忆 ，1 PELP PP，; 为 初等 失 阵 ， 下 = 玉 1… 呈 ; 也 是 对 换 抵 阵 。 和 进一步 记 
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单位 下 三 角 和 卸 阵 工 = 工 3 1 了 工 T1， 上 三 角 和 矩阵 太 = 46 ， 则 式 (3.2.17)》 可 以 写成 ， 
jp4 = 工事 [3.2.18) 
(Gauss 列 主 元 消去 法 的 实质 怠 是 : 先 交 换 方 程 次 序 ， 将 方程 组 (3.2.1) 等 价 化 为 方 
程 组 : 


PAY = 25 《3.2.19] 
理 根 据 第 阵 P4 的 革 口 分 解 ， 化 为 易于 求解 的 三 角形 方程 组 : 
本 (3.2.20) 
1Y 一 


与 Gauss 顺序 消去 法 相 比 ，Gauss 列 主 元 消去 法 的 计算 量 公 增加 了 选 主 元 程 行 交 换 讨 程 ， 
级 多 进行 DUza22) 次 比较 和 OU) 次 行 交 换 ， 所 以 Gauss 列 主 元 消去 法 的 运算 量 仍 为 
Of2P” 3)。 
Gauss 列 主 元 消去 法 的 特点 是 : 计算 量 少 ， 与 Gauss 顺序 消去 法 相当 ;变量 次 序 不 变 ; 
计算 精度 较 高 ;只 要 det(A) 天 0 ， 就 一 定 可 以 求 出 方程 组 的 解 。 
类 个 地 ， 可 以 讨论 Gauss 完全 主 元 消去 法 的 乱 阵 实现 。 选 主 元 与 行 变 换 、 列 变换 可 以 用 
堪 乘 对 换 和 插 阵 P,， 和 右 乘 对 换 符 阵 刀 , 表示 ， 消 元 可 以 用 左 乘 初等 矩阵 开 表示 。 这 样 Gauss 
完全 主 元 消去 法 的 矩阵 形式 为 : 
( 工 。 1 P。 1 …( 工 PP) 工 P)AG 和 和 = 甫 全 (3.2.21) 
进一步 可 以 写成 : 
了 4 刀 = 天 区 《3 了 .2.22) 
其 中 王 和 吕 为 对 换 矩 阵 ,三 为 单位 下 三 角 拖 阵 , 习 为 上 三 角 定 阵 。 
Gauss 完全 主 元 消去 法 的 实质 就 是 : 先 变换 方程 次 序 和 变量 次 序 ,将 方程 组 等 价 化 为 : 


P4DTfGQ r)= 了 5 【和 .2.23) 
再 根据 矩阵 Pa4e 的 工 U 分 解 ， 化 为 易于 求解 的 三 角形 方程 组 : 
寺 y 二 下 记 
[3.2.24》 
1， 


Gauss 完全 主 元 消去 法 需要 进行 约 DO(mA3) 次 比较 和 口 (2a) 次 行 与 列 变 换 ， 加 上 消 元 
和 回 代 所 需 的 计算 量 ，Gauss 完全 主 元 消去 法 的 运算 量 总 共 约 为 D{2 )。 由 于 计算 机 进行 比 
较 的 速度 较 慢 ， 所 以 实际 上 Gauss 完全 主 元 消去 法 的 计算 时 间 是 列 主 元 消去 法 的 一 供 。 

剑 3,2,3 分 别 用 Gauss 列 主 元 消去 法 和 完全 主 元 消去 法 求解 下 面 的 线性 方程 组 : 


2 -14 -3 1 1 1 
-T 1 2 1 3 民 2 1 入 
二 3 3 一 1 41473511 二 | 

-3 1 3 4 工 4 6 
] 3 1 4 4 区 [8 


解 ”因为 方程 组 的 计算 量 较 大 ， 这 里 用 MATLAB 编程 来 计算 。 

方法 1 Gauss 列 主 元 消去 活 。 

编写 列 主 元 消去 法 的 计算 程序 ， 得 到 对 换 柴 阵 刀 ， 单 位 下 三 角 惠 阵 王 ， 上 三 角 符 阵 也: 
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00D1000 | 
000 tt 0 -0.75 1! 
P=-l10000，LL=|0.S 一 0.8 1 
0000 1 .25 1 下 .7463 1 
0D0100 0 -0.25 1006 -0.0597 0.4754 1] 
4 2 3 3 一 1 
2.5 5.25 4.25 了 3.25 
厅 = 66.7 -1.1 4.1 
-1.8209 4.0597 
-1 修 .8852 
了 工 y= 85 


阿 代 方 程 给 gx-y ， 求解 得 到 x = (0.0370 ,4.6667,1.4444, 一 2.2963,2.9259]T。 


方法 2 Gauss 完全 主 元 消去 法 。 
编号 完全 主 元 消去 法 程序 ， 得 到 对 换 仑 阵 下 与 台 ， 单 位 下 三 角 抢 阵 工 ， 上 三 角 持 阵 忆 ， 


00100 1I10000 
000 1 00001 
P=llI0000，C=01000 
0000 1 00100 
01000 000190 
1 
-0.75 1 
于 =| 0.5 0.4762 1 
0.25 0.0476 -0.4672 1 
-0.25 0.5238 -0.073 0.2581 1 
4 3 3 -1 2 
5.25 4.25 3.25 2.5 
吕 = -6.5238 -0.0476 -3.1905 
4.073 0.8905 
0.1935 
了 二 中 
可 代 方 组 | 一 人， -yy 得 到 解 zx= (0.0370,4.6667,1.4444, -2.2963,2.9259) T。 


用 Gauss 剂 主 元 消去 法 和 完全 主 元 消去 法 求解 本 题 ， 所 花费 的 CPU 计算 时 间 分 别 约 为 
0.04s 和 0.06s; 得 到 的 误 善 分 别 为 $.3291x10 和 1.7764x10-15。 

Gauss 列 主 元 消去 法 与 Gauss 完全 主 元 精 去 法 在 求解 的 精度 和 数值 稳定 性 方面 基本 相当 ， 
但 前 者 的 运算 量 显 闭 小 王后 着 。 因 此 Gauss 列 主 元 销 去 法 是 求解 中 小 型 向 密 线 性 方程 组 有 效 
方法 之 一 。 

三 、 上 矩阵 的 直接 三 角 分 解法 

(Gauss 消去 法 可 用 来 求解 一 般 的 线性 方程 组 ， 对 于 某 些 特殊 的 线性 方程 组 ， 便 如 当 系 数 
所 阵 和 是 三 对 角 和 邱 阵 或 者 对 称 正定 矩阵 时 ， 可 以 直接 利用 绝 阵 分 解 ， 得 到 计算 更 为 简单 的 
方法 。 了 下面 介绍 求解 三 对 角形 方程 组 的 追赶 法 和 对 称 正定 方程 组 的 Cholesky 分 解法 。 
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定 人 3.2.3 称 革 阶 韦 阵 


和 = 本 (3.2.25) 
| Cr- eol1 cn-l 
丰 ， 户 ， 
为 二 对 角 符 阵 ; 对 应 的 方程 组 4&r = 了 称 为 三 对 角形 方程 组 。 二 对 角形 方程 组 是 一 种 简单 ， 
但 是 党 见 的 方程 组 ， 在 求解 三 次 样 条 和 微分 方程 等 实际 问题 中 经 常 碰 到。 求解 三 对 角形 方程 
组 的 一 种 直接 法 是 追赶 法 ， 它 具有 存储 量 小 、 运 算 量 小 的 优点 。 
不 难 验 证 ， 三 对 和 和 矩阵 各 的 Doolittle 分 解 形式 是 : 


[| #i fl 
1 za 
种 三世 后 = ， ， “ _ (3.2.26) 
0 1 
上 ， 于 
这 里 上 和 az 为 待定 参数 ， 其 计算 公式 为 : 
1 三 直 ] 
和 1 【3.2.27) 
1 二 站) 


解 下 三 角形 方程 组 了 7 = 了 的 公式 为 : 
人 (3.2.28】 
扩 二 太 3 
解 上 三 角形 方程 组 Cr =? 的 公式 为 : 
AT 
人 (= 1 2 1 《3.2.29] 
于 是 求解 一 对 角形 方程 组 的 追赶 法 的 计算 过 程 可 归结 为 下 列 两 步 ， 
由 所 过 程 〈;i 逐步 增 大 过 程 )， 
fa 了 
1 
和 (3.2.30) 
二 太一 1 全 2 
凤 赶 过 程 人 逐步 减 小 过 程 ) : 
jz 加 Aatr 
(Lie 人 一 1 .2.1) 
经 过 分 析 可 知 ， 追 赶 法 只 需要 进行 8n 次 四 则 运算 ， 存 情 空 间 仅 用 4 个 ” 维 数组 ， 极 大 
地 括 局 了 求解 方程 组 的 效率 。 关 于 迪 赶 法 的 可 行 性 我 们 有 如 下 定理 。 
定理 3.2.4 设 三 对 角 和 矩阵 4 是 对 角 占 优 矩 阵 ， 则 三 对 角形 方程 组 4x 三 子 的 解 惟 一 ， 
且 扎 赶 法 基数 值 稳定 的 。 
例 3.2.4 用 追赶 法 求解 下 面 的 三 对 角形 方程 组 
0 


【3.2.311 


症 人 


解 用 式 43.2.30) 进行 追 过 程 计 算 ， 得 到 
] 4 一 ] 
， -| 3.75 一 上 


一 心 .295 | 
了 .7334 


mm 一 














1 
， 了 一 IE 
-0.2667 1 .8668 


再 利用 式 (3.2.31) 进行 赶 过 程 计 算 ， 得 到 方程 组 的 解 = (0.5179,1.0714,0.76797 1。 

若 罕 阵 4 的 所 有 非 零 元 素 都 分 布 在 主 对 角 线 两 人 出 急 罕 的 之 状 区 域内 ， 则 称 答 阵 和 为 审 
状 对 角 托 阵 ;， 相 应 的 线性 方程 组 4x = 了 了 称 为 带 状 钱 性 方程 组 。 应 胃 与 求解 三 对 攻 形 方 程 组 
类 做 的 方法 ， 可 以 求解 带宽 确定 的 带 状 组 性 方程 组 。 

如 果 线 性 方 各 组 4x = 的 系数 矩阵 4 是 对 称 正 定 乞 阵 ， 可 以 通过 对 和 进行 Cholesky 
分 解 ， 将 方程 组 等 价 化 为 两 个 三 角形 方程 组 求解 ， 该 方法 称 为 Cholesky 方法 或 平方 根 靶 。 

首先 给 出 判定 得 阵 是 否 对 称 正定 的 定理 。 

定理 3.2.5 设 4 是 实 对 称 惩 阵 ， 则 4 为 正定 和 托 阵 的 充 要 到 件 是 : 4 的 各 阶 主子 式 4 
满足 det(4)>0; 或 者 和 的 所 有 特征 值 1. >0。 

定理 3.2.6 和 若 实 对 称 和 矩阵 和 是 严格 对 角 占 优 的 ， 则 4 为 正定 矩阵 。 

接 下 来 考虑 角 性 方程 组 4x=5， 它 的 系数 皇 阵 4 是 允 称 正定 乞 阵 ， 则 存在 对 角 线 为 正 


的 下 夺 攻 和 窍 阵 世 ， 使 得 : 
1 
| 《3.2.32) 
纪 ar 


5 一 
六 = (ai 3 (3.2.33) 
二 二 1 


tt 
总 = 了 一 | . 
ii Lo 





其 中 六 是 待 符 参数， 其 计算 公开 为 ， 
1 二 ww Q1l 


站 1 二 GilZEiT 一 2 3 


六 = (ea - 7 (= 了 十, 
这 样 ， 方 程 组 Ar = 等 价 于 两 个 三 角形 方程 组 : 
于 三 由 
1 (3.2.34】 

再 利用 可 代 过 程 求解 ， 就 本 得 到 方程 组 的 解 。 

Choelesky 方法 需要 进行 约 口 (组 ) 雇 四 则 运算 和 # 次 平方 根 运 算 ， 低 于 Gauss 消去 
法 。 由 于 Chojesky 分 解 后 的 数据 满足 | 由 | 委 va ， 所 以 Cholesky 方法 具有 数值 稳定 性 好 的 
夭 点 。 

Cholesky 方法 还 可 应 用 于 求解 可 变 带 宽 的 囊 状 对 称 正 完 方 程 组 ， 此 时 分 解 式 4 = 工 工 
中 的 下 三 利 竹 阵 工 与 上 具有 相同 的 带 状 结 构 。 

讽 3.2.5 用 Cholesky 方法 求解 例 3.2.4 的 方程 组 。 

汶 ] 


解 ”显然 矩阵 4 是 对 称 的 ， 且 是 严格 对 角 占 优 的 ， 所 以 所 阵 4 是 对 称 正 定 和 矩阵 ， 可 以 
用 Cholesky 方 法 求解 。 

首先 计算 Cholesky 分 解 的 给 阵 工 ， 得 到 : 

2 
了 = | -0.5 1.9365 
-0.5164 1.9322 

其 次 回 代 求解 下 三 角 方 程 组 Ly= 呈 ， 得 到 解 y=(10.5,1.6783.1.4836) ; 最 后 再 求解 上 

三 角 方 程 组 工 :xx=y， 得 到 原 方程 组 的 解 yx= (0.5179,1.0714,0.7679) 。 


第 三 节 底 阵 的 条 件数 与 病态 方程 组 


一 个 线性 方程 组 4xr = 站 是 由 它 的 系数 怎 阵 4 和 右 端 项 请 所 确定 的 。 在 实际 问题 中 ， 通 
过 观察 或 计算 得 到 的 4A 与 已 中 的 数据 都 会 有 一 定 的 误差 、 即 4 与 九 存 在 微小 的 扰动 或 摄 动 。 
那么 它们 的 拢 动 对 线性 方程 组 的 逢 有 什么 样 的 影响 呢 ? 
一 、 布 端 项 抗 动 对 解 的 影响 和 和 抢 阵 的 条 件数 
为 了 讨论 4 与 吉 的 扰动 对 方程 组 解 的 影响 ， 先 看 下 例 。 
例 3.3.1 线性 方程 组 
2 [= 





1.9998 2.0002JLz] |L4 
1 轴 加 2x10-4 
的 解 为 x = | | ， 若 该 方程 组 有 端 项 存在 微小 拓 动 86 = | “，。， ， ,| ， 风 原 方程 组 变 为 
1 0002 1 9998 [= [全 0002 
1.9998 2.0002」L]】 【3.9998 
1.5 
它 的 解 为 = 民 -|. 并 且 计 算得 到 ， 
几 z-zle 1 1sl。 1 
| zl 2 | 5 。 20000 


即 解 的 相对 误差 是 右 端 项 相对 误差 的 10000 倍 。 

这 个 例子 表明 ， 有 些 方程 组 系数 或 右 端 项 的 微小 扰动 会 引起 解 x 的 很 大 变化 ， 即 方程 
组 的 解 对 方程 组 参数 的 变化 非常 敏感 。 本 例 有 明确 的 几何 意义 ， 可 以 将 两 个 方程 看 做 平面 上 
两 条 接近 平行 的 直线 ， 当 直线 的 参数 稍 有 变化 时 ， 两 条 直线 的 新 交点 与 原先 的 交点 相 上 功 
很 远 。 

下 面 分 析 一 般 的 情形 ， 设 方程 组 4&x = 睛 的 右 端 项 上 有 微小 扰动 8 ， 这 时 对 应 的 解 记 为 
世 十 人 YY ， 用 : 


并 (x+Brl) 一 而 十 人 {3.3.1) 

或 者 写成 ， 十 个 Y 一 个 呈 《3.3,21》 

则 ， lsxz1=1a 52801141 Ts51 (3.3.3) 

又 困 为 ， 六 | = 外 4zl 达 41 zx (3.3.4》 
于 是 : 

SAN1A2 上 -| (3.3.5] 


2 





根据 却 《3.3.5)，| 4 1 .1 4 十 刻 画 了 方程 组 解 关 于 右 端 项 的 扰动 的 灵敏 度 ， 可 以 





将 它 看 做 是 相对 误差 的 倍增 因子 。 
定 尽 3.3,1 设 和 矩阵 4 可 道 ， 则 称 | 4 下: 141 为 给 阵 4 的 条 件数 ， 记 为 ， 
condt 和 三 | 和 | 下 可 (3.3.6) 
其 中 | :站 是 矩阵 的 算 子 范 数 。 
营 用 的 条 件数 : 
condi(4)= ah (3.3.7) 
conqd: (4)= 4 人 | 4 一 (3.3.8) 
cond<( 4) 三 下 人 本 | 【3.3.9) 
分 别称 为 矩阵 4 的 1- 条 件数 、2- 条 件数 和 ez- 条 件数 。 
当 全 = 4 时 ，cond(4) = TetA 于， 当 人 对 称 正 定时 ，condj(A) = 2 人 ,其 中 


Anaxk 和 ) 和 Annk4a) 分 别 是 年 阵 4 的 最 大 和 最 小 特征 值 。 
条 件数 具有 以 下 性质 : 
(cond( 4) 宇 1 ceondf4)=condf 三; cond 和 )=condf 各); 
人 设 也 是 正 交 笔 阵 ， 则 cond (Er)= 1 ; cond( 4 = condfDa) = cond (ar)。 
引入 条 和 任 数 的 概念 后 ， 式 (3.3.5) 可 以 写成 ， 


| sx 


本 <<oond(41 | 下 了 


| 盏 | 

表明 当 条 件数 condf( 4 ) 较 小 时 ， 右 端 项 数据 的 微小 扰动 只 引起 解 的 微小 变化 ; 反之 如 果 
条 件数 cond(4) 很 天 ， 则 右 靖 项 数据 的 微小 扰动 将 会 引起 解 的 巨大 变化 。 

一 、 系 数 和 矩阵 扰动 对 解 的 影响 和 病态 方程 组 概念 

和 在 第 一 章 矩 阵 范 数 的 应 用 中 ， 定理 2.3.6 给 出 了 攻 阵 (5 - 4)-1 范 数 的 估计 ， 当 
41<1L 时 : 








(3.3.10) 


|- 4 < 让 《3.3.11) 


挤 面 研究 了 只 有 右 端 项 扰动 时 ， 方 程 组 解 的 变化 。 现 在 考虑 线性 方程 组 kr = 塘 ， 设 刀 
阵 4 非 奇异 ， 系 数 记 阵 4 与 右 端 项 六 均 有 扰动 ， 则 方程 组 化 为 
( 冲 二 SCTTSY) 一 看 十 人 《3.3,12) 
利用 定理 2.3.6， 可 以 得 到 系数 和 拖 阵 和 右 映 项 存在 微小 扰动 时 ， 解 的 相对 误差 界 ， 
定理 3.3.1 设 和 矩阵 4 非 奇异 ， 方 程 组 〈3.3.12) 是 方程 组 &xr = 》 在 初始 数据 存在 徽 
小 近 动 时 的 形式 若 4 的 扰动 34 足 鲍 小， 满足: 





1 354 1 半生 1 有 1 (3.3.313) 
则 解 的 相对 误 盖 佑 计 式 为 ， 
| sx 于 cond(t 4 ) 下 沁 | 站 S4 | 
0X ii <- (3.3.14) 
| 本 于 1 -cond(4) Ts | 五 | 上 和 | ] 


定理 3.3.1 表册 ， 条 件数 cond(4 ) 在 一 定 程度 上 刻画 了 系数 称 阵 与 右 端 项 的 扰动 对 解 产 
生 的 影响 ， 可 以 看 做 方程 组 的 解 在 数据 4 及 微小 扰动 时 繁 感性 的 一 个 度量 。 利 用 条 件数 
还 可 以 得 到 方程 组 近 拟 解 的 近似 程度 居 计 。 
定理 3.3.2 设 和 矩阵 4 非 奇异 ，# 关 0，x+ 是 方程 组 4xr = 厂 的 精确 解 ， 衬 是 近似 解 ， 沁 
53 





r 三 声 一 4 二 【 称 为 解 立 的 剩余 加 量 ) ， 则 成 立 : 
| 并 


1 zl LEz-xl 
让 二 再 二 全 一 .3.15 
5 全 全 入 condt4) | (3.3.15) 


定理 3.3.2 说 明 ， 近 位 解 的 误差 界 与 剩余 向 量 的 大 小 和 移 和 阵 4 的 条 任 数 均 有 关 。 当 上 
是 病态 秆 阵 时 ， 即 使 剩余 回 量 很 小 ， 也 不 能 保证 让 是 高 精度 的 近似 解 。 

定 久 3.3.2 记 给 定 线 忻 方程 组 4r =p， 如 条 系数 矩阵 4 的 条 件数 conqd( 4 很 大 ， 则 
称 托 阵 4 和 是 病态 的 ， 称 该 方程 组 为 病态 方程 组 ; 帮 则 ， 称 矩阵 4& 是 良 态 的 ， 称 方程 组 为 良 
态 方程 组 。 

方程 组 的 狂 态 性 质 是 用 方程 组 (或 者 算 阵 4) 本 身 的 特性 所 决定 的 。 和 矩阵 的 条 件数 越 
大 ， 方 程 组 的 病态 程度 就 越 严 重 ， 用 一 般 的 方法 也 越 难 求 出 较为 合理 的 解 。 

例 3.3,2 计算 例 3.3.1 中 方程 组 的 条 件数 。 


2.0U0D2 1.9998 
解 方程 组 的 系数 短 阵 4 = | oo。 ”ny |， 它 的 送 抵 阵 为 ; 


| 1250.1 9 

-1249.9 1250.1 

则 其 条 件数 cond.ta)= |41- :14 =4x2.5xl0=104 ， 表 明 例 3.3.1 中 方程 组 
例 3.3.3 Hilbert 和 矩阵 是 一 个 著名 的 病 术 此 阵 ， 记 为 ， 











[1 1 

】 了 天 

工 上 了 
再 ,= 闷 了 好 十 
1 1 1 
2 共 十 二 271 


蕊 是 一 个 二 阶 对 称 年 阵 ， 且 可 以 证 明 是 正定 矩阵 。 当 # 取 不 同 的 值 时 ， 它 的 条 件数 如 下 所 
示 ， 可 见 希 尔 伯 特 矩阵 是 随 着 ” 增 大 越发 严重 的 病态 矩阵 。 希 尔 伯 特 矩阵 在 晒 数 和 逼近 和 数 
据 拟 合 中 常常 会 遇 到 。 





cond 7) 


当 在 实际 问题 中 遇 到 病态 方程 组 的 问题 时 ， 如 何 进行 有 效 的 求解? 

三 、 病 态 方程 组 的 求解 

首先 考虑 怎样 判断 方程 组 是 否 属 于 病态 方程 组 。 

设 方程 组 4x =z 的 系数 矩阵 4 非 奇异 ， 计 算 具 阵 4 的 条 件数 ， 是 判别 病态 方程 组 的 而 
此 方 法 。 但 是 在 实际 问题 中 ， 当 方程 组 的 规模 较 大 时 ， 计 算 条 件数 的 工作 量 很 大 ， 其 至 超过 
了 求解 方程 组 所 需 的 计算 量 。--: 般 采取 下 列 方式 ， 初 步 进 行 吉 观 的 判断 

四 当 det(4 相对 来 说 很 小 ,或 者 4 的 某 些 行 〈 或 列 ) 近似 线性 相关 ，Ax = 卢 可 能 
病态 ; 

@ 当 系 数 符 阵 4 元 素 的 数量 级 相差 很 大 ， 且 无 规则 ，4xr = 可 能 病态 ， 

师 如 果 采 用 Gauss 选 主 元 消去 法 求解 ， 在 消去 过 程 中 出 现 小 主 元 ，4x = 起 可 能 病态 ; 

有 4 


册 求解 方程 组 时 ， 出 现 一 个 很 天 的 解 ，4x = 可 能 病态 。 

如 守 确 定 符 解 的 方程 组 4xr = 户 是 一 个 病态 线性 方程 组 ， 则 数值 求解 必须 小 心 进行 ， 选 
择 适 合 的 方法 ， 否 则 难以 达到 要 求 的 精确 度 。 一 般 来 说 ， 可 以 采用 下 列 方法 求解 病态 方 
竹 组 。 

方法 ] 采用 斥 可 能 高 精度 的 运算 ， 例 如 双 精 度 或 多 倍 精度 ， 以 改善 和 减轻 矩阵 病态 的 
影响 ， 但 此 时 的 计算 时 间 将 大 大 增加 。 

关于 计算 精度 与 病态 称 度 对 解 的 精确 程度 的 影响 ， 可 以 粗略 恬 计 为 : 如 人 采 用 选 主 元 消 
去 法 或 Choleskgy 方法 求解 4x = 和 站， 计算 精 席 有 js 世 有 效 数 字 ， 且 condfaJxs:10: ， 其 中 
:<s， 则 解 的 各 个 分 量 大 约 有 、- 上 仔 数字 的 精 蓝 度 。 


工 上 虐 了 工 1r 23 
人 | 
LI 1 2 
2 3 4 5 60 1 

例 3.3.4 方程 组 = 的 精确 解 为 工 = 。 

工 工 工 工 > 7 1 
3 4 5 和 | | 一 3 60 1 
工 工 工 工 [|> 和 吨 
[4 5 1 7 420 


如 果 分 别 采 用 3 位 和 3 位 有 效 数 字 含 人 运算 的 消去 法 求解 ， 得 到 的 解 分 别 为 x = 
0.988,1.42, -0.428,2.10) 和 xx=(1.0000,0,.99950,1.0017,0.99900)7。 

显然 后 者 的 求解 精度 大 为 提高 。 

方法 2 来 用 预 处 理 方式 ,降低 矩阵 4 的 条 件数 ,以 改善 方程 组 的 病态 程度 。 

例如 当 系 数 乍 阵 盘 元 素 的 数量 级 差别 很 大 时 ,可 以 对 某 些 行 或 者 列 乘 上 适当 的 数 ,使 得 
4 的 所 有 行 或 列 按 茶 种 范 数 大 伍 上 有 相同 的 长 度 , 称 为 行 ( 列 ) 均 衡 方 法 。 

、 f1 1041Tz fl10 更 。 

量 3.3.5 设 方程 组 | | || ， |- | 。 | ,考虑 用 行 均衡 方法 改善 它 的 条 件数 。 

解 宇 阵 4 的 条 件数 cond-(4)s10” ,方程 组 是 病态 方程 组 。 为 了 使 各 行 元 素 的 大 小 均 
衔 ,将 第 在 个 方程 匀 以 10“, 得 到 方程 组 


10 4 11Tza 1 
mx- = 
和 几 计 算 矩 阵 下 的 条 件数 cond.. (县 )ss4 ， 品 然 经 过 行 均衡 后 ， 系 数 和 矩阵 的 条 件数 得 到 很 大 的 
改善 。 
方法 3 采用 近似 解 的 迁 代 改善 方式 ， 和 逼近 方程 组 的 精确 解 。 
庶 训 是 方程 组 4x= 记 的 近似 解 ， 则 以 其 剩余 向 量 r=- 4 为 新 的 右 端 项 的 方程 组 ， 
妆 攻 一 下 (3.3.16) 
方程 组 《3.3.16) 的 解 e 作为 近似 解 过 修正 ， 得 到 原 方 程 组 更 好 的 近似 解 ， 
和 坚 二 证 十 电 (3.3.17) 
重复 该 过 程 ， 就 可 得 到 一 个 近似 解 序 列 ， 可 以 证 明 该 序列 收 伍 于 4x = 上 的 真 解 。 具 体 
的 内 容 可 参见 相关 的 文献 。 


第 四 节 线性 方程 组 的 迭代 方法 


和 钱 性 方 称 组 的 直接 法 实际 上 是 矩阵 分 解 方 法 ， 它 适用 于 求解 中 小 规模 的 线性 方程 组 问 
必 3 


题 ; 对 于 大 型 线性 方程 组 问题 ， 特 别 是 大 型 稀 芒 线性 方程 组 问题， 从 代 法 则 是 求解 的 有 效 方 
法 ， 它 具有 存储 空间 少 ， 程 序 简单 等 特点 。 

选 代 尘 与 直接 法 不 同 ， 它 不 是 通过 预先 规定 好 的 有 限 次 算术 运算 求 出 方程 组 的 解 ; 而 是 
从 示 个 初 姑 向 量 出 发 ， 按 某 种 规则 梅 造 一 个 向 量 序列 ， 逐 步 通 近 方程 组 的 解 ， 选 代 法 只 能 得 
到 方程 组 的 近似 解 。 本 节 将 介绍 基本 的 选 代 方法 。 

一 、 夺 代 法 的 基本 概念 

在 研究 线性 方程 组 的 迁 代 方法 时 ， 需 要 关注 以 下 玫 个 问题 ， 一 是 如 何 构造 忱 代 序列 ; 二 
古 胎 样 判 踢 迁 代 靶 的 收 笋 性 ; 三 是 如 和 何 估计 选 代 法 的 收敛 速度 。 这 里 先 在 第 二 章 和 矩阵 与 向 量 
序列 收 伍 概 念 的 基础 上 ， 分 绍 几 个 有 关 的 概念 。 

说 大 型 线性 方程 组 4x = 户 ， 其 中 各 和 玫 "rrE 及"。 为 了 构造 迭代 序列 ， 设 和 可 以 
分 型 为 4&=M-N,， 则 4r= 吉 可 以 写成 : 


Try 十 二 【3.4,1) 
如 果 阜 阵 M 可 逆 ， 令 了 =M IN，7= 时-15， 则 方程 组 (3.4.1) 变形 为 方程 组 ， 
天 一 下 夺 十 开 人 .4.2) 


由 此 建立 迷 代 会 式 【 或 称 夺 和 代 格式 ); 
一 + 01.2.…) (3.4.3) 
给 定 初始 向 量 * “后 ， 利 用 式 (3.4.3) 进行 选 代 得 到 向 量 序列 fxto 1 。 
定义 3.4, 工 如 果 选 代 序 列 |* ”| 收 贫 ， 即 imxt5 = zx” ， 则 称 选 代 公式 (3.4.3) 是 收 


合 的 ， 此 时 * "是 方程 组 4r = 请 和 (3.4.2) 的 解 ; 和 理 则 ， 称 选 代 公 式 是 发 散 的 。 称 迭 代 公 
到 〈3.4.3) 中 的 矩阵 中 为 迭代 和 矩阵。 不 同 的 选 代 和 矩阵 ， 对 应 于 不 同 的 迭代 方法 。 

下 面 讨论 迁 代 法 收 敏 的 牺 件 ， 设 x "是 方程 组 (3.4.2) 的 解 ， 即 x* = Bx* + 了， 并 记 
误差 回 量 为 : 


丰 人 一 (3.4.+4] 
则 者 ee 一 et 《二 一 0,1,2..…) (3.4.5) 
四 此 递 推 得 到 
e 二 呈 *et0) (3.4.6) 
因为 e =x 加 一 w 与 上 无关， 所 以 迁 代 格式 (3.4.3) 收敛 就 意味 着 : 
lime “=1limBe 一 0 (3.4.7) 


于 是 得 到 选 代 法 收 和 化 的 条 件 和 和 渤 代 法 的 误 盖 估计 。， 
定理 3.4.1 适 代 格式 (3.4.3) 收 黎 的 充 要 条 件 是 ， pf 也)<1; 或 者 至 少 存在 一 种 算 
子 范 数 ， 使 得 ‖ 世 1 芝 1。 


定理 3.4.2 设 r "是 方程 组 *= Br + 了 的 惟一 解 ， 若 存在 算 子 范 数 使 得 | 日 1 =a<l， 
则 迁 代 格式 (3.4.3) 产生 的 向 量 序列 fx(9 1 满足， 


点 
[本 2 科 1 一 。 六 一 | 《3.4.%) 
人 一 三 [一 上 一 | (3.4.91) 


六 《3.4.8) 可 以 用 来 估计 第 & 次 选 代 向 量 x*o9 与 精确 解 zx* 之 间 的 误差， 式 (3.4.9) 
给 出 了 和 迭代 停止 时 zx 和 全 与 精确 解 x* 之 间 的 误差 界 . 
届 选 代 格 式 (3.4.3) 收 往 ， 即 of{ 呈 )<1 。 根 据 式 (3.4.6)》 有 
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et ze 芝 | 下 《3.4.10) 
于 是 可 以 规定 选 代 法 的 收 侣 速度 如 下 。 
定 兴 3.4.2 设 和 迭代 格式 13.4.3) 满足 of 有) 过 1 ， 记 : 


Ri 下) = 一 in 本 (3.4.11) 
则 Rs( 吾 ) 称 为 选 代 格 式 〈3.4.3) 的 平均 收 敏 速度 ; 又 因为 lm | 瑟 ‖ 和 =ef 召 )、 记 ; 
民有 )= -InefBB) (3.4.12) 


则 下 ( 吾 ) 称 为 选 代 格 式 (3.4.3) 的 渐 近 收 伍 速度 。 
利 表 收 伍 速度 的 概 念 ， 可 以 估计 为 达到 指定 的 求解 精度 所 需 的 选 代 次 数 。 
二 、Jaeobi 选 代 法 与 Canss-Sejdel 和 迭代 法 
考 庶 非 奇异 的 线性 方程 组 4r=5， 令 和 分 裂 为 ; 


航 = 有 一 工 - 避 (3.4.13) 
其 中 : 
下 = 由 iagkallyes me， )} (3.4.14) 
0 
已 31 避 
玫 三 一 。 [3.4,.15) 
| 机 位 和 ,天 ] 
| 人 12 妈 1n 
0 
呆 = 一 (3.4.16) 
位 闪 一 十, 
履 





即 - 工 和 - 玫 分 别 是 算 阵 和 的 不 会 对 和 线 的 下 三 角 和 上 三 角 部 分 。 
如 打假 设 吨 非 奇 异 ， 那 么 方程 组 4&r = 五 等 价 于 : 


盖 盏 (开赴 丰 ) 福 十 一 《3.4.137) 
由 此 构造 迷 代 格式 : 
一 下 二 《0.1,2,，…) (3.4.18) 
其 中 迁 代 和 抢 阵 如 | 和 向 量子 为 : 
吾 J= 吕 (+T)， 了 = 万- 二 (3.4.19) 


和 类 代 格式 43.4.19) 称 为 Jacobi 选 代 法 ， 简 称 」 迷 代 ; 吾 ; 为 Jacohi 选 代 上 矩阵 。 
丁 选 代 的 分 基 形 式 为 : 


re _ 之 2 2 5 (二 12 人 攻 ]】 (3.4.20) 
用 J 选 代 法 计算 1*' 驻 上， 需要 两 组 单元 分 别 存 放 向 量 x(9 和 xi 同时 注意 到 J 了 和 锡 和 代 
中 每 个 xi 的 计算 ， 都 是 利用 x( 名 的 分 量 进行 的 ， 即 了] 选 代 各 分 芋 的 计算 顺序 可 以 随意 
排列 而 不 影响 结果 。 现 在 按照 各 分 量 的 下 标 次 序 ， 从 小 到 大 进行 计算 ， 在 计算 xf 时 ， 
前 面 的 zi 已 经 求 出 ， 如 果 用 它们 替代 式 (3.4.20) 中 的 关 9 pxt ， 其 他 
仍然 用 < 的 分 量 ， 就 可 以 得 到 新 的 选 代 格 式 : 
2 (3.4.21) 
耕 邻 有 := (了 一 了 工 ) 和 =- 开 ) 5 ， 则 和 闪 代 公式 《3.4.18)》 改写 成 ， 
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Tt 一 有 02) 【3.4.22) 
称 为 Gauss-Seidel 迭代 法 ,简称 G-S 和 闪 代 :了 ec 为 G-S 迭 代 和 下 阵 。 
G-S 选 代 的 分 量 形式 为 ， 
xD 人 4.23) 
人 J=1 = 
G-S 和 迭代 在 计算 中 充分 利用 最 新 数据 ， 它 的 收 和 化 速度 应 该 较 ] 选 代 更 快 ; 且 只 要 一 组 单 
元 就 可 同时 存放 zt50 和 xc+0;i 但 是 G-S 迭代 的 各 分 量 计 算 顺 序 是 不 能 改变 的 。 
定理 3.4.1 利用 迁 代 欠 阵 瑟 的 性 质 来 判别 丁 迁 代 和 G-S 选 找 的 收 和 化 性 ， 还 可 以 根据 方 
程 组 4xr = 坊 的 系数 矩阵 各 的 特征 来 得 到 上 造 代 和 G-S 迁 找 的 收 伍 条 件 。 
定理 3.4.3 设 方程 组 4x = 五 ， 若 乍 阵 4 是 严格 对 角 占 优 或 不 可 约 对 角 占 优 窍 阵 ， 则 ] 
迁 代 和 G-S 选 代 均 收 敏 。 
定理 3.4.4 设 方程 组 4&x = ， 若 矩阵 4 是 对 称 正定 柴 阵 ， 则 G-S 迭代 收 伍 。 
例 3.4.1 用 J 和 迭代 和 G-S 和 达 和 代 求解 线性 方程 组 ， 并 比较 收敛 速度 











fl10 3 TiTz ni4 
E -10 3||xs|= |-=-5 
j 3 10 1L14 








解 ”方程 组 的 精确 解 为 x=(t,ti,1): 。 根 据 式 13.4.20) 得 到 ] 选 代 计 算 的 分 量 形式 ， 
和 (一 3 一 外: 十 34)710 
下 = 一 (27 十 3 十 SO0 
了 和 (一 3 外 二 14)》710 
根据 式 (3.4.23) 得 到 G-S 迭代 计算 的 分 量 形式 ， 
之 性 + 人 一 《 一 3 和 一 工作) 十 147710 
er =《2 人 + 十 3 十 SA10 
人 11477110 


取 初 值 ro = (0,0,0)7 ， 则 和 迭代 的 计算 结果 是 : 


下 | xtb =” | 。 

1 1.4;0.5,1 4) 攻 0.5 

2 {111.1.2.1.11) 3 本 

_ 3 (0.929 ,1.055.0.929) 0.071 

4 (0.9906.0.9645.0.99061 0.0355 

5 (1.0116,0.9953,1.01161 | 0.0116 

6 (1.0003,1.0058.1.0003) 0.0058 

G-S 迁 代 的 计算 结果 是 : 
并 区 | 村 | 
1 (1.4;0.78,1.026) 0 .4 
2 010.0634,1.0205.0.9875) 0 
3 (0.9951,0.9953,1 0019) 0.n04896 


显然 ，G-S 选 代 的 收敛 速度 比 J 了 迭代 快 ， 下 面 比 较 丁 迭代 和 G-S 迭代 还 到 相同 精度 所 需 
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三 、 逐 次 超 松弛 选 代 法 
在 很 多 情况 下 ,本 返 代 和 G-S 选 代 的 收 策 较 盆 ， 需 要 考虑 对 G-S 选 代 进 行 改进 。 
设 方程 组 4r = 二， 将 矩阵 4 分 裂 为 4= 卫 - 王 一 忆 ， 它 的 G-S 人选 代 格 式 可 写成 
xD (3.4.24) 
需 在 令 Ar=xe -2 ， 则 有 : 


区 人 + 一作 十 贞 放 (3.4.25) 
在 G-S 和 渤 代 格式 (3.4.24) 中 ， 将 x 居 看 做 由 向 量 x 居 加 上 修正 项 Ar 而 得 到 。 如 果 在 修 
止 项 的 前 面 青 乘 以 一 个 参数 m， 便 得 到 新 的 迭代 格式 : 
区 (+ 1 一生 十 芭 有 和 
= (1 一 oz 二 (TEXTDr 人 十 玉 ) (3.4.26) 
将 式 (3.4.26) 中 的 xD 和 Yo 分 在 等 式 的 两 边 ， 如 果 ( 品 - 呈 ) 存在， 则 上 式 改 
写 为 : 
二 有 二 Do.2) (3.4.27] 
其 中 
且 .=( 有 一 ofL) [CE 一 ww)D+wE] 【3.4.28) 
定 儿 3.4.3 造 代 格 式 (3.4,.27) 称 为 逐 钦 超 松弛 夫人 代 法 ， 简 称 为 SOR 选 代 ; 其 中 的 
参数 om 称 为 松弛 因子 ， 当 0<m<x1l1 时 式 (3.4.27) 可 称 为 亚 松 弛 和 送 代 ; 当 1<wc2 时 为 想 
松弛 移 代 ; 当 w=1 时 式 (3.4.27)] 就 是 G-S 选 代 。 可 以 将 SOR 选 代 看 成 是 GS 造 代 的 加 
速 ， 而 G-S 送 代 是 SOR 适 代 的 特例 。 
SOR 选 代 的 分 量 形 式 为 ， 
|( 加 之 Ci 和 一 oa | (一 2, 玉 》 (3.4.29) 
关于 SOR 选 代 的 收 和 仇人 性， 根据 适 代 法 收 伍 定理 3.4.1， 显 然 有 
定理 3.4.5 SOR 适 代 (3.4.27)] 收 敏 的 充 要 条 件 是 : pf 瑟 . )<1。 
当 SOR 迭代 时 ， 可 以 确定 松弛 因子 wm 的 取 值 范围 。 
定理 3.4.6 SOR 迁 代 (3.4.27) 收 禹 的 必要 条 件 是 : 0< mw<2。 
SOR 适 代 的 收 伍 性 与 松 匈 因子 mw 有 关 ， 这 里 我 们 给 出 关于 对 称 正定 矩阵 的 结论 。 
定理 3.4.7 设 方程 组 4&x = 丘 的 系数 符 阵 4 是 对 称 正 定 和 矩阵， 且 0<wo<x2， 则 求知 
47r= 放 的 SOR 迁 代 方法 收 伍 。 
当 SOR 迷人 和 代 收 伍 时 ， 通 带 希 望 选 择 一 个 最 佳 的 松弛 因子 w。， 使 得 SOR 方法 的 收敛 速 
庶 最 快 。 但 是 目前 还 没有 确定 最 佳 的 松弛 因子 的 一 般 性 理论 ， 实 际 计算 中 ， 大 密 通 过 试 算 的 
方法 来 硝 征 最 佳 松 缆 因 子 的 近似 值 。 所 谓 试 算 ， 就 是 选用 不 同 的 ww 值 ， 然 后 用 同一 初始 向 
唱 进 行 相 同 次 数 的 SOR 选 代 ， 比 较 它 们 的 剩余 向 量 全 -x 或 者 x 一 zt 人 的 范 数 ， 选 
择 范 数 最 小 的 松弛 因子 作为 最 佳 松 弛 因 了 于 ww 的 近似 值 。 与 了 闪 代 和 G-S 选 伐 相 比较 ， 采 用 
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最 佳 松弛 因子 的 SOR 迭代 的 收 昭 速度 要 远 远 高 于 J 迭代 和 G-S 选 代 。 
例 3.4.2 用 SOR 迭代 法 求解 方程 组 : 








4 3 0 ] 1 34 
3 4 朵 xz | 一 | 30 
0 -1 4 一 一 24 





解 ”该 方程 组 的 精确 解 为 = (3,4, -5S) ， 如 果 取 初始 向 量 x =({1,1,1)  ， 选 代 次 
数 二 =7， 则 采用 w=1 的 SOR 选 代 ( 即 GS 选 代 )， 得 到 近似 解 : 
xi 一 (3.013411;3.988824, -5.0027943 
而 用 由 =1.25， 得 到 近似 解 : 
zt 一 (3,0000498 ,4.0002586,， -5.0003486JT 
显然 =1.25 的 SOR 和 夺 代 的 收 笋 速度 比 G-S 选 伐 快 得 案 ; 另 一 方面 ， 比 较 G-S 夺 代 和 和 
o=E.25 的 SOR 选 代 达到 相同 精度 所 需要 的 和 灶 代 次 数 ， 也 有 相间 的 结论 。 





第 五 节 利用 数学 软件 求解 线性 方程 组 


前 面 学 习 了 求解 线性 方程 组 的 基本 方法 ,但 是 用 人 工 计算 一 般 只 能 求解 不 超过 10 阶 的 
方程 组 河 题 ， 而 实际 应 用 中 的 问题 常常 是 成 百 上 千 阶 的 ， 需 要 进一步 研究 如 和 何 运 用 计算 机 实 
旋 这 些 方法 。 可 以 借助 于 数学 工具 软件 ， 不 编程 或 少 编程 ， 尽 可 能 运用 函数 调用 的 方式 求解 
线性 方程 组 问题 。 了 面 主 要 介绍 使 用 MATLAB 软件 和 调用 IMSL 程序 库 求解 钱 性 方程 组 
问题 。 

一 、 用 MATLAH 软件 求解 线性 方程 组 

在 MATLAB 软件 中 ， 可 以 有 多 种 方式 求解 线性 方程 组 。 可 以 用 矩阵 堪 除 操作 符 “\” 
求解 ; 用 函数 solve 计算 解析 解 ; 通过 和 拖 阵 求 道 画 数 inv， ChotesRy 分 解 男 数 chol， 工 分 解 
男 数 lu 和 正 交 三 角 分 解 函 数 qr 等 ， 可 以 用 和 矩阵 分 解 方法 求解 方程 组 。 

对 于 称 巩 线性 方程 组 ， 可 用 各 种 共 配 梯度 迭代 法 求解 ， 其 中 有 预 处 理 共 罗 梯 度 法 函数 
pcg， 瑟 : 共 斩 梯 度 污 画 数 bicg，B8i 类 定 共 罗 梯 诬 法 函数 bicgstab， 二 次 共 斩 梯度 法 末 数 cgs 
等 。 这 里 我 们 只 介绍 它们 的 用 法 ,详细 内 容 请 见 本 书 第 6 章 。 

此 外 利用 MATLAB 编程 容易 的 特点 ， 还 可 以 自行 编制 Gauss 列 主 元 注 去 法 ， 完 全 主 元 
消去 法 ， 江 对 解 方 程 组 的 追赶 法 等 直接 方法 的 程序 ; 编制 ] 选 代 法 ，G-S 迁 代 法 ， 通 过 试 算 
确定 松弛 因子 的 SOR 迭代 法 等 程序 。 

区 阵 左 除 操作 符 “\ ”是 求解 线性 方 穆 组 的 有 效 方法 。 给 定 线性 方程 组 4&x = 了 玉 后 ， 只 
需 输 人 系数 挎 阵 4 和 右 端 项 B ， 再 执行 命令 x= 4\ 户 就 可 以 得 到 方程 组 的 解 。 矩 阵 左 除 操 
作 符 能 够 根据 惩 阵 4 的 特征 ， 自 己 选择 适当 的 计算 方法 ， 同 时 它 的 适用 性 较 广 ， 不 仅 可 以 
求解 普通 的 方程 组 ， 还 可 以 求 超 定 方 程 组 的 最 小 二 乘 解 。 

在 MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 【Symbolic Toolbox) 中 ， 函 数 solve 用 来 求 比 性 方程 组 
的 解析 和 解 ， 它 的 调用 形式 为 : 

9 





户 = solvefeql ,eq2 ,eqnyvVarl ,var2 ,… varDn) 
其 中 eqk，esq2，…，eqn 是 方 穆 组 的 ”个 方程 ; varl ，va，…，varm 是 方程 的 变量 列表 。 
例 3.5.1 用 不 同 的 直接 法 求解 下 面 的 线性 方程 组 : 


日 了 it 一 二 本 

2 才 ] 0 zz2| 

1T 4 -1 | 5 
L-1 0 -1 3 [1L-5 


解 ”方程 组 的 系数 得 阵 4 与 右 端 项 为 : 


56 2 1 -1 6 
2 4 1 0 

和 = ) = 
1 1 4 =-1 


方法 1 直接 用 和 皇 阵 左 除 操作 符 求解 。 
在 MATILAB 命令 窗口 中 输入 命令 : xl1=AN\b，、 就 可 得 到 方程 组 的 解 : 
XL 三 
0.79057391623037 
一 品 .3606125034430262 
.86387434554974 
一 .tlS1832460733U0 
方法 2 由 于 矩阵 4 是 对 称 正 定 矩阵 ， 可 用 Cholesky 分 解法 。 输 入 ， 
L=chol (aaJi YY 一 LAbiy x2=TAy 
同样 得 到 方程 组 的 解 ， 
Xa 一 
口 .79037391623037 
-0.36125654450262 
0.803 和 7434554744 
-1 .11318324607330 
方法 3 应 用 编写 的 Gauss 列 主 元 名 去 法 程序 : 
[function 区 = gauUss_eli2f 和,b) 
一 jengthtby3sp 三 :niLU= 专 ; 
for 上 = 于 :mn 
[ci 一 maxfabs(LUCKE:n,k])); 
ij 一 i 十 一 1; 
让 ik 一 三 
站 三 中 PE = 过 ) 下 一 ms; 
ck=LUCk, :LU JI)=LUOGE, LUCOE := cki 
send 


让 上 = 一 mbreakiend 
51 


LUKLKE+1:ak)=LUIKE+1L:InkyzLUCK ,ki 
LU(K+1 nk+ln=LUCkK+1LnK+1n 一 LUIKE+1:n kx<LUCKE,kK+E2ny， 
eta 纪 
LL= 员 agtonestny lj+ttl( LU, 一 1)i 
U=triELUD) 
bi 
1 三 bDADETL7 
jor 1= 王 23:0 
yi 二 bPCD 一 Li 一 lysyCli 一 1) 
end 
xn 一 YU 
for i=n 一 41: 一 1:1 
xf 一 (y( 一 HUii+linysx(i+lin AU 
妇联 日 
在 命令 窗口 输 和 人 :x3=gauss_-eli2fA,b) ,得 到 ， 
X 妇 一 
站 77S91623037 
一 人 ,3561256344530262 
虽 .863874345549714 
一 .14153183246007330 
方法 4 调用 符号 函数 solve 求解 ,在 命令 窗口 输 人 方程 组 并 求解 : 
syims X] x2 X3 xd 7; 
z 二 Solvet 6Y#+XL 二 2#X2TX3 一 X4 一 6 2 关 Xl 二 4xX2 二 X31 
| 十 女 2 十 下 *# X3 一 xd 一， 一 XT 一 3+Sx = 一 和 ，XL ，x2  ，xX3 xd: 
Xl| 一 Z.XLiX2=zZ.XO3IX3 一 zZ.XSiX4 一 三 .Xd43 
vbpa[X] 1) 
vPaX2 | 
VDaKX3 1) 
wpPal x 生 ) 
得 到 巾 解析 解 转 成 的 高 精度 数值 解 : 
xl = .7903575910623036649214659685863874 
x2=- .36125654450261780104712041884817 
xX3 = -8038743435549738219895287095811518 
xd4= 一 1.11318324607329842931937172377487 
例 3.5.2 求解 例 3.5$.1 中 的 线性 方程 组 : 
由 比较 丁 迁 代 法 和 G-S 迁 代 法 的 收 黎 速度; 
弛 选择 适当 的 松弛 闪 子 ， 用 SOR 迭代 法 求解 方程 组 ， 
号 调用 MATLAB 中 带 预 处 理 的 共 罗 梯 度 法 函数 pcg 求解 。 
解 山 根 据 J 选 找 法 和 G-s 迁 代 法 的 算法 ， 可 以 方便 地 用 虑 阵 运 算 的 形式 编写 相应 的 
MATLAB 程序 。 并 远 择 不 同 的 求解 精度 ， 比 较 它 们 所 用 的 适 代 次 数 ， 见 下 页 去 
日 2 





1 
选民 57 
全 -与 兴 代 1 


如 果 选 择 求解 精度 为 e=10“， 则 丁 选 代 法 得 到 的 解 为 : 
藉 二 性 .79057592 一 0.36125634 站 ,80387435 一 工 .11518325 
G-S 夺 代 法 得 到 的 解 为 ， 
区 二 人 看 .790357592 一 人 .30125655 站 ,80387433 一 119318323 
号 首先 编写 用 来 执行 SOR 只 代 的 子 程序 sor.m， 
fdnction[Ly: Ta 三 softa bx we N) 
下 = 出 aglCdiagftay ii 二 一 trhzfa 1 三 一 tritta, 一 1); 
候 王 (下 一 到) AN 一 再 二 友基 和 有 二 (人 一 并) Ab) 
y 一 全 关 X0T+Tf3D=1; 
whilet normfy 一 x0)>=e 攻 nn<N) 
X 蛋 二 Yiy 一 (人头 区 0 十 计生 冯 三 十 工 ， 
end 
niyitr= notrmgy 一 xD0); 
其 次 编写 主 程序 : 先 因 定 选 代 次 数 ， 调 用 子 程序 sor.m， 选 择 适 当 的 松弛 因子 ; 然后 按 
精度 要 求 ， 进 行 SOR 选 代 求解 。 
8 一 1 62 ,一 上 24,1.0:1,14, -1 -410 一 1 3]=[16;1;15; -5130=10;0;0;:0];e=1le 一 8 
骆 Finding bettcr TElaxaticon factor 三 
ior 1 三 1:15 
mr 一 口 .93 二 1x20yN =8; 
Lyirn|=soerfa,b,x0,w,le-1s, NTy; 
hy 一 T; 
天 
1sjj = minthy 
ww 一 避 .95 4 jz 
和 SOR method to solve jinear equations 
[xyrnl= sor(a,hb,x0,wye,100) 
计算 结果 如 下 : 
吧 二 1.03 
X 二 日 ,790S7992 一 0.36123603 和 0.86387433 一 1.11918325 
T=2.250e 一 009 
训 二 ] 才 
限 选 择 的 松弛 因子 为 1.05， 进 行 了 14 次 迭代。 
由 调用 共 斩 梯 度 法 函 数 peg 求解 : 
Lx,flag,relres,iter,tresvec]= pcegfa,b,le-10,20) 
其 中 输入 参数 le - 10 表示 选 代 求 解 的 精度 ; 20 表示 最 大 和 迭代 次 数 。 
答 册 参数 x 为 方程 组 的 数值 近似 解 :fitag 为 计算 停止 标志 ， 当 flag=0 时 ， 表 示 在 不 起 


分 了 





过 最 大 兴 代 次 数 的 选 代 过 程 中 ， 计 算 精 度 已 经 达到 指定 要 求 ， 数 值 求解 获得 成 功 ， 否 则 
flag 返回 一 个 非 零 的 数 ;relres 表示 近似 解 的 残 差 器 量 范 数 与 方程 组 右 鼎 向量 范 数 的 比 
值 ， 当 求解 成 功 时 ， 该 值 小 于 求解 精度 ; iter 表示 所 用 的 选 代 次 数 ; resvec 则 给 出 残 差 
向 量 的 范 数 值 。 
计算 绪 采 如 下 : 
口 .750 79DLD23037 
-0.36123654450262 
0.86387434554974 
一 1.11S18324607330 
flag 三 
f 
rejres 一 
2.033958220967057e 016 
1Lter 一 
才 
9.32737905308881] 
2.60161987077092 
0.22480609653750 
0.00913474748305 
0.00U000000000000 
与 前 面 的 各 种 选 代 法 相 比 ， 虽 然 精 度 要 求 提 高 了 ， 但 是 共 罗 樟 度 法 所 需 的 选 代 次 炒 更 少 
了 ， 说 明 该 方法 求解 线性 方程 组 的 效率 非常 高 ， 是 目前 使 用 最 广泛 的 方法 之 一 。 
二 、 调 用 IMSL 程序 库 求 解 线性 方程 组 
在 IMSL 程序 库 中 ， 有 一 个 求解 线性 方程 组 的 Linear Systems 子 程序 库 ， 它 将 线性 方程 
组 按照 不 同 的 类 型 进行 排列 ， 而 每 一 种 类 型 的 方程 组 ， 都 可 以 用 多 个 程序 进行 求解 ， 其 中 有 
用 类 代 法 求解 的 程序 ;有 用 和 邱 阵 的 因子 分 解 方法 求解 的 程序 等 。 对 于 某 些 特 殊 的 方程 组 ， 例 
如 稀 朴 方程 组 ， 带 状 方程 组 等 有 专门 的 求解 程序 。 下 表 列 出 了 部 分 求解 非 线性 方程 组 的 程序 
及 说 朋 ， 然 后 通过 一 个 调用 IMSL 程序 库 求 解 方程 组 的 例题 ， 来 说 明 如 何 调用 IMSL 程序 库 


求解 线性 方程 组 ， 
ET 


LS | 用 ZLPU 分 解 直 接 靶 求解 实 对 称 线 性 方程 组 

| jsaRB | 先 0 分 解 再 选 代 求 解 卖 带 状 线性 方程 组 
[2 用 工 5 分 解 直接 法 求解 实 带 状 线性 方程 组 
用 工 U 分 解 直接 法 求解 实 稀 杖 线性 方程 给 


] TXT 用 Cheotesy 分 解 直 接 法 求解 实务 下 对 称 正 定 
线性 方程 组 








程序 
LSARC 先 工 忆 分 解 再 造 代 求解 实 通 用 线性 廊 竹 组 
用 LU 分解 直 接 法 求解 实 通用 线性 方程 组 


先 Cotesky 分 解 再 造 代 了 求解 实 对 称 正定 线性 
方程 组 
用 Choesy 分 艇 直接 法 求解 实 对 称 正 省 线性 
方程 纤 
先 LPI 分 解 再 过 代 求 解 实 对 称 线性 方程 组 





LL=LRC 







工 急 上 135 






工 SB 











表 中 的 选 代 方法 可 以 用 来 求解 病态 线性 方程 组 ， 对 一 般 的 方程 给 将 得 到 高 精度 的 解 。 

例 3.5.3 计算 乙醇 精 似 过 程 的 物料 平衡 。 

生产 工业 乙醇 的 二 级 精 饮 过 程 见 下 几 。 设 过 程 处 理 量 10000 kgmh， 组 成 为 80 和 水 ， 
10%% 醇 和 10% 有机物 〈 重 量 }， 精 和 饮 塔 回流 比 为 3， 第 一 精 移 塔 顶 产 物 售 醇 名 % ， 而 第 二 精 
饱 塔 项 产物 含 醇 %5% 。 第 一 精 饮 塔 底 含 进 料 有 机 物 的 80% ， 剩 余 的 在 第 二 塔 底 ， 两 塔 塔 底 
物料 中 都 不 傅 乙 醇 。 求 解 每 股 物料 的 量 。 









局 (80 记 ) 汽 全 if78 妆 ) 汽 
10.000 ke 本 
| 
(go 六 1) 六 
(27 习 ) | 疆 四 
80 叶 水 Y80S) 洁 
10 儿 了 醉 
10 噬 有机物 
5s 呈 水 
5 色 本 
-一 一 二 一 _ 
罗 | so 1 
执 1 让 癌 葵 汽 | | 加热 | | (27] 岳 热 ] 
| 器 3 | 器 1 || 渡 | | 器 2 | 
[~ _ | L 一” _ [FF _ | 
区 祖 (100%} 
So 水 
35%6 醒 


本 问题 为 一 物料 衡 算 的 计算 ， 涉 及 线性 方程 的 求解 。 对 水 用 殉 表 了 未， 上 4 代表 乙醇 ， 而 
有 机 物料 用 及 表示， 包括 再 省 器 和 冷凝 器 的 第 一 莹 馅 塔 有 如 下 物料 衡 算 方程 ， 

多 2 二 全 7 十 全 6 【3.5.1) 

贞 ;一 册 ; (3.5.2) 

用 2 二 开 7 十 天 (3 .和 .3) 

公 了 一 3 用 7 三 站 【3 .5.4]) 

4 34: = 【 祠 .,S.5S) 

民 ; 一 3 有 7 = 站 (3 ,5. 百 ) 

Hz -全 多 =0 (3.5.7) 

A， 45=0 (3.5.8) 

Ri 一 Rs=0 (3.5.9) 


包括 上 髓 淖 器 和 冷 府 器 的 第 二 薰 馏 塔 有 如 下 物料 衡 算 方程 ; 


] 


于 37 三 针 13 十 钙 1 【3.5.1N0) 
二 成， (3.5.11 
R7= 民 1 {3.5.12) 

全 一 3 本 1 三 必 【3.5.13) 

上 1 一 4 三 (3 ,5.4141) 

儿 。 了 Wu=n [【 广 .5.15)》 

寺 加 
月 0 3An=l 【3.5,.16) 
此 外 还 有 二 个 独立 的 线性 约束 : 
修了 R7- 子 47=0 【3.5.17) 
四 
录 3 一 054Aa3=0 【3.3.18) 
民 5 一 口 . 六 ， 一心 {3.3.19) 


在 列 方 程 时 要 考虑 对 角 元 素 不 为 零 。 较 方便 的 是 从 第 一 流 股 开始 ， 顺 序 进 行 ， 这 里 从 3 流 股 
开始 ，13 流 扔 纺 束 ， 算 阵 束 示 如 下 : 


100 一 4/3 和 1 0 
10 0 -4 有 ; 0 
1 0 0 一 4 R; 0 
1 0 0 00-3 研 。 0 
1 0 000 -3 内 5 0 
1 000 0 -3 | 尺 3 0 
10 1 厂 ， 8000 
10 0 及 800 
1 -2 1 研 ) 0 
1 00 47 |= |1000 
10 0 1 民 ; 1000 
10--43 性 0 | 
1 0 -4 MA 0 
L U 00 一 3 Wu 0 
1] 000 一 3 入 1 吕 
-10 0000 0 101 好 12 
-100 10 和 并 民 12 0 


1 一 95S| | 余 0 
L -1 000 0 0 00 0 1] 了 LA 1 
外 3 3 区 5 AR 6 R6 由 7 7 及 惠 99 硬 1 和 且 2 有 2 环 1 几 1 
用 IMSL 全 他 依 模 总 的 线性 方程 组 求解 程序 LSLRG ， 求 解 上 述 问 题 。 程 序 LSLRG 的 调 
用 方式 为 : 
(ALL LSLRG LN， 和 AAA，LDA， 了 ，IPATH， 芒 ) 
0 


其 中 沁 表示 符 解 方程 组 的 方程 个 数 ，AA 是 方程 组 的 系数 矩阵 ; LDA 表示 此 阵 4 的 维 
数 ; 旦 是 方程 组 的 右 端 项 ; IPATH 表示 待 解 方程 组 的 类 型 ， IPATH= 1 表示 方程 组 为 4&x = 
卫 ，IPATH=2 示 示 方程 组 为 &Ix= 帮 xx 为 输出 的 方程 组 的 解 。 
CC MATERIAL RALANCES FOR ALCCOTIOL DISTILIL ATION 
( USING TIRE FULI STORAGE JWS]. ROUTINWE，T.SL 玉 局 
C_ HERERPE ISTHE DRITIVING PROGRAM 
人 Tecelare rariables 

PARAMETER (IPATH=1,LDA=19,N= 19) 

有 EAI 上 页 个 ALDA) BIN XIMN) 


0 
本 


信 set values for 点 and 呈 


DO20T=1,N 
DO 1I0TI=1,N 
点 (三 站 . 
ICONTINUE 
BID =. 
20 CONTINUE 
上 内 (1 431= 一 4 3， 
六 [ 了 .7 二 二 .3 
和 (3.6 一 一半 .3 
各 (49 = 一 3 了. 
由 1,10)7= -一 3. 
上 (6.1I)= 一 3. 
A(7.97=| 
AD,10) = 一 2. 3. 
入 (9Lty- 1. 
&f 1,8)=1， 
六 ft12,14)= 4. 
点 (13,15) 一 -4. 3. 
各 (14,18)1= 一 3 
Ais,19)= 一 3. 
点 (16,9+= 一 1， 
Art6,183 = 1， 
Ati7,1l1)= 一 1， 
上 (18 159) = -- 纯 和 5. 
页 (19,10)= -1 
BI71=AS0O00， 
RS8) = 800. 
Bit10) = 1000， 
Bt 一 1000. 
DO30T=1,N 
ArT,[I)= 1， 
30 COMNTIN3TE 
DO 40J=1i,N 
风 RITECE ,110)ACJ TI= NI) 
4 CONTINUE 
1 1 FORIMATI19F4 .1 


PFAUSE PRRFSS ANY KEYV TO CONTTNUTR'， 


中 7 


CALL LSLRCGCN ,ALDA ,也 ,IPATH 天 | 


C Print resujts 
[CALL 而 RRRNE XINX10) 
上 INPD 
及 
1 性 了 站 9 了 有 
TD .7 4 人 访 . 己 号 .0 1400 .0 3000 ,0 600 .0 了 7 了 333 .3 800 ,0 
马 1 11 12 13 14 4 1 
起 白 避 ,7 1000 . 200 . 曲 了 1 引 .3 引咎 137 ,9 3000 .0 寺村 .站 
17 ] 1 
2 . 532 .6 1000 . 电 


评注 与 进一步 阅读 


解 线性 方程 组 4r= 直 的 直接 方法 主要 是 (iauss 消去 法 及 其 变形 。Gauss 消去 法 是 一 种 证 典 的 方法 ,但 直 
到 全 天 , 鸡 于 中 小 型 (1000) 或 葬 朴 的 线性 方程 组 来 说 , 它 般 然 是 求解 的 有 效 手 自 ,一般 情况 下 计算 工 华 量 
为 四 (as 

对 于 非 病 态 的 强 性 方程 组 ， 一 般 应 采用 选 主 元 消去 法 ， 它 能 够 避免 出 现 零 【或 小 ) 宇 元 现象 。 其 中 珊 
主 元 消去 法 所 用 的 CPU 时 间 仅 略 守 干 旺 序 消 去 活 ， 完 全 主 元 消去 法 花 莫 的 CPU 时 间 是 列 主 元 法 的 一 倍 ， 
罗 北 阶 了 灿 度 更 志 训 在 时 秆 了 医 空 咎 主 元 消 半 泪 不 井 生 其 进 关 到 十 荆 上 人 


2 fbhapra 5 副 . 工程 中 的 数值 方法 ， 北 京 ， 科学 出 版 社 ，2000 
] 作 Pissanetzky S，Sparse Matrjx Terhnology。，New York，AaAcademic Press 1984 


习 是 
3.1 设 年 阵 4 =(ei)，an 天 10， 如 果 经 过 一 步 Gauss 顺序 消去 法 ， 将 4 化 为 : 


了 
4 天 
妖  。 
试 证 明 ; 中 车 4 是 对 称 正定 答 阵 ， 则 4，, 也 是 对 称 正 定 矩阵 ， 
多 帮 4 是 严格 对 角 占 优 抵 阵 ， 则 4， 也 是 严格 对 和 角 占 优 矩 阵 。 
3.2 用 Gauss 消去 法 和 德 阵 Doolittie 分 解法 求 艇 下 列 线 性 方程 组 ， 


-i -zl T=- 的 
1 2 2 25 


本 | 
3.3 人 当 别 用 三 种 Gauss 消 去 法 求解 线性 方程 组 








10 -7 0 Per 8 
3 2.099999 6 2| | .900001 
5 -1 5 .1 5 
2 1 0 2 | 1 


该 方 程 组 的 精确 解 为 zx =(0,-1,1.1)7 ， 分 析 比 较 它 们 各 自 的 求解 结果 ， 


2 1 0 
四 
3.5 汉 和 是 对 称 正定 的 一 对 角 和 矩阵 ， 给 出 用 Cholesky 方 革 求解 方程 组 4r = 厂 的 计算 公式 ， 并 用 习题 
3.4 的 方程 组 进行 计算 。 
3.6 证 明了 下 面 方程 组 的 系数 抑 阵 是 对 称 正定 抵 阵 ， 并 用 Cholesky 方法 求解 ， 


{G 二 8 二 工 1 人 虽 
。 | 吕 1 < 加 


巨 


3.9 设 方程 组 4z 二 的 系数 年 阵 分 别 为 : 


-1 1 1 2 -2 
ai-|l 1 111， As=|ll11 1 
1 1 一 2 2 2 


试 证 明 : 对 4 来 说 , 本 迁 代 法 不 收 般 ， 而 G-S 选 代 靶 收 般 ; 对 4 来 说 ，] 选 和 代 法 收 化 ,但 GS 和 兴 代 法 不 


收 敬 。 
3.10 设 给 定 线性 方程 组 ， 
1 有 8 1 1 1 ] 
。 夫 了 -| 
] 1 一 1[Lzs 
分 别 用 ] 选 代 法 和 GS 选 代 法 进行 求解 假定 给 定 的 初 值 为 xm = (0,0,0)7， 选 代 停 下 条 件 为 


‖ 区 一 人 0 


3.11 络 定 线性 方程 组 ， 设 rz: -10,6,0,0)7 ， 计 算 精 度 为 10-8: 





ri -1 2 0312a 他 

1 1 -1 3|lz 1 325 
2 -1L 10 -1 1 
LO 3 -1 8 Le 15 


必 分 别 用 上 选 代 法 和 G-S 夺 代 法 进行 求解 ; 
忆 选择 适合 的 松 凶 因子 ,用 SORK 选 代 法 求解 。 
3,12 请 编写 用 试 算 法 求 最 佳 松弛 因子 近似 值 的 穆 序 。 
3.13 说 囊 阵 4 是 对 称 正 证 征 阵 ， 记 上 = 只 - 开 - 避 ,其 中 了 7 一 了 ， 对 于 钱 忻 方程 组 4r = 六， 考 漠 如 
下 的 睛 步 千代 泛 : 
上 CE 
|op Jr 
必 试 将 只 代 格式 与 成 站 = 避 rt 上 + 了 的 形式 ; 
号 证 明定 阵 吾 的 特征 值 均 泊 非 负 实 数 ; 
全 证 明 5 下 ) 过 1 ， 即 选 代 收 化 。 
3.14 庭 两 点 边 值 问题 
| 全。 (0< oa<1) 
ftO-0，wf)=1 
的 精确 解 为; 
= 二 二 和 4 ee) 
更 以 站 为 此 久 划分 区 间 [0,1] 为 10 等 份 ， 用 差分 近似 代 蔡 微分 ， 将 微分 方程 离散 化 为 线性 方程 组 ， 伐 
入 柄 始 条 件 后 ， 得 到 如 下 的 方程 组 问题 ; 





一 2 十 真 》 E 十 大 31 | 上 看 < 
| E 一 【人 人 十 大 ) & 十 丰 必 c“ 
E 一 (2 十 具 )》 3 | = : 
“， E 十 卢 | ec 
E 一 26 1 由 ) 隐 g9 中 一 让: 辣 


走 中 s=1，a=12, 上 二 12100。 


山 分 别 用 了 千代 法 ，G-S 选 代 法 和 SOR 选 代 靶 求解 ， 并 与 精确 解 相 比较 ; 
了 0 


忆 如 果 E=-0,1，*=0.001， 再 求解 该 问题 . 

3.15 建立 如 右 图 所 示 的 化 工 过 程 模型 ， 下 | 反应 镍 A 一 B | 二 | 精 提 塔 | 一 2 

在 及 应 器 中 发 生物 质 & 转化 为 有 的 反应 ， 由 于 转化 率 不 高 ， | 
为 获得 规定 纯度 的 了 ， 需 对 产物 进行 分 高 ， 经 精 移 获得 产品 B， 
而 残余 物 再 返回 反应 器 继续 反应 ， 这 是 个 典型 的 化 工 过 程 。 为 建 模 方 便 ， 对 物流 及 组 分 编号 。 各 物流 编号 
如 图 所 示 ， 和 并 令 和 为 1 号 ，B 为 2 号 。 若 以 xn 表示 和 对 下 的 转化 率 ， 以 r， 和 辣 分别 表 孙 盐 和 百 的 循环 
比 ， 则 对 尽 应 秀和 精 迄 墙 的 各 和 下 分 别 衡 算 可 得 如 下 4 个 方程 ， 

芭 应 器 中 生 半 衡 :， FI= (FT FDILT-ra)i 

忆 应 髓 中 B 百 衡 : Po = (Fi 天)ra 十 站 3 

精 馆 塔 中 生平 衡 : 下 3 一 下 下; 

精 饮 塔 中 也 平衡 ，Fa = Fi -下 :|; 

各 和 下 的 揪 环 量 分 别 为 Fi = raF 和 下 = PE 。 

各 规定 原料 为 纯 &， 其 流量 为 Fip= 100kamolh， 和 对 了 的 转化 率 为 zs=50%， 且 ， 站 =0.5 并 令 
21 二 了 2 二 下， 三 下 2， 4 一 225 一 下 3 和 6 一 下 2 坛 建 立 并 求解 物料 衡 算 线 性 方程 组 。 


阳 


第 四 章 ” 非 线性 方程 组 的 数值 方法 


在 科学 研究 与 工程 计算 中 ， 经 常 遇 到 求解 非 线性 方程 组 的 问题 ， 它 涉及 到 自然 科学 ， 工 
程 技术 ， 经 济 学 等 各 个 领域 。 非 线性 科学 是 当今 科学 发 展 揭 一 个 重要 研究 方向 ， 而 非 线性 方 
自 组 的 禾 值 求解 是 其 中 不 可 缺少 的 内 容 。 本 章 介绍 求解 非 线性 方程 和 方程 组 的 基本 思想 与 数 


第 一 节 非 线性 方程 组 的 基本 概念 


定 必 4.1.1 设 舍 ”个 变量 的 = 个 方程 构成 的 方程 组 
站 ray 
和 (4.1.1》 
六 (zlizayta=0 
其 中 廊 (ztzrayzo0t=12…,z2) 定 义 在 域 万 妨 * 上 ， 是 关于 个 目 蛮 量 zi ,za 
的 实 值 图 数 ， 若 瑚 (zzi…yzn) 中 至 少 有 一 个 是 非 线 性 函数 ， 则 称 式 《4.1.1)》 为 非 线性 
方程 组 ; 当 =1 时 ,， 式 (4,1.1) 中 只 有 一 个 方程 : 
Frz)=0 (4.1.2) 
其 中 六 了 ) 是 非 线 性 函数 ， 称 式 〈4.1.2) 为 一 元 非 线 性 方程 。 如 果 乒 (zi ,xz …,zr 全 是 线 
性 函数 ， 则 式 (4.1.1) 为 线性 方程 组 。 
对 于 非 线性 方程 组 ， 为 了 讨论 方便 引 大 向 量 形式 ， 记 
二 (Ta 四 一 (0 ,人 ,01 ， 
下 (站 CE 
则 非 线性 方程 组 {4.1.1) 可 等 价 垢 表述 为 ; 
FIxz1 一 侨 《4.1,3) 
这 里 下: 也 扎 尼 " 一 玉 ” 是 从 域 石和 志 尼 "到 员 " 的 映射 ， 称 严 (r) 为 向 量 值 画 数 
求解 非 线性 方程 组 (4.1.1) 或 式 (4.1.3)， 就 是 寻 挝 一 个 向 量 x， 一 《Te 
zx ) ， 个 得 多 元 向 量 值 画 数 Ftx) 满 足 : 
下 (x ) 一 1 人 0 (4,1.41 
则 称 向 量 x 为 非 线性 方 穆 组 (4.1.1) 的 解 。 

由 于 函数 fxr) 的 非 线 性 性 质 ， 为 非 线 性 方程 组 的 求解 带 来 很 大 的 困难 。 非 线性 方程 组 
的 求解 问题 无 论 在 理论 上 或 解法 上 ， 都 远 不 如 线性 方程 组 成 部 和 有 效 。 

从 解 的 存在 惟 - - 忻 来 看 ， 对 于 线性 方 称 组 4r = 上 声 ， 只 要 4 ”存在 ， 则 其 解 也 是 惟一 存 
在 的 ;而 目 线 性 方程 组 F(xr)=0 解 的 存在 惟一 性 至 今 还 没有 完全 解决， 从 求解 的 方法 上 来 
看 ， 线 属 方 程 组 4x = 让 可 以 采用 直接 法 求解 ， 也 可 以 采用 选 代 法 求解 ; 而 非 线性 方程 组 除 
了 和 畦 环 的 情况 外 ， 直 接 法 几乎 是 不 能 使 用 的 ， 一 般 只 能 采用 迁 代 法 进行 求解 。 

下 谭 围 绕 非 线性 方程 组 选 代 求 解 的 基本 问题 ， 即 兴 代 收 敏 性 收 或 速度 和 计算 效率 ， 先 
研究 一 元 非 线性 方程 的 求解 ， 然 后 再 讨论 多 元 非 线 性 方程 组 的 情形 。 

了 02 


3 


第 二 节 ”一 元 非 线 性 方程 的 途 代 法 


对 于 非 线 性 方程 ; 

下 (一 修 (4.2.1) 
它 的 解 又 可 称 为 方程 fz)=N0 的 根 或 隔 数 rz) 的 零点 。 显 然 方 程 【4.2.1) 的 实 根 在 几何 
上 表示 国 数 y= Az) 的 图 形 与 横 坐 标的 交点 ， 见 右 图 。 

如 捍 方 程 fxz)i=0 在 区 间 |[a,p] 内 有 实 根 ， 则 
称 [a ,引流 有 根 区 间 。 这 时 若 Fz) 在 区 间 [a ,6] 内 
连续 ， 且 [a ,5 内 FF 六 xz)y=f0 的 根 是 奇 次 重 根 ， 则 只 
要 [oa , 引 充 分 小 些 有 Fe)Fa)<0。 该 条 件 通常 
用 于 判别 区 疝 [a ,5 是 否 是 方程 Frz)=0 的 有 【和 单 
重 ) 根 区 间 。 

在 求解 线性 方程 组 的 类 和 伐 方法 中 ， 如 果 选 择 的 
迭代 法 收 笋 ， 可 以 任意 选取 初 值 ; 但 是 对 于 非 线性 
方程 【《 纽 }， 选 取 不 同 的 初 值 可 能 会 有 不 同 的 收敛 性 态 ， 有 的 初 值 使 迁 代 收 伍 ， 有 的 则 不 收 
化 。 一 般 来 说 ,求解 非 线性 方程 〈 组 ) 时 ， 为 使 夫 代 收 伍 ， 初 箱 应 取 在 解 的 附近 。 为 此 ， 求 
解 非 线性 方程 时 ， 必 须 先 用 其 他 方法 如 搜索 法 寻找 一 个 较 好 的 初 值 点 ; 然后 再 用 迭代 法 求 出 
满足 一 定 精度 更 求 的 数值 解 。 

一 、 非 线性 方程 的 机 索 法 

设 非 线性 方程 (4.2.1) 满足 : _A(z) 是 连续 数 。 用 搜索 法 寻找 方程 的 一 个 初始 解 时 ， 
痛 移 进行 年 此 长 搜索 ， 以 确定 有 根 区 间 [a,21; 然后 采用 区 间 二 分 法 缩短 有 根 区 间 的 长 度 ， 
下 至 得 到 具有 较 好 精度 的 近似 解 ， 作 为 迭代 沙 的 初 值 点 。 


例 4.2.1 用 搜索 法 求 f(z) = { = -于 ) - snz -1= 0 的 近似 根 ， 结 果 具 有 2 位 有 效 
数字 。 

解 首先 由 方程 的 形式 确定 搜索 沧 围 。 将 方程 改写 为 { -至 } = sinz + 1， 右 端的 值 不 
超过 2， 所 以 方程 的 根 在 r“ 左右 小 于 1.5 的 焉 离 之 内 。 于 是 可 以 确定 搜索 范围 [0,4]。 

其 次 进行 定 步 长 搜索 。 在 区 间 [0,4] 中 选择 步 长 六 =0.5， 根 据 函 数值 找 出 有 根 区 间 。 由 
表 4.1 知 ， 有 两 个 有 根 区 间 ， 分 别 是 [0,0.53 和 [2.5.3]。 


表 4-1 


Ta Ta 








2 
一 站 . 73 日 -902 3.073 


最 后 用 区 间 二 分 法 求 方程 近似 解 。 根 据 题目 要 求 ， 设 s = 10-:， 对 每 个 有 根 区 闻 用 二 分 
法 缩短 长 度 ， 直 至 区 间 [a , 儿 ] 满 足 避 -ae<s 时 ， 取 方程 的 近似 解 为 = 公主? 





5 。 
对 区 闻 10,0.51 进 行 如 次 区 闻 二 分 计算 ， 得 近似 解 r;=0.39; 园 料 对 区 同 12.5,3] 进 行 6 
次 区 间 二 分 ， 得 近似 解 xy =2.75。 
方程 的 两 个 精 傅 解 是 zl=0.394294…… 和 一 2.347298，…，…: 。 
搜索 法 只 适用 于 一 无 非 线 性 方程 ， 不 能 推广 到 非 线 性 方程 组 的 情形 。 对 一 元 非 线性 方 
103 


程 ， 虽 然 搜索 法 也 可 以 求 出 并 足 一 定 精度 的 数值 解 ， 但 是 为 了 确定 有 根 区 间 ， 步 长 必须 比较 
小 ， 这 就 需要 计算 很 多 次 函数 值 ， 效 率 较 和 低 ; 同时 区 间 二 分 其 只 能 求 出 有 要 区 间 语 的 一 个 奇 
次 重 根 ， 无 法 求 出 其 中 的 偶 次 重 根 . 

二 、 非 线性 方程 的 不 动 点 选 代 

定 兴 4.2.1 设 给 定 一 个 非 线性 方程 〈4.2.1)， 在 用 选 代 方 法 求 其 实 根 时 ， 先 将 它 转换 


成 等 夫 方 程 : 
并 二 名 区 《 才 . 辽 ,了 
使 得 式 (4.2.1) 与 式 (4.2,.2) 具有 相同 的 解 。 然 后 构造 选 代 格 式 : 
Ts AT 《一 有 ,12 (4 .2.3) 


对 于 给 定 的 蔬 始 值 xe， 若 由 此 生成 的 选 代 序 列 | za 1 -0 有 极限 ， 记 jimzxe 一 x ， 则 显然 z” 
是 方程 【4.2.2) 的 解 ， 有 从 而 也 是 方程 (4.2.1) 的 解 。 

pr) 称 汶 迁 代 图 数 ; 由 于 收 侣 点 rz “ 满 旦 z =20z )， 故 将 xz 称 为 国 数 zfz) 的 不 动 
点 ; 选 代 格 式 导 .2.3) 称 为 不 副 点 选 代 法 【或 基本 夺 代 法 )。 在 迁 代 格式 (4.2.3) 中 ， 
x+1 仅 由 前 一 个 先 代 值 总 定 ， 也 称 该 选 代 格式 为 单 步 法 。 

把 方程 《4.2.1) 化 为 等 价 方程 (4.2.2) 时 ， 可 以 有 客 种 构造 选 代 函数 mp(zy 的 方法 。 
选民 因数 的 不 同 选 择 对 应 不 同 的 泛 代 法 ， 它 们 的 收 敏 性 有 很 大 的 盖 异 。 

例 4.2.2 求 FIz = 一 -上 =N 和 的 一 个 实 根 。 

解 ”将 方程 转换 成 两 种 等 价 形式 ; 

fr=o(z)=vwx+l， 工 = oafd)= 一 二 一 1 

它们 对 应 的 不 动 点 艳 代 法 分 别 为 ; 

和 ri=yY 1T ,=0，1，2，:… 

加 ri 一 一 11， 上 = 和，1，2，… 

由 于 FI= -1,F2)=S, 即 末 数 闻 z) 在 区 间 [1 2] 上 改变 符 导 ， 且 Fr 连续， 所 以 区 
癌 [1 ,2] 蚌 有 根 区 间 。 取 甚 中 点 为 补 值 ，ro=1.5， 进 行 选 代 ， 铺 果 抑 表 4-2。 

事实 上 ， 方 程 有 惟一 的 实 根 rz ”=1.32471795…。 显 然 迁 代 个 收 伍 ， 迁 代 团 发散。 














表 4-2 
人 1 名 
法 名 的 su 1 .5 1 3572 1 .32431 生 
法 凶 的 加 1 .5 2.373 oo 





当 方 程 有 多 个 根 时 ， 同 一 选 代 法 选择 不 同 的 初 值 时 ， 也 可 能 收敛 到 不 同 的 根 。 
例 4.2.3 考察 内 不 同 初 值 点 出 发 ， 用 迁 代 画 数 p(z)= 立 { > + 二 求解 方 和 
Fr -3=0 
的 结果 ， 妃 值 分 别 取 xo= +]。 
解 根据 迭代 函数 构造 不 动 点 迁 代 格式 : 


1 < 
aaat+ 二 让 下 二 日 ,| ,2 


人 
分 别 从 给 定 的 初 值 点 zo=1 和 xzo= -1 出 发 进行 和 迭 代 ， 结 果 见 表 4-3。 
了 地 


1 .4242 1 414214 1 41421456 
_1.414214 | 1.414214 人 6 


出 此 可 网， 不 动 点 选 代 法 站 总 与 杏 ， 不 仅 取 雇 于 迭代 函数 4z) 选 择 ， 也 取 奖 于 迭代 初 
倩 点 ro 的 选取 。 下 面 是 不 支点 渤 代 法 收 伍 性 判别 的 基本 定理 。 
定理 4.2.1 设 困 数 Ffz) 在 区 间 闭 [La .5] 上 连续 ， 且 满足 ， 





岂 VYzElaep 时 ，g(zr)Ela 5] (和 .2.4) 
电 存在 常数 0< 工 二 1， 使 得 
gr 全 [ae 时，| oz 一 总 (yy| 委 工 | 之 一 yy| (4.2.5) 


则 a， 画 数 ofz) 在 闭 区 间 [ae,] 上 存在 惟一 不 动 点 x*; 

b. 对 任何 境 仁 rno 和 le,al， 由 选 代 梅 式 (4.2.3) 产生 的 序列 zjicCfla,5] 且 收 笋 
本 

c， 这 时 有 误差 估计 式 


| s 一 末 才 生 za 和 T 【4 .2 .各 ) 


定理 4.2.1 中 的 条 任 《〈4.2.4) 表示 汰 数 pfz) 为 [ae,5] 上 的 自身 贞 射 条件 【4.2.5) 
雪 示 wptz) 为 Le ,] 上 的 一 个 压缩 映射 ， 工 称 为 压缩 系数 。 误 差 估计 式 【4.2.6) 表明 可 以 利 
用 相 邻 两 个 类 代 点 之 间 的 鞭 值 来 恬 计 选 代 误 美 。 一 般 压 绽 系 数 工 是 未 知 的 ， 通 常用 式 
{q4.2.7) 作为 远 代 终止 的 判 副 式 : 


[RS 二, 7) 


其 中 >0 为 给 定 的 相对 误 关 容 电 ， 分 母 加 1]1 是 为 了 防 正 | zs| =0 的 情形 。 

调 于 奈 苦 映射 的 条 侍 〈4.2,5) 不 容易 检验 ， 所 以 在 实际 应 用 中 ， 如 果 函 数 ofz) 可 导 ， 
可 用 合 娃 数 的 条 件 (4.2.8) 来 代替 : 

中 入 (2 时， Pr) 委 工 反 1 (4.2.8) 

与 定理 4.2.1 的 条 件 (4.2.5) 相 比 ， 条 件 (4.2.8) 虽然 是 更 强 的 条 件 ， 介 是 它 却 更 加 
容易 判刑 ， 所 以 实际 问题 中 往往 依 此 判别 选 代 是 否 收 伍 。 于 是 得 到 定理 4.2.1 的 一 个 推论 ， 

推论 4.2.2 如 果 ofz) 为 La,b] 由 的 自身 且 射 ， 且 YrEtfay Bi 时 ，|1e(z)| 雪 工 和 1 ， 
则 对 任意 的 初 值 rm 和 [La ,5]， 由 选 代 格 式 (4.2.3)》 产生 的 序列 jricC[a ,5] 收 策 于 惟一 的 
沾 动 点 工 ”。 

例 4.2,.4 讨论 例 4.2.2 中 两 种 闪 代 法 的 收 伍 性 。 

解 ”从 方程 形式 易 知 ， 方 程 的 有 根 区 间 为 [1,2] 。 

首 抑 讨论 方法 中 的 收 伍 性。 选 代 函 数 玉 其 导数 分 别 为 ， 


纺 放 你) 二 /六 十 | 81(2) = 本 (上 1)2 


对 任何 区 间 [1;2] 上 的 rz，9t(r)E[1.26,1.45]C[1,2]， 所 以 mtz) 是 [1,21 上 的 自身 配 
出; 园 时 成 立 1 gz)1 过 0.21<1， 所 以 oz 是 [1,21 上 的 一 个 压缩 映射 。 和 根据 推 论 
4.2.2， 对 任何 的 韦 值 xo& [1,21， 和 迭代 法 个 都 收 化 到 区 间 [1,21 上 上 的 人 惟一 不 动 点 > = 


了 05 


1 .324717593o 

其 次 讨论 方法 他 的 收 伍 性 。 这 时 ， 闪 代 图 数 及 其 导数 分 别 为 : 

pa( 工 》 一 了 一， or) 一 3 

当 zE[lt,2] 时 ， 有 (zz) 关 3>1 ， 显 然 ， 表 数 o(z) 不 满足 定理 4.2,1 中 的 扑 册 上 映射 条 件 。 
因此 ， 呈 要 初 值 ro 和 关 z”， 选 代 法 回 一 定 发 租 。 

定理 4.2.1 给 山 了 不 动 点 迭代 在 区 间 [e ,5j 上 的 收 莹 条 件 ， 我 们 称 这 种 在 给 定 区 加 上 收 
全 的 选 代 为 全 局 收 镶 的 。 世 是 在 大 部 分 情况 下 全 局 站 伍 的 茶 件 不 易 检 验 ， 雹 其 是 很 难 确定 区 
加 [La ,25]， 所 以 需要 讨论 和 寺 代 法 在 zx ”附近 的 收 伊 性 问题 。 

定 久 4.2.2 设 是 图 数 p(z) 的 不 动 点 ， 蔡 存在 rz "的 一 个 名 域 N(Cz ,38)， 使 得 对 任 
意 的 初 值 zoE NIz ,8)， 由 选 代 法 (4.2.3) 产生 的 序列 |rl CNCr ,SG)， 并 生 收 委 到 
z"， 则 称 选 代 格 式 【4.2.3) 是 局 部 收 伍 的 。 

定理 4.2.3【 局 部 收 苞 定理 ) 设 rz 是 丽 数 opfz) 的 一 个 不 动 点 ,着 w (zxz) 在 r ”的 某 
个 名 域 土 和 存在 且 连 续 ， 并 满足 1p 《xz ”| 所 1 ， 则 不 动 点 选 代 法 (4.2.3) 局 部 收 敲 。 

为 了 衡量 选民 收 伍 速度 的 快慢 ， 这 里 引信 收 和 伍 阶 的 柱 念 。 

定 允 4.2.3 说 太 列 | 关 1-o 收 伍 到 r ， 记 误差 = 习 -车 存 在 常数 关 莹 1 和 
0， 有 |: 


lm 人 二 人 {4.2.93) 


则 称 1zsj4x=o 是 立 阶 收 伍 的 。 关 =1 时 称 为 线性 收 敏 ， 此 时 必 有 0< re 委 1; >1 时 称 为 超 线 
性 收 敏 : 户 =2 时 称 为 平方 收 黎 。 

式 (4.2.9) 表明 ， 当 一 ce 时 ，e 是 es 的 疡 阶 无 穷 小 量 ， 显 然 的 大 小 反 瞻 了 序列 
xbij 收 伍 速 度 的 快慢 。 在 实际 计算 中 ， 好 的 算法 应 当 是 超 线性 收 伍 的 ， 而 仅 具 有 线 件 收 伍 
速度 的 算法 ， 往 往 项 要 进行 改进 。 下 面 的 定理 用 于 判别 不 动 点 选 代 法 的 收 敏 速 度 。 

定理 4.2.4 设 是 ofz) 的 ~- 个 不 动 点 ， 苦 pz) 在 zx 的 某 个 廓 域 上 存在 旦 连续 ; 

山 知 满 足 0< 1 (zz ) 坟 1 ， 则 不 动 点 迭代 法 (4.2.3) 是 线性 收 敏 的 ; 

必 者 满足 | pz )|1 =0 ， 则 不 动 点 欠 代 法 (4.2.3) 是 超 线 性 收 敏 的。 

定理 4.2.5 设 rz "是 gf(z) 的 一 个 不 动 点 ， 苦 有 正 整 数 关 2， 使 得 (0(z) 在 x* 的 某 
个 邻 域 上 连续 ， 且 满足 

pr) (了 三 2, 力 一 ]) 

Pr 天 0 

则 不 动 点 选 代 法 (4.2.3) 是 户 阶 收 敏 的 。 
例 4.2.5 考虑 方程 Frz)=zr -3=0， 它 的 根 xr* = +。 请 比较 分 别 采 用 不 同 渤 代 


是 数 时 的 收敛 速 度 ， 选 代 函 数 分 别 为 gi(z) = 立 [ >+ 之] 和 ga(z)=x- 才 (z2-3)。 


(4.2.10) 


解 首先 分 析 选 代 法 《1) 中 (z) 情 况 。 函 数 pi(z)= 立 [>+、) 的 一 阶 ,二 阶 导数 
分 别 为 ; 


。 ] 3 
8i(z)= 了 (1 总 Wi(z7)=0 


机 了 ， ， ] 
旬 盯 将， 的 作 估 )] 三 0 


7 
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出 定理 4.2.5 可 知 , 迁 代 法 z，，， = 序 | zx + 二 | 平方 收 伍 。 


其 次 分 析 选 代 法 四 中 92(0z) 的 情况 。 它 的 一 阶 、 二 阶 导数 分 别 为 
pz)=1-z，g03)s -0.732， pwY3)ne 一 2.732 
由 定理 4.2.4 可 知 ， 和 迭代 将 线性 收 笋 到 不 动 点 zx” =v3， 而 无 活 收 钱 到 zx ”= -Y3。 
更 取 初 值 rzo= 土 t1， 计 算 精 度 se= 10 7 ， 分 别 用 迁 代 数 wji(z) 和 of(z) 进 行 计 算 ， 计 
算 结 果 见 表 4-4。 可 见 造 代 法 由 《平方 收 敏 ) 比 选 代 靶 加 〈 线 性 收 敏 ) 快 得 亏 ， 且 ro= -1 
时 选 代 法 多 不 可 能 收 敏 到 rz ”= -3。 


囊 4- 


下 
5 
土 1.73a2050 


二 .上 0D 乌 3d4 


对 于 具有 线性 收 伍 的 选 代 法 ， 它 的 收 伍 速 永 通常 很 慢 ， 此 时 可 以 采用 Steffensen 和 迭代 法 
以 改进 其 线性 收 伍 速 放 。 


如 采 选 代 法 (4.2.3] 是 线性 收 化 的 ， 记 选 代 误 差 = 辣 -二 < ， 刚 有: 










选 代 蕉 修 
奈 代 法 罗 吉 





业 .732U30U 





于 是 当 上 充分 大 时 可 以 得 到 : 
Xp+1 一 这 Et2 一 开 
-人 TELT 一 下 
从 革 式 中 解 出 z”( 称 为 外 蕉 )， 得 到 它 的 近似 值 : 
ss .FE TIE 一 了 +1 - ， - (zt+1 一 如 
TRY 一 人 1 十 了 + 一 之 ET 十 
该 式 右 端 的 德 可 能 比 原来 的 ax，z+2 更 好 地 近似 xz* 。 因 此 ， 可 把 这 个 右 端 值 作为 继 立 之 后 一 
个 新 的 ms+r， 而 原 +1 和 原 必 *? 只 起 中 间 值 作用 ， 分 别 记 为 交 和 。 得 到 以 下 公式 ; 
逢 二 区 人 Tt 也 二 办) 


( 凡 一 ) (4.2.11) 
2 人 01 


选 代 格 式 (4,2.11) 称 为 Steffensen 迁 代 法 。 
可 以 证 明 ， 只 要 oz ) 尖 1 ， 那么 无 论 原 选 代 法 .mx +1=ylzro) 是 符 收 策 ， 由 它 构成 的 


和 送 代 格式 《4.2,11)》 至 少 平方 收 往 。Steffensen 欠 代 法 一 般 用 于 改善 仅 有 线性 收敛 速度 的 先 
代 法 。 


例 4.2.6 在 区 则 (2,+ co) 内 ， 用 Steffensen 迭代 法 求解 非 线性 方程 Frzy=r-inr-2= 
4， 初 值 ro=3， 精 度 =10-， 和 迭代 函数 p(>) 分 别 选择 : 

(pitr)=2+lnz 加 pz 一 EE 

解 设 T 表示 方程 在 区 间 (2, + co) 内 的 根 。 

由 于 FFC2)?<0,f(4)>0 ， 故 方程 在 区 间 (2,4) 肉 有 根 。 又 因为 


广 (z)=1- 一 >0， 时 交 乓 (2 二 oo) 


1 


了 站 7 


所 以 Fz) 在 区 间 (2, + o) 上 单调 增加 ， 方 程 在 区 间 (2, + co) 内 只 有 一 个 根 z*E (2.4]。 
四 对 于 选 代 范 数 oi(z)， 因为 pi(z “= -<1， 所 以 它 对 应 的 不 动 点 选 代 收 敏 ， 但 仅 


为 线性 收 昭 ; 用 olitz) 构 造 Steffensen 大 代 法 
本 =2+tinz as 二 2+lnvs 





(《 汰 国 ) 


忆 0012，) 


六 1 
只 有 平方 收 艇 ,在 题目 给 定 的 条 件 下 ，Steffensen 和 帮 代 的 结果 见 表 4-5。 
怨 对 于 迭代 画 数 ef(zr)， 因 为 of0z =er” 1 ， 所 以 它 对 应 的 不 动 点 洁 代 发 散 ;， 而 
当初 值 rw 足够 笃 近 时， 用 ga(z) 构 造 Steffensena 选 代 法 
二 


(了 


忆 2 


二 下 


仍然 具有 平方 收 伍 ,其 选 代 结果 见 表 4-5。 











中 
渤 代 全 的 志 
选 代 也 的 二 





表 4-S 


三 、 非 线性 方程 的 Newton 和 迭代 

Newton 选 代 法 的 实质 是 在 方程 解 的 附近 ， 将 非 线性 方程 线 性 化 的 一 种 近似 方法 。 

议 非 线性 函数 所 了 ) 是 连续 可 徽 ，z "是 方程 Arz)=0 的 实 根 ，xzx 是 选 代 方法 中 的 某 个 
和 欠 代 值 。 将 zz) 在 根 的 近 候 rr, 点 附近 展开 成 Taylior 级 数 : 


3,.146193 






jz)= (zt (any+(z 交大 51 (4.2.12) 
取 其 线性 部 分 作为 非 线性 方程 FLz)=0 的 近似 方程 ， 即 : 
FE 二 《圭一 下 F 关 (zt 【二 .2 .13 





若 广 (ri 天 0 了 则 记 线 性 方程 (4 .2.13) 的 解 为 二 是 十 1 ， 将 yi 一 民 k 一 记 作为 六 zy 根 的 
新 和 近似值。 和 迭代 格式 


ce 开 一 晶 ,, 了 2 …- (《 才 ,2 ,14) 
称 为 Newtoen 远 代 法 。 


Newton 选 代 法 的 几何 意义 是 : 在 选 代 过 程 
中 ， 用 羡 数 头 z) 过 点 (zi 六 ze)) 的 切线 
3 一 FS 六 (re (一 (4.2.15) 
作为 所 z) 的 近 侯 ， 并 以 此 切线 与 zx 轴 的 交点 作为 
新 的 夺 代 点 如 +1， 见 左 图 。 因 此 Newton 迁 代 法 也 
称 为 切线 法 。 
ANewton 和 迭代 法 式 (4.2.14) 也 可 以 写成 不 动 





了 说 


点 寻 代 式 (4.2.3) 的 形式 ， 这 上 时: 
矿工 ) 


9(z)= 工 -万全 (4.2.16) 
2"( 工 ) = 下 (4.2.17) 


设 “是 方程 F(z)=0 的 根 ， 显 然 也 是 式 〈4.2.16) 的 不 动 点 。 若 z ”是 单 根 ， 必 有 
三 (rz ) 关 0 ， 且 (xz =0 ， 结 台 不 动 点 选 代 的 收 伍 速 度 ， 可 得 : 

定理 4.2.6 设 z 清 足 Fz )=0，rtz 1) 天 0 0z) 在 z 的 邻 域 上 连续 ， 则 New- 
ton 迁 代 法 陈 【4.2.14) 在 点 zx ”处 局 部 收 伍 ， 旧 董 少 平方 收 敏 。 

定理 4.2.6 是 Newton 选 代 法 的 局 部 收 敏 定 理 。 只 有 当选 代 者 值 rw 充分 靠近 方程 根 z 
时 ，NMewton 选 代 法 产生 的 序列 才 是 收 敏 的 ;: 面 当 迁 代 初 值 ro 与 x* 值 之 间 折 高 较 大 时 ， 选 
代 可 能 不 收 义 。 因 此 ， 在 用 Newton 迭代 法 计算 之 前 ， 一 般 先 采用 其 他 方法 如 搜索 法 ， 隐 定 
方程 根 的 粗略 范围 ， 从 中 选择 Newton 选 代 的 韦 值 xnn 

例 4.2.7 用 Newton 和 迭代 法 求 方程 fxzJ=z-lnazr-2=10 在 区 间 {2,+ecy 内 的 根 ， 要 
求 的 精度 为 es。=10 一 。 

解 四 例 4.2.6 的 分 析 ， 方 程 在 区 间 (2,+o) 央 只 有 一 个 根 rz 和 (2，4)， 且 有 ; 

F(z) = 二 ，7(z) = 总 

易 知 ,在 根 r "的 某 邻 域内 满足 >) 连续 ， 广 (z) 关 0 ， 于 是 在 zx“ 附近 选取 初 值 x， 由 
Newtou 选 代 会 式 得 到 的 订 列 糙 收 伍 于 。 


FAxzt hk- nc 一 2)》 








ret 人 1 ， 下 一 0,1,2,… 
取 zo=3， 选 代 结 果 见 表 4-6。 
表 4-6 
了 .1 4 站 193 





定理 4.2.6 秒 出 了 xz 是 单 根 时 Newton 选 代 法 的 收 爷 速度 ， 若 古方 程 Fz)=n0 的 
2) 重 根 ， 这 时 可 设 
FT 一 TagEzr)， EL ) 天 0 
采用 Newron 迁 代 法 式 〈4.2.14)》 计算 时 ， 有 : 


. ， 1 
im Pp (zy=1 [4.2.18) 


工人 上 


骨 根 据 定 理 4.2.4 的 结论 可 知 ，z "是 重 根 时 Newton 迭代 法 是 线性 收 敏 的 。 
为 了 加 快 z "为 重 根 时 Newten 选 代 法 的 收 伍 速度 ， 可 以 采用 下 面 的 方法 。 
中 当 根 的 重 数 mm 已 知 时 ， 构 造 和 迭代 格式 : 


| 
ZTE+1 三 惠 fr 二 re 一 7 六 到， 哟 二 上 ,1 2， 【4.2.191 


其 中 国 数 亚 {z) 满 足 更 (2 )=0， 即 选 代 武 (4.2.19) 至 少 平方 收 伍 。 
中 当 根 的 重 数 zz 未 知 时 ， 构 造 函 数 ， 





了 





四 
AT 一 六 ( 


则 zx "是 函数 mtz) 的 单 根 ， 可 对 其 使 用 Newton 迭代 法 ， 使 迁 代 法 式 (4.2.20) 至 少 平方 
收 敏 。 
四 Ri 风 呈 六 长 
Ap Czt) 4 TF(z)- FrOzeyP(z)， 
例 4.2.8 方程 Frz)=zr -4z+4=0 的 根 二 "=w2 是 二 重 根 ， 初 值 ru=1.5， 精 庆 
E 二 10-8 由 较 Newron 诛 代 凌 .、 洗 代 趟 1d42.191 和 诛 作 趟 14 3 3n3 的 曙 秆 麻 - 





雪 二 自 ，1 2 《4.2.20) 


.了 8 二 1 一 江 开 


IJevwtot 法 帮 代 格式 : 
的 CS 加 
2 ， 下 三 了， 卫 ， 
分 别 取 初 值 ru=0.5，zi = rds<s0.785398 进行 迭代 。 
制 线 法 渤 代 格式 : 


(ecose 一 站 5 一 全 1 一 12 
如 一 .上 一 有 本 
ssT 


到 初 值 ro =10.5，zri = rd4ss0.785398。 选 代 结 果 见 表 4-8。 可 见 Newton 法 收 租 稍 快 于 割 


表 4-8 


第 三 节 非 线性 方程 组 的 途 代 法 










更 















Mewton 法 和 





hewtor 法 如 


剖 线 法 荆 炎 


一 -一 一 
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考虑 非 线性 方程 组 : 


= (4.3.1) 





其 中 r = (zi 并 为 维 向 量 ， 廊 (xz) 中 蛮 少 有 一 个 是 非 线 性 函数 。 
本 节 首 先 介绍 向 量 值 函 数 的 导数 报 念 ， 然 后 研究 求解 非 线 性 方程 组 的 数值 方法 ， 
一 、 向 量 值 函 数 的 导数 
定 以 4.3.1 设 问 量 生 国 数 下 :p 志 尼 " 一 天 <， 即 ， 


| 请 xz] 袜 1t 
证 一 | 【4.3.2) 
LFCzD) Th 


苍 让 在 4(xr)E 有 2 ， 对 卫 的 内 点 袜 及 下 对 天" ， 有 : 


im 全 一 全 关 | -1 (4.3.3) 


则 称 王 在 x 可 导 ， 称 4(z) 为 向 量 值 函数 下 在 * 处 的 导数 ， 记 为 本 fx)= 和 (xz)。 
根据 辐 量 范 数 的 等 价 性 ， 式 (4.3,3) 中 可 取 任 何 一 种 向 量 范 数 。 式 (4.3.3) 定义 的 性 
煞 又 称 为 Frechet 导数 【或 下 -导数 )。 如 果 开 在 内 的 每 点 都 可 导 ， 则 称 下 在 刀 上 可 导 。 
当天 =1 时 ， 向 量 值 哆 数 下 为 实 值 多 元 歼 数 ， 即 ROr) = Frizr)= Fr， 其 上 - 导 
数 为 函数 Fr) 的 梯度 





太一 = 六 (xz) (4.3.4] 


对 于 下 ;了 所 本 一 及 ”的 一 般 情 形 ， 我 们 称 下 fx 的 下 -导数 为 Tacobi 矩阵 ， 即 ， 
了 


Ptx) 84zi 


杂工] 可 民 ， 
下 【《 怀 ) = : : : (4 .3.5) 
32 ,vs jx) 可 tx) 
玉江 ] 可 ， | 


阿 量 值 函 数 下 xz) 的 导数 是 个 到 xz 阶 的 抱 阵 。 
二 、 非 线性 方程 组 的 不 动 点 和 迭代 
考虑 非 线性 方程 组 卫 (z) =0， 与 一 元 非 线 性 方程 相仿 ， 为 了 用 选 代 法 求解 ， 先 将 它 转换 
成 等 价 方 程 组 x= 更 (xz)， 把 非 线性 方程 组 的 求解 问题 ， 转 换 成 求 向 量 值 函数 不 动 点 的 问题 。 
构造 选 代 格 式 
12，… (4,.3.6) 
对 于 给 定 的 初始 点 xi， 若 由 此 得 到 序列 收 敏 ， 记 Himx =Y ， 则 YY" 汪 足 xY”= 
古人 Y 1)， 即 * "是 夺 代 函数 画 (x) 的 不 动 点 ， 进 而 是 方程 组 (4.3.1) 的 解 。 和 迭代 格式 x+1 = 
西 (xz ) 称 为 非 线 性 方程 组 的 不 动 点 迭代 法 。 
例 4.3,1 用 林 动 点 选 代 法 求解 非 线性 谨 程 组 : 
1 10xzi++8= 
人 


解 ”将 方程 组 写成 等 价 形式 


ri pi(zivz)=T0(zi+ zt8) 


二 3 一 pz(zi,za= (ziz 十 立 1 十 曙 ) 
由 此 构造 不 动 点 迭代 格式 : 
站) = 10L(z 扣 7 Hz32 二 8] 
(天 一 D1 2，…) 


1) 和 3 
和 十 8 


取 初 始点 zx =(0,0)7 ， 计 算 精 度 es = 10 “， 计 算 结 果 见 表 4-9。 可 见 迁 和 代 收 倒 到 非 线性 方 
程 组 的 解 x ”= (1 .1)1。 
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关于 问 量 值 果 数 不 动 点 的 存在 性 和 和 迭代 的 收 伍 性 ,有 下 列 定理 。 
定理 4.3.1 【Brouwer 不 动 总 定理) 设 种 :万 才 愉 "- 丙 在 有 界 闭 凸 集 DuC 考 九 上 连续 ， 
且 甸 将 Do 了 瞻 人 到 自身 。 则 更 在 中 至 少 有 一 个 不 动 点 。 
定理 4.3,2{ 正 缩 映 射 原理 ) 设 四 :DC R* 一 有 "在 闭 区 域 DCD 上 满足 条 件 ， 
山 台 将 Do 瑞 人 到 自身 , 即 YxED, 钙 (zyEDi 
必 旦 在 Po 上 是 还 缩 映 射 ， 即 存在 常数 工 E 0， 1)， 使 得 对 任意 的 x，yED0 行 在 基 
了 了 2 


种 范 数 ， 有 
上 更 (xz 一 理 (7)| 委 王 四 巡 一 了 | (4.3.7) 
则 包 对 任意 的 初始 点 zt E Do ， 由 迁 代 格式 (4.3.6) 产生 的 序列 jx 人 Do ， 且 收 
化 于 方程 组 (4.3.1) 在 了 内 的 惟一 解 x"; 
加 成 立 误 盖 佑 计 式 


芋 人 二 一 | 去 天 二 | (十 革 一 天 (和 | < 一 | 姑 人 (二 ] _ 戈 (一 1) ] (4.3.8) 


Brouwer 不 动 所 定理 是 研究 非 线性 方程 组 解 存 在 性 的 重要 工具 ,， 查 定理 并 不 保证 不 动 点 
的 惟一 性 ， 也 没有 指出 如 条 找到 不 动 点 。 压 缩 映 射 原 理 给 出 了 不 动 点 惟一 存在 的 充分 条 件 ， 
但 难以 寻找 满足 条 件 (4.3.7) 的 闭 区 域 Pu， 同时 自 缩 且 射 所 满足 的 条 件 《4.3.7) 与 选择 
的 范 数 有 关 。 在 局 部 收 伍 的 情况 下 ， 可 用 导数 条 件 代 替 压 缩 条 件 来 判别 收 伍 性 ， 这 时 只 要 初 
始点 x 咏 足够 靠近 ** ， 选 代 就 收 敏 。 

定 光 4.3.2 设 x 是 钙 (xz) 的 不 动 点 ， 若 存在 x 的 一 个 名 域 S 志 刀 ， 使 得 对 任意 xf GE 
3S， 选 代 《4.3.6) 产生 的 序列 1Y” 1CS ， 且 limx 和 =x， 则 称 选 代 法 (4.3.6) 在 点 
处 局 部 监 伍 。 

定理 4.3,3 设 各 :万 志 玉 "一 玉 在 万 肉 有 一 个 不 动 点 xz ， 若 男 '(xr 存在， 且 其 谱 半 
径 p(@fx))=a<1， 则 选 代 法 (4.3.6) 在 点 x* 处 局 部 收敛 。 

利用 谱 半 径 与 扯 阵 范 数 的 关系 ,定理 4.3.3 中 的 条 件 o(g@'0zr))=e<1l 可 用 
| 有 (xz < 牧夫 。 与 一 元 方程 相关 做 ， 这 里 引 人 收 化 阶 的 概念 ， 并 对 选 代 进 行 误 
差 估计。 

定义 4.3.3 设 序列 1xz(1 2 0 收 敏 到 xY* ， 若 存在 常数 bp 六 1 和 c>0， 有 ， 


上 zt 2 一 | 


| 二 5 一 (4.3.9] 
则 称 序列 是 疡 阶 收 敏 的 。 疡 = 1 时 称 为 线性 收敛 ， 此 时 必 有 10< cs 所 1; pp>1 时 称 为 超 线 
性 收 俩 ; 户 =2 时 称 为 平方 收敛 。 
定理 4.3.4 设 序列 jx 妆 | 生 0 超 线 性 收 伍 于 xz” ， 且 rt 的 关 x， 则 : 


【二 1 
Im- 1 (4.3.10) 


定理 4.3.4 表明 ， 在 超 线性 收 伍 时 ，|| xx 站 与 上 xzt -xx | 是 等 价 无 穷 小 ， 
可 以 用 |‖ 二 一 下 受 s 作为 选 代 序 列 计 算 停止 的 条 件 ; 而 在 线性 收 伍 时 ，1 xttrD - 


Xe | se 级 可 以 保证 | 下 xt 一 | 委 - 下。 


例 4.3.2 检验 例 4.3.1 中 不 动 点 选 代 法 的 收 各 性 。 
解 ”用 不 动 点 选 代 法 求解 例 4.3.1 时 ， 方程 组 的 迭代 煞 为 ; 





及 二 印记 交 1 za = 1 人 + 十 名 ) 


已 P2 1 和) = (ziz+ xi 十 号) 


已 的 导数 即 Jacobi 纤 阵 为 : 
之 工 也 寺 
。 ] 1 2 
虽 【x) = 二 
于 国 


了 1 了 





在 区 域 S= 1(zlzz) | -1] 委 rivzss1.S| 上 ,对 任意 的 x=(fzrlyzrz) 和 3 成 立 : 
0.8 委 pz) 和 1.25,0.6 委 po(xz) 拓 1.2875 
因此 选 代 函 数 定 (xz) 在 9S 上 是 映射 到 自身 的 。 了 局 时 在 区 域 S 上 满足 | 更 (xz) | 和 0.75 ， 即 
选 代 王 数 中 (xz) 在 S 上 是 压缩 映射 。 根 据 压 盎 映射 原理 ， 志 和 代 函 数 更 (xz) 在 S 上 具有 惟一 的 
不 动 点 xY”， 且 丰 动 点 选 代 法 在 点 zx ”处 局 部 收 敛 。 
这 、 非 线性 方程 组 的 Newton 选 代 
对 于 非 线性 方程 组 ， 类 似 于 一 元 方程 ， 可 构造 Newton 渤 代 法 ， 并 且 了 同样 具 有 平方 收 
仇人 性 。 
考虑 非 线性 方程 组 FU(r)=0， 设 * 是 它 的 解 ，z*' 宫 是 某 个 选 代 近 似 解 。 如 果 下 人 (zr) 在 
xY 附近 可 徽 ， 则 由 同 量 值 郴 数 的 Tayter 展开 式 ， 
四 = 下 (g ”二 下 ( 人 和) 二 本 (xD)(< 一 () (4.3.11]) 
其 中 下 (x  ) 表 示 正在 xz 处 的 Jacobi 抢 阵 ， 若 该 矩阵 非 柯 异 ， 就 可 从 式 (4.3.11) 中 解 出 
x “的 近似 值 ， 并 将 其 作为 下 一 次 迭代 近似 解 。 于 是 得 到 迭代 格式 : 
12 (4.3.12) 


称 之 为 Newton 选 代 法 。 实 质 上 ，Newton 迷 代 法 也 可 以 看 成 不 动 点 选 代 的 一 个 特殊 情况 
它 的 选 代 函 数 为 理 (x)=x-(F xz)) IFOE)。 

Newton 从 代 法 的 局 部 收 仇 性 定理 : 

定理 4.3.5 设 卫 : 疡 所 及 "一 妈 ，2 去 辣 满足 F(r )=0,， 王 在 x* 的 开 邻 域 SICD 上 
连续 可 导 ， 且 天 fx” ) 非 青 异 ， 刚 

山 存在 闭 球 S= SGx .8) 人 So ， 使 映射 画 (x)=Y-(FP Orz)) IEFxr) 对 所 有 xcESs 有 
意 交 ; 

加 Newton 夫 代 (4.3.12) 得 到 的 序列 jx4 4 超 线性 收敛 于 x* 

多 在 存在 常数 其 >0， 使 任 给 xES， 均 有 由 下 (rr) 一 下 (xz | 扫 民 | xx* | 咸 立 ， 
则 Nevwton 迭代 序列 |x( 后 | 至 少 平方 收 黎 。 

Newton 迭代 法 在 实际 运算 中 ， 从 * 避 出 发 计算 x* “的 一 次 选 代 过 程 分 为 两 步 ， 

由 求解 线性 方程 组 (4.3.13)， 亦 称 Newten 方程 ， 得 到 Arxrtt 。 


下 (三 一 一 ft (4.3.13) 


加 令 x 人 =Y0+Axt， 得 到 下 一 个 先 代 点 x+D 
例 4.3.3 用 Newten 法 解 例 4.3.1 的 方程 组 。 
解 屋 4.3.1 的 非 线性 方程 组 可 以 写成 : 
1 一 10z) +2 十 8 
下 (YY) 一 La 10 8 一 
了 了] 了 证 1 -二 
果 数 FIOz) 的 导 效 下 (xz) 为 ， 
) 2 也 区 
各 一 
xs 十 1 2zizo-10 


仍然 选取 初 值 x'o) = (0,0)7 ， 计 算 精 度 。 = 10-4，Newton 法 的 选 代 结果 见 才 4.10。 
了 了 学 
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Newton 迭代 法 思想 直观 自然 ， 是 求解 非 线性 方程 组 最 经 典 的 算法 之 一 ， 也 是 研究 其 他 
方法 的 基础 。 其 优点 是 收 伍 速度 快 ， 一 般 都 能 达到 平方 收 敏 。 缺 点 一 是 对 于 韧 始 点 x 补 的 要 
求 比 较 苛 刻 ， 往 往 要 求 xi 很 靠近 解 zx 时， 迁 代 才 收 和合 于 *x * 。 二 是 每 次 迁 代 需要 计算 向 量 
F(xz 和 和 矩阵 下 (xzo)， 并 求解 一 个 = 阶 线性 方程 组 (4.3.13)， 计 算 量 很 大 。 三 是 迭代 
过 程 中 ， 如 果 某 一 步 x' 2 处 的 矩阵 匡 (xz 避 ) 奇 异 或 病态 ， 则 Newton 和 迭代 将 无 法 继续 进行 下 
去 。 为 了 死 服 Newton 迁 代 法 的 绊 点 ， 可 以 对 Newton 选 代 法 作 下 列 改 进 。 

简化 Newten 法 : 为 了 减少 Newton 渤 代 中 矩阵 下 (xz ) 的 计算 次 数 ， 最 直接 的 做 法 是 
将 迭代 中 的 严 (xzt) 用 固定 的 呈 (xrt) 代 赫 ， 得 到 迭代 格式 ; 

和 人 1 开 一 人 0,1,2.… 【4.3.14 1) 
这 样 昌 然 计 算 量 大 为 减少 ， 但 代价 是 收 伍 速度 降低 ， 仅 为 线性 收 繁 。 

修正 Newton 法 : 简 玫 Newton 法 只 进行 一 次 玉 (x) 计 算 ， 导 致 收 敏 速度 太 慢 。 进 一 步 
晓 进 的 方法 是 将 简化 Newton 法 与 Newton 法 相 结 台 ， 每 进行 严 次 简化 Newton 法 选 代 后 ， 
更 换 一 次 开 (xz)， 殉 式 《〈4.3.1$) ， 该 方法 具有 较 高 的 收 和 伍 速 度 ， 也 称 为 Sharmnarskii 方法 。 

6 一 关 ( 
5 (CPP(rg9) 12 (4.3.15) 
2 

离散 Nevwton 法 { 割 线 法 )， 当 下 (xi ) 淮 以 计算 或 计算 量 很 大 时 ， 可 以 用 差 商 来 近似 代 
亚 Newton 法 中 的 导数 玉 (r)， 奖 似 于 一 元 离散 Newton 法 ， 此 时 的 收 敏 速度 也 是 超 线 
性 的 。 

此 外 ， 还 有 可 以 克服 Newton 法 对 初始 点 x 避 限制 的 Newton 下 山 法 ; 解决 到 (rzG9) 奇 蜡 
或 严重 病态 问题 的 阻尼 Newton 法 ; 如 果 在 Newton 迭代 法 中 、 用 和 迭代 法 来 求解 Newton 方 
程 ， 就 得 到 双 层 和 迭代 法 ， 例 如 Newton 方程 用 SOR 迁 代 法 求解 时 ， 称 该 双 层 选 代 法 为 New- 
ton-SOR 夺 代 法 等 等 。 

四 、 非 线性 方程 组 的 氢 Newton 选 代 

求解 方程 组 下 (xz)=0 的 Newton 法 收 伍 很 快 ， 但 每 一 步 都 要 计算 天 (xto)， 不 仅 计算 量 
大 ， 有 时 甚至 会 发 生计 算 示 难 。 氢 Newron 法 就 是 为 了 解决 这 一 问题 而 产生 的， 现 已 威 为 解 
决 非 线 性 方程 组 和 最 优化 问题 的 最 有 效 方法 之 一 。 

氢 Newton 法 就 是 在 Newton 法 中 用 较 简单 的 矩阵 4 来 近似 后》， 将 Newton 选 代 
过 程 改 写成 : 

区 (4.3.16) 

其 中 4E 及 “依赖 于 FPC 和 下 (zt0)。 选 代 式 (4.3.16)》 的 关键 是 如 何 确定 矩阵 &, ， 根 
据 下 (xz 在 xi 处 的 Taylor 展开 式 ， 上 限定 45+1 满 足 方 程 : 

症 本 IT0,1,2.…， (4.3.17) 

称 之 为 拟 Newten 方程 。 氢 Newton 方程 中 含 nz 个 变量 ， 但 仅 有 ”个 方程 ， 当 呈 >1 时 


了 > 


44+1 无 法 确定 。 必 须 增 加 其 他 条 件 ， 我 们 进一步 限制 4 31 是 由 4 修 让 后 得 到 的 ， 即 : 
冲 :11 二 冲 十 由 4， rangfA4 = 扩 六 1 (4.3.18) 
其 中 A4x 是 秩 为 zm 的 修正 矩阵 。 由 式 (4.3.16)、 式 (4.3.17) 和 式 (4.3,18) 组 成 的 渤 
代 法 称 为 拟 Newton 法 。 
不 同 的 确定 A4。 的 方法 ， 就 得 到 不 同 的 拟 Newton 法 。 常 用 的 掀 Newton 算法 是 A4， 为 
秩 1 或 秩 2 的 方法 ， 下 面 介 绍 Broyden 秩 1 拟 Newton 迁 代 法 ， 
当 逢 阵 A4， 满足 rankfaa =1 时 ， 可 谨 
AAA， 人 (4.3.19) 
现在 来 选择 合适 的 直人 六 使 得 到 的 4 满足 拟 Newton 方程 (4.3.171， 若 记 ， 
下 一 区 ( 人 + 一 关 人 ) 供 一 到 (全 + 一 机 ( 人 ) 
则 拟 Newton 方程 可 改写 为 : 
13 一 入 (4.3.20) 
再 由 去 〈4.3.18) 和 式 4.3.19)， 得 ， 
《4 TUE)S = 天， 即 pt 一 以 一 币 人 
若 vi 基 产 0， 则 有 : 


易 见 中 可 由 三 惟一 确定 ， 所 以 只 需 确 定 w 就 可 得 到 A4A， 以 及 4 不同 的 闪 选 取 对 应 于 
不 同 的 Broyden 算法 。 
选择 中 ” 若 取 闪 = 有 六， 显然 基 关 0 时 有 ( 丸 )To% >>0 ， 于 是 ， 
六 虚 : (7 2 
代 人 拟 Newton 舍 代 中 ， 得 到 : 
人 一 


【 玉 一 总 (给 【4.3.21) 


秆 + 1 一 和 胡 ， 十 下 二 日,1 .2 … 


【3 工 生 
该 算法 称 为 Broyden 秩 工 拟 Newton 法 ， 选 定 初 始点 * 忆 后 ， 可 取 4, = ] 或 和 ,= 了 (rt 。 

选择 饭 者 取 由 三 下 (x 人 0)， 由 式 《4.3.16) 可 得 下 (xz ) = 开 十 下 (xft9)》= 瑚 一 
4 ， 计 是: 
(六 一 生 玉 )( 炙 一 并 

(天 一 站 天 ] 了 人 
显然 A4: 是 对 称 矩 阵 ， 进 而 得 到 拟 Newton 法 的 近代 格式 ， 
ee 


AAA， 


(六 一 各 (只 一 和 站) (4.3.22) 
本 人 站 
当初 始 和 迭代 秆 阵 4， 对 称 时 ， 所 有 的 45+ 1 也 是 对 称 的 ， 故 选 代 (4.3.227 称 为 Broyden 对 称 
秩 让 拟 Newton 法 。 它 适 合 于 天 (x) 是 对 称 和 矩阵 的 非 线性 方程 组 求解 。 
可 以 证 明 ，Broyden 秩 1 算法 和 对 称 秩 1 算法 得 到 的 序列 jx49| 是 超 线 件 收 伍 的 。 
在 Broyden 方法 中 每 步 选 代 都 要 计算 4 1， 其 计算 量 为 口 fp3y 利用 下 面 的 定理 ， 可 以 
1 


总 +1 二 于 十 


如 和 作 等 次 夺 代 中 的 求 道 运算 ， 用 和 抢 阵 的 加 、 减 和 乘法 运算 我 替 ， 计 算 量 仅 为 口 (2)。 
定理 4.3,6 【Sherman-orrison 公式 ) 设 生 ER" 非 奇 异 ，a，vER， 则 当 且 仅 
归 1+yTI-18 和 时 ，4+a 可 逆 ， 并 且 : 





T、 1 1 并 -NEWY 
【总 +EBy ) 一 各 下 TD (4.3.23) 
在 Broyden 秩 1 迭代 式 (4.3.21) 中 , 邻 下 =4 ， 并 在 定理 4.3.6 中 取 和 = 4 ，vY= 具 ， 
此 
u= 分 人 ， 可 将 迁 代 式 (4.3.21) 改写 或 逆 Broyden 特 1 方法 : 
区 (二 1) 一 丈 (和 加 PCxtt 
( 瑟 一 天) 万， (4 .3.24】 


豆 , + 1= 克 : 十 () 厅 抽 一 02 


类 伏地 , 取 ，= 下 (xD 后， 可 得 道 Broyden 对 称 秩 ] 方法 。 

道 Broyden 方法 的 韧 始 矩阵 可 取 是 = 工 成 万 ={F Yi)) 1: 。 六 Broyden 方法 的 计算 量 
比 Broyden 方法 要 少 ， 且 在 一 定 条 件 下 ， 它 得 到 的 序列 是 超 线性 收 贪 的 ， 但 计算 殖 , ;时 的 
稳 和 证 性 较 盖 ， 有 时 会 造成 选 代 效 果 不 理想 。 


例 4.3.4 用 逆 Broyden 秩 1 方法 求解 方程 组 并 与 Newton 法 比较 ， 取 初 值 xi= 《0.1， 
1 和 .1， 一 个 .17)T。 


TY1 一 Costroz3) 一 0.5 
上 下 全) 二 1 81 二 1) sinza+ 中 一 0 


ie orz+20xry+fl0r 一 3)73 
解围 数 Ffxz) 的 导数 是 : 


了 3SIDC 33 SiTL 二 2 工 3 
下 《Yi) 一 了 开 | 一 162(.rv 二 0.1) COS 寺 3 
一 全 3 让 1 一 兴 1 忆 1 2 


取 初 值 z =(0.1,0.1,-0.1) ， 计 算 精 度 s。= 10-8， 采 用 : 

山 了 = 工 的 逆 Broyden 秩 1 方法 求解 ， 

四 虽 =( COx )) 的 着 Broyden 秩 ] 方法 求解 ; 

二 Mewton 先 代 法 求解 。 

计算 结果 见 表 4-11。 方 法 串 选 择 单位 矩阵 作为 初始 的 百 ,， 与 方法 四 相 比 ， 避 免 了 求 
ECxz) 的 好 数 和 笔 阵 严 (x) 求 着， 但 它 达 到 指定 精度 的 选 代 次 数 明 显 增 加 ; Broyden 秩 1 方法 
外 与 Newton 方法 外相 比 ， 方法 四 的 先 代 次 数 略 多 于 方法 辐 ， 但 是 Broyden 黎 上 方法 每 次 选 


代 的 计算 昔 却 比 Newton 法 要 少 得 族 ， 当 问 题 得 维 数 较 大 或 导数 计算 较 揽 杂 甚 至 导数 不 存在 
时 ， 最 好 是 采 有 有 Brovden 秩 1] 方法 求解 。 











表 4.11 
四 收 租 选 代 次 数 天 本 
| 和 
道 Brovden 和 枚 1 方法 一 一 一 一 一 2 0.S60000000 
----- 人 了 0.00000002 
Neron 和 诡 全 放 > 一 站 ,52359878 
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第 四 节 ”利用 数学 软件 求解 非 线性 方程 组 


前 面 几 节 ， 介 绍 了 求解 非 线性 方程 〈 组 ) 的 一 些 基 本 思想 和 方法 。 在 计算 实际 阿 题 时 ， 
可 以 利用 计算 软件 来 实现 上 述 方 法 。 下 面 介 绍 使 用 MATLAB 软件 和 IMSL 程序 库 解 决 方程 
组 求解 的 问题 。 
一 、 用 MATLAB 软件 求解 非 线性 方程 组 
对 于 求解 非 线性 方程 组 ，MATLAB 软件 提供 了 两 个 范 数 solve 和 fsolve。 
因数 solve， 在 符号 运算 工具 箱 【Symbolic Toolbox) 中 ， 用 来 求解 较 简 单 非 线性 方 组 的 
解析 解 。 调 用 形式 为 : 
名 二 solvefeql ,eq2 ,eqnyvarl ,var2 ,… ,warn》 
其 中 eqi ,eq2,…，,eqn 是 方程 组 的 = 个 方程 ; varl,var2,…，,varn 是 方程 的 变量 列表 ， 
二 一 让 一 有 二 从 
例 4.4.1 束 解 方程 组 
了 二 ay 一 e 7 
解 ”可 以 通过 命令 输入 方程 组 并 求解 。 
syImIS X yy 了 
得 到 结果 : z= 
x: [1xl sym] 
y: [1xl sywrmn] 
再 用 命令 将 解析 解 转 为 近似 数值 解 
X 二 了 .Xi 一 了 .了 5 
VPHL 
vpaty) 
最 终 得 到 方程 组 的 高 精度 数值 解 : 
1 .1132315660596276822500030195668 
Y 一 
.118473587750454135886666982028762 
晒 获 fsoive， 在 最 优化 工具 箱 【Optimization ioolboxi 中 ， 它 采用 非 线性 最 小 二 箭 算 浴 
来 求 方程 组 的 数值 解 。 调 用 形式 为 : 
[x ,fwval,exittlag,output] 一 fsolvef fun ,xD0,options》 
其 中 fan 表示 方程 组 天 (yx) =0 右 办 的 向 量 值 机 数 ;x0 为 选 代 求解 的 初始 向 量 值 ;options 表示 
选项 参数 的 设 定 。 返 回 值 x 表示 方程 组 的 解 ;,fval 表示 疝 量 值 函 数 (x) 在 zx 处 的 值 ， 忆 Xitflag 
才 不 途 代 函数 返回 的 条 件 ，exitflag = 1 时 结果 为 方程 的 解 ，exitflag = 0 时 结果 不 是 方程 的 
解 ; output 表示 上 数 解 的 附加 信息 。 


一 一 ez 一 站 
例 4.4.2 可 解 全 4.4.1 的 方程 组 机 _ 
一 让 十 立 由 一 电 ”一 曲 


解 首先 输入 一 个 描述 该 方程 组 的 函数 fun44l.m 。 
function 了 = fun44t7x] 
F=[1xfi) 一 xf2) ~ expD( 一 XC1)) 
了 了 8 


| 





一 xf1)+2*x(2) 一 expf 一 X(2)7]; 
然后 编写 求解 该 问题 的 程序 ex441,m 。 
xf0 二 [一 3 一]; 
听 人 Dption to change and 由 splay outpPUTt 
opt 三 OPtitrtset ; 
opt Tol 有 =1e 一 8 
[xfvwal,exitflag,outbut] = fsolvet fun441 ,x0,opt) 
该 程序 的 执行 结果 为 : 
1.11323156557296 
0.78473387733459 
fv 训 三 
1.0e 一 009 
一 心 ,38658t43353132 
一 .15184475S898877 
eXittlag 三 
1 
otitPtut = 
firstordertopt:3.601727007363008Se -010 
iterations : 寺 性 
funcCount :31 
CEILeIatiIOnS :已 
algorithitmn: large 一 scale; ttust 一 region reflective Mewton” 
由 上 述 结果 可 见 ， 经 过 10 次 选 代 ，31 次 调用 方程 组 函数 ， 得 到 具有 较 高 的 计算 精度 
(e=10”) 的 方程 组 的 解 。 
虽然 在 MATLAB 中 ， 设 有 关于 不 动 点 渤 代 法 ，Newton 选 代 法 ，Broyden 特 1 方法 等 的 
程序 ， 但 是 我 们 可 以 利用 MATLAB 易 编程 的 特点 ， 编 写 相 应 的 程序 来 求解 方程 (组 )。 特 
别 是 编写 的 不 动 点 选 代 法 和 Newton 迁 代 法 的 程序 既 可 以 求解 方程 组 ， 也 可 用 于 求解 方程 。 


例 4.4.3 求解 例 4.3.4 的 非 线性 方程 组 ， 取 初 值 xt = (0.1,0.1, -0.1) ， 计 算 精 度 
E 一 让 0 


1 一 cosft Tar3) 一 个 .5 
和 = 
Le sara+20zr+f10r -3]73 
解 郴 数 六 (xz) 的 导数 是 : 


3 Ta3Sin[ 之 2 开 3 1 28ihf 区 2? 交 3 】 
下 ) 二 之 了 1 一 162( 十 0.]) COS 志 3 
- TIE3 一 二 人 站 


方程 组 函数 程序 fun443.m 。 
funetion y= fun443fx) 


了 了 


v(1) 一 3# xf1) 一 cosfx(2) 关 xf3)) 一 口 .5 
yf2) 一 xfi) ,2 一 8L*(X2)T+TD.t).2+Ssinxt3)7 二 二 .06 
Yf3)=expf 一 xl xx2))T 二 20<x3+TALIO< Pi 一 3h73i 
7 一 [LY7KE)SYC215Y(3) Ti 
方程 组 图 数 导 数 的 程序 fun443d.m 。 
funetion y= fand4434(X) 
y=[3,xf3)7 关 sinfxf27<xf3]],x(3)#Sinx(27 关 xf3)) 
2x*xfl)， 一 162*(xt2) 二 0.1),cos(xt3)) 
一 其 (2 闪 EXE 一 区 1) 关 xf 一 XKL)X#eXD 一 X1)7<xf2))20] 
Mewton 夺 代 法 的 程序 newton.m 。 
functiom XL 三 DewtontT df,x0,e) 
三 人 有; disbpfLn,x0j yi 
X1 三 x0O 一 fevalti xyzfevalt dx0) 
nm 一 n+ 了; 
while (nottmtxl 一 x07> =e) 攻 (nc =1000) 
dispfLn,xl]); 
XU =: Xi 
xl =x0 一 fevaltfi xD0yzfevalfdf,x0Oy， 
一 十 工 ; 
ed 
dispk[Lny,xljyi 
TI 三 Sqrt(CDormt fevailt 了 xl)) 
最 后 给 出 初始 值 和 精 庶 ， 再 调用 程序 newton.m 。 
xD 一 寺 00.1;0.1 ;一心 .1] ; 


二 ee 一 六 
= newtonl fan443 ，fun443qd”，,x0,ey : 
计算 结果 如 下 : 

n X(1) xf2) 刀 3) 
由 0.10000000000000 0U. TUUUUDDO0000D000 -100UUU00000000 
1 中 ,so00t3S068083171 0U.01946862614379 一 小 .521531907207709 
2 0.30001797364124 D.00158904004713 一 必 .52355719350972 和 6 
3 0.3S000001195S3959 人 .00001245210212 一 0.52359845017490 
才 0.350000000000745 心 .00000000077672 一 昌 .$2359877557799 
人 媳 .5UUOD0000000000 0,.D0UUU0000000DDD 一 .52359877559830 


4.214684851t089404e 一 008 


二 、 肯 IMSL 数学 库 求解 非 线 性 方程 组 
芷 1MSL 程序 库 中 ， 针 对 不 同类 型 的 非 线 性 方程 或 方 稳 组 ， 以 及 不 同 的 求解 方法 ， 有 不 
癌 的 求解 程序 ， 表 4-12 列 出 了 求解 非 线性 方程 组 的 程序 及 说 明 。 
了 2 


表 4-12 


程序 说 明 
ZPLRC 用 Laguerre 方法 求解 一 实 系 数 和 多项式 替 操 
zzpoRc 用 Jenkins-Traub 三 阶 方 法 求解 一 实 系 数 包 项 式 替 点 
ZPOCC 用 Jenkins-Traub 二 阶 方法 求解 一 其 系数 多 项 式 笃 点 
ZANLY 用 Mulier 方法 求解 单 变量 复 函数 的 零点 
ZHREN 求解 在 纵 宇 区 间 变 符 导 的 实 虹 数 的 零点 
ZREAI. 用 Muller 方法 求解 实 函 数 的 零点 
NEQNF 用 改进 howell 算法 和 有 限 差 分 jacobian 些 阵 求解 非 线 性 方程 组 
NECGNI 用 改进 Poweall 算法 和 闪 定 的 Jaeohian 矩阵 求解 非 线性 方程 组 
NEOBF 用 因子 正 估 更 新 和 有 限 盖 分 ]acobian 插 阵 求解 非 线性 方程 组 
NEQAHJ 用 因子 正 割 更 新 和 纵 定 的 Jacohian 拭 阵 求解 非 线 性 方程 绚 


无 一 一 ee 一 必 


讽 4.4.4 用 IMSL 库 中 的 程序 NEQNL 未 解 方程 组 


解 ” 程 序 NEQNFKF 的 调用 方式 为 ， 

CALL NEQNF (FCN，ERRREL，N，HITMAX，XGUESS, X, FNORMI 
其 中 FUN 表示 符 求 方程 组 的 郴 数 ，ERRREL 为 选 代 停 上 上 条件 ; N 表示 变量 个 数 ，ITMAKX 
为 最 密 选 代 次 数 ; XGUESS 为 迁 代 初始 向 量 ; X 为 未 知 变 量 ; FNORM 为 在 六 处 方程 组 的 
最 小 二 乘 误 差 。 

编写 如 下 的 FORTRAN 程序 ， 


所 


一 之 村 了 y 一 一作 


INTEGER ITMAX，N 

REAL FRRREL 

PARAMNMETER (N=2) 

INTEGE 玉 KK，NOUT 

RTAAL FNORM ,XINT，XGUESSTN ) 


EXATERMNAL FTCNLI，NEQANT，UMACH 
了 AT 上 XGOGUESS7 一 50，- 07 
上 上 玫 RREL 二 站 .OO0O00] 
MA 芝 三 上 0OD 
LALL UMACH (2，NOUT ) 
《ALL NEQNF (PCN1，FRRREL，N，ITMAX，XGUESS, X，FNORMI 
了 胆 有 ENCRTT ,09989999 【区 7 =1 NEFNORM 
59999 FOURMAT 《The solution te the system 训 ，A 有 二 全， at 日 ， 上 
7 withFNORM = ，F10.8，7/7 


FEND 

SUBROUTINE FCN1 (X, 下， 
INTEGER M 

REATIL XIN) FION) 
REAL EXP 


INTRINSIC 已 X 中 

FI = XI) 一 XC2) -EXBP( - 革 (1) 
FI2] = 一 XI) + 2+Xf2) -也 XP( 一 xf21) 
RETURN 

FND 


了 zf 


输出 的 计算 结果 为 : 
The slution to the systerm 8 
和 =( 1.113232 .784736 ) 
with FENOORM = .0000000D0 


第 五 节 非 线性 方程 组 的 同 伦 算法 


求解 各 种 方程 需要 用 不 同 的 方法 ， 因 没有 万 能 的 解 方程 方法 。 一 般 非 线性 方程 组 的 求解 
方法 【如 Newton 法 }、 在 韧 值 选取 不 好 时 ， 往 往 得 不 到 方程 的 解 ， 而 且 在 方程 组 有 多 组 根 
时 ,通常 只 能 得 到 一 组 解 。 如 下 面 的 方程 组 : 


T1 一 一 1 = 
1 
用 MAPLE 作 儿 和 求解 : 
> withtplottools) : 
:= 一 Dlotfx2-1,x=0..2,v=.2..1.8): 
Dey= ceirclefl 1] ，.5S)， 
plets[ qisptay] jd,celyi 


岂 . 才 


由 
Un 4 00808112 416 1 和 了 
X 


人 el 一 Xi2 一 XxX2 一 seli 
1 rr2 一 1 
ee2:= 一 (xl 一 1)2T+Tfx2 一 2 一 .25S.e2; 
(zl 一 1 关 +(xz2 一 1)2 一 .25 
> solvck lel,e2| xl,x21); 
1x2 一 .95683440992 ,zl1=1,.252335458|1z2=1.165864103,*1= 1.4716875S021 
可 清楚 看 到 ， 方 程 组 在 琴 组 根 。 用 牛顿 法 求解 方程 组 时 ， 不 同 的 初 值 可 得 到 不 同 的 解 。 
练习 : 选 不 同 的 初 值 用 MATLAB 和 IJMSL 数学 库 中 的 Newton 法 求解 上 述 方程 组 ， 比 
较 验 证 结论 。 
为 克服 这 些 缺 点 ， 需 有 更 好 的 算法 ， 微 分 同 伦 算法 就 是 其 中 之 -~ 。 同 伦 算法 的 基本 思想 
是 从 容易 求解 的 方程 组 升 始 ， 逐 步 过 渡 到 原 方程 组 的 求解 ， 从 而 得 到 问题 的 解 。 下 面 通过 延 
拓 法 求解 … 个 二 元 非 线 性 方程 的 过 程 米 看 同 伦 算法 的 基本 步骤 。 求 解 的 方程 为 
2 ,2) = -1+TxX2 一 17= 昌 
户 (zriza)=2rl3+xd2 -4=0 机 


J22 


在 初 值 选 r?=10，xz?= 10 时 ， 用 Nevwton 和 Powell 法 都 得 不 到 方程 组 的 两 组 解 。 
用 间 伦 方法 求解 时 ， 先 构造 求解 同 伦 方程 组 。 构 造 的 方程 组 由 原 方程 组 上， 易 解 的 方程 
组 g 和 同 伦 参 数 上 组 成 ， 如 选 甩 线性 同 伦 参数 ， 则 有 : 
下 外 全 1 2 二 六 人 1 二 十- 一 gziyra) 一 0 
不 让 全 1， 交 2 二 区 1 二 2 十 (一 丰 有 Ci) 一介 【4.5.2) 
其 中 广 称 为 同 伦 方程 组 。 在 :=0 时 ， 开 始 求解 有 A=g=0， 同 伦 方 程 组 的 解 即 是 易 解 方 
程 组 g 的 解 。 在 1=1 时 ， 有 j= 了 =0， 同 伦 方 程 组 的 解 就 是 要 求 原 方 程 组 了 的 解 。 如 简单 
地 选 二 为 (六 ) , 代 大 (4.5.2) 式 ,有 : 
Ri(TlTast) 二 站 (rz 一 (Tb 六 (ztzu=0 
hatzrivrasi= 户 (rz 下 户 (zozg)=0 (4.5.3) 
写成 一 般 形 式 ， 同 伦 方法 就 是 由 方程 组 五 (z,0)? 的 已 知 解 xz0 出 发 ， 确 定 满 足 媚 (> ,17=0 的 
z “的 方法 ， 因 这 样 得 到 的 xz “就 是 Ff(z)=0 的 解 。 有 冤 种 方法 可 用 来 求 取 同 伦 方程 组 所 要 
炒 的 解 ， 这 里 介绍 弧 长 法 和 微分 方程 法 。 
1， 弧 长 法 
如 乐 同 伦 函 数 连 续 可 微 ， 导 数 握 阵 可 道 ， 据 陷 函 数 的 定理 ， 可 靖 保有 一 路 径 连接 初 值 和 
期 望 的 解 。 选 取 合适 的 函数 gg， 在 上 从 0 到 1 工 变化 时 ， 使 构造 的 同 伦 计 算 保持 在 路 径 上 ， 这 
厌 是 缴 长 法 的 基本 恩 路 。 
这 里 zy， zy 是 任意 选择 的 ， 将 式 (4.5.1) 及 初 值 代 人 式 (4.5.3)， 得 ， 
玉民 1 Zayt)y 二 + 一 200+183F 二 站 
有 zziydast) 一 27di + 一 3 了 .4711+3.4711 =0 《4.5.41 
将 上 式 对 弧 长 问 进 行 微分 ， 有 





dr。 
了 了 | 2 + 183 人 = 
2 25drl 1 -idzra qd 
本 了 1 1 十 本 工 ? 了 十 .4711 4 一 (4.5.5) 
de [各 ) 下 
妹 +[ 宣 + 中】 -1 (4.5.6] 
求解 得 到 的 常 微分 方程 组 ， 式 4.5,.5) 号 成 种 阵 形式 ， 有 
臣 -1 
到 | 因 | (4.5.7) 
dz 说 方 z: | 3.4711 Jdp 
[1 
| _ 本 
这 里 在 端 求 首 的 部 分 就 是 Jacobi 钴 隆 ， 二 此 可 解 得 宁 ， ， 代 人 式 (4.5.6) 可 有 旺 。 
嵌 果 ， 
dr _ 。 业 dr 4 
dp 划 方 ， 于 一己 配 . 【4 .5.8) 


则 3 和- + +RB+ 遍 ] 22=0.00002398 很 小 ,相应 Jacobi 年 阵 接 近 硼 异 , 而 此 时 让 和 记 的 
饮 对 依 很 大 。 解决 的 办 法 是 在 解 线性 方程 时 采用 选 主 元 ,不 解 方程 (4.5.7) ,而 是 解 下 面 方程 ， 
123 


矣 和 灾 1 


2 六 | 183 1 -1 [2>， ] 
娘 | ， 开 汪 2 (4.5.9) 

di 人 2 3.4711 二 12 E 厅 

盖 一 3 2 

dd 

d _ 
得 8 = -0.93855 入 = -0.0034653， 由 此 有 本 闪 = [+ 所 + 局] I2 =0.72916 ， 这 里 取 
了 正 数 部 分 ， 而 : = 六 和 = 一 0.68435， 入 = 一 应 < = 一 0.0025268。 如 果 采 用 显 式 
Euler 法 求解 积分 ， 步 长 和 =0 0 有 : 
dd 必 
1 = x+Ap[ 呈 一 9.65783 


， 
本 = ]0.36438 


=4+ap[ 业 ) = -0.0012634 


下 -一 步 转 定 r,= 10.36458， 将 xi=9.65783 和 = -0.0012634 作为 初始 估计 和 值 ， 进 行 几 砂 
牛顿 法 选 代 ， 对 xi 和 + 作 校 正 ， 就 可 得 到 在 或 接近 同 伦 上 的 点 。 用 Euler 或 Adarms 积分 步 
为 预测 ， 牛 顿 迁 代为 校正 ， 交 替 进 行 。 下 商用 MAPLE 求解 本 问题 ， 方 程 初 值 选 ri = 15， 
+0=15$， 其 中 用 到 的 MAPLE 环境 中 的 同 伦 算法 程序 Homotopy 见 本 书 配 套 的 程序 库 ， 方 程 


的 解 为 ， 
下 本 呈 | 于 
让 .NO 【ON 村 .ODN 
1 .0000 十 ， 站 人 5 有 站 ,在 与 人 之 本 右 
TeSstarti 


> el:=x2+y2 - 17=0:eli 
六 + = 
Pet:=(8.0x<xXil DT+wO.S 一 4=T:e2; 
2.000000000zr… ”3 一 4=0 

>sp:= |x= 1S,y=15|]; 

5 起 : = [=135，3=15| 
2 htl;:=el 一 (一切 #( subs(spyelhy3ihtly ; 

2 十 六 一 450+433+ = 
> ht2:=e2 一 (1 一 1 xsubsfsp,e2)y: 本 

2.0000000007z 二 805407494 十 4.805407494t = 

> Eqns: = [htl ,ht2 |]; 


Fen: = [7r2+ 凡 一 450+4335 三 
2.0000000007z ”498805407494 + 4.8054074947 = 
> param: 一 [t=0..4]; 
Bearam: 三 1 一 个 . ,4] 
Initpoint: 一 SDj 
1 人 point = [7Y=1S，Yy=1S| 


2 了 


> Pts: = homotopy(Eqns,initpoint ,param ,Steps 三 60，stepsize = 0.2,stepcohtrol 
tolerance = 1e 一 和 ,iterations 一 25); 
pf:=[L0,t5,151]1,[.0009656326892 .15.38774345 ,14.55215693 ] ， 

[ .0033S3534109 ,15 .86062738 ,13.43384775 | ， 

[ .009903893672 ,16.383871672 ,13.11906619 | ， 

[ .02147821369 ,16.8455S8673，12.2S713901 | ， 

| .03692552199 ,17 .22489833 ,11.35S378291 ] ， 


本 由 上 本 中 


一 adaptive ， 


[ .00384868S480 ,13.69151429 .16.22235825 ] ， 
[~ .001437576640 ,14.47453531 ,15.53851279 ] ， 
1 一 .002211436528 ,15.19641414 ,14.77907121 ] ， 
1 .001496654887 ,1S.79646558 ,14.02310540 ] ， 
[ .008831847619 ,153.79646558 ,14.02310540 ] ] 
2 hopstpts) ; 
61 
人 > . 
pl:=piottlseqt[pts[ilL1l],pts[iE2]],i= 工 .nops(pts])],style = line,thickness = 1,color = 
red) : 
> plots[ displayjflpl|ly 


几 站 避 必 捷 心 辣 ] 


> plots[Pointplot3dgj(pts,eolor = red,axes= boxed ,symbol = 让 amond) ; 
现 将 同 伦 算 法 概述 如 下 。 
给 出 方程 ， 太 (xyzayT = 人 一 1 2。 
必 用 参数 二 构造 同 伦 方程 ， 丰 (rz 一 0 一 2 
电 采用 强 长 训 ， 且 使 上 = rrl， 转 化 问题 为 常 微分 方 穆 组 ， 


了 2 





志 选择 自 变 量 六 ， 避 免 Jacobi 矩阵 接近 奇异 ， 结 合 方程 得 到 显 式 导 煞 : 
n+i 
(SS ]= 二 1 十 8 





寻思 
过目 
_ 中 - 有 
其 中 房 = Te 5 Te 为 Jacobi 惩 阵 5 中 去 近 5 所 的 结 尝 
吕 革 ， 日 父 
证 ， 二 ,了 下 一 1 天 十 1 二 
G@) 给 定 A 记 计算 用 Euler 或 Adams 法 作 的 预测 : 
(一 dm ， 
二 ji 于 ) 生态 四 了 一 1, 之 … 六 十 1 


曙 固定 zx ， 用 牛顿 法 解 同 伦 方程 校正 值 fr ，j =1，2，…， 雪 一 1， 下 二 1，…， 天 十 十， 
使 积分 步骤 的 截断 误 郑 最 小 ,rt = zt DEF In-D。 
中 判断 ， 如 曲线 封闭 ， 计 算 结 束 ， 和 否则 到 出。 
在 用 同 伦 方法 进行 解 非 线性 方 御 组 计算 时 ， 采 用 导数 矩阵 的 分 析 解 与 数值 近似 对 求解 结 
果 有 相当 类 的 影响 ， 看 未 朵 的 起 始 步 长 有 可 能 导致 回 伦 算法 失效 。 这 里 用 FORTRAN 语言 
编写 的 非 线 性 方程 组 同 伦 连 续 算 法 程序 PITCON 求解 下 面 的 方程 组 来 具体 说 明 : 
PT AICrz 一 SortT2)r2 一 13=0 
了 总 二 了 二 x+l)r- dz 一 29= 


初 值 选 r*=15，xzpg= ~-2， 调 用 程序 清单 如 下 ， 计 算 结 果 见 表 4-413。 


胡 4-13 




















线 


最 去 步 长 :15.0 
开明 步 长 : 01 


长 导数 所 阵 分 析 解 





导数 算 阵 前 问 状 分 近 伏 导数 年 阵 让 心 盖 分 近 俯 


一 








一 -一 -一 





最 大 步 长 520 必 
开始 步 长 :0.3 


本 题 的 计算 充分 说 明了 在 用 同 伦 算法 解 非 线性 方程 组 时 ， 方 程 的 导数 矩阵 是 理 采 用 分 析 
解 和 开始 步 长 的 大 小 对 能 和 理 得 名 方程 组 的 解 有 很 大 的 影响 。 
了 20 


站 门 门 上 站 让 证 站 有 


3 


人 门人 站 站 站 六 


PRCITRARN PLPRBS 


The Ereudenstein-Roth fanction . 

民 eferemee 

FE Freudenstein， 卫 及 oth ， 

Maunmnerical Solutions 可 Ionlinear Euaticons， 

Journal of the 点 ssociatiaonm tor 和 Computing Machimety ， 


Volume 10，199 和 3 ， 下 ages SS 人 -5 


The funetion EL 有 18 the 各 ttn 


FXI) 一 其 一 XI 3+5X2xY2 一 2xX2 -13 + 34rfX3-1) 
FXf37》 = 其 ] 十 买 2 关 汪 是 X2 ”2 一 1143xX2 一 239+ 操 *7X3 一 1 


Startin from the paint 《1 之 用，the Prograrmn i5 required to Produee 
solurion Points along the curve Until it Teaches a solulion point 
Ttalso may he requcsted to look for limi Pents in the 

first cf third cormpements， 


工 he eattrect value of the solution at X3= 1 is 71S,4,1). 
Timit points im the first vatiable oceuy at 


(14.2830， -1 .741377， 0.2585779 1 
《和 1 .6693 和 6， 1 .983801 ，-- 操 .663837371 


Limit joints for the third variabje coccut at， 


《20.4858 和 6， 一 和.89680S3 ， 如 .58758731 
(61.0203]， 2.230139， 一 站 68635281 


INTEGER 工友 
JWTEGR 工 民 克 
INTECER NVSAR 


上 上 基站 METERINYAR=3) 
PARAMETER (LI = NVAR + 29) 


PARAMFRTER TILRW=29+16+NVAR)Y NVAR) 


EATERNATL PENSLY 
EXTFERNAL DEFROTH 
上 上 和 TRNAL FFXROTIHI 
了 XITERNAL PITCON 


REAL FPART(1I) 
LNTECGEPR 

[ITFGER ] 下 民 了 开口 民 
INTEG 王 R IPARXT) 
TiNTELTERR IT 共 
INTEGER TWORRLLIW 


了 了 27 


[ 
己 


人 


人 


ev 
了 


[INTEGFR ] 
INTEGER LOUNIT 
HARSACTER NAME ”12 


R 上 六 L 及 砚 器 民 民 (ELK 而 ) 
REAL 呈 有 (MTVARI) 
TUQU JIT = 白 


OPENIUNIT = LOUMNIT ,PILE= ECPRH8. RES ) 
允 RITE{ILOUNIT ，, 
WRITEIULOUMNIT ,+* ) PCPERH8 :， 
WRITEILOUMNIT ,< 
砚 RITEREILOUNIT ,< ) PITCON satmnple htogratrt， 
WRITEILOUNITT , * ) Freudenstejn-Rotn function 
WRITEILDUNST,* ) 2 equations，3 variables， 


Carry OUL contittudatcn totr each Imethed of approxirmating the jacobian : 


ITRY = 站 
(ONTLYUT 


Se wOIK aTIays to zer6: 


II 1I0I=1 TIW 
【车 三 RRKI 二 候 
4 TLNUF 

PO 2 工 -1 有 RR 
RRWTORKID = 人 .0 
CTEINUE 


set SoDIme entries Of woTK arrays- 


TI 交 局 RRK41 0 This is a startup 
TWODRRI2I = Use 其 (2) for initial Parameter 
TWORRK3 二 0 ;Program miay chocose patrameter imdex 
TWOIRKC4 =Di Update jacobian every newton steb 
TIWTDRKCS 一 3 Seek target values [or X() 
IWDRKRI6 = 一 1 Seek limit points in Xf1) 
IDDRR 三 1 Control amount of output， 
工 全 开 及 4 = 日 ji Output unit 
工 晴 全民 KR9 = “3 Jacobian choice 确 册 vary [from 和，] ，>. 
入 = Use User s Jaeobian roufine 
1 = Porward 可 ifferenee 9DPptioxitmation 
2 一 Lentral 中 ffietenee approximaticn 


IWORKTIL) -0 
IWORKI2)=2 
1WORKI3) = 站 
1IWORKI4) = 站 0 
1IWORKUSIT = 3 
TWORKI6 一 1 
1]WORKI(71=1 


了 2 


TIWORKSI = LOUNTT 
IWODRR49 = 工 生 了 


站 
性 下风 CRETIIT = 人 0001 ;站 bsolute 时 ror toleranee 
[及 机 中 RE =0D.00001 ，Relative errof tolerarmce 
C 及 瑟 RKI31=0D.01 ， MTinibuhy stepsize 
CRWORKICd4) =13.0 1 Juvfaximrum stepsize 
全 及 克 站 RKILS) 二 站 .1 ; Starting stepPsize 
人 及 三 口 RKTIG7 一 工 . 1 Starlmng 出 Tection 
对 术 媳 口 RKI7) = .0O ; 工 atpet value【Seek solutiom with 其 (3 一 1 
RWORK() =D.00001 
RWORK(2) =0.00001 
RWORKIU3) =0.01 
RWODRKI4Y =15.0 
有 而 口 民有 (57 一 有 .1 
月 三 口 R 民 46) 二 主 .0 
及 是 口中 其 477 一 .0 
友 
(， Set startinmg Peimt. 
[> 
肌 RRtL 二 15.0 
其 民 人 2 二 一 2.0 
县 RA3 二 和 .人 
人 
WRITECLOUNIT ,六 
IE ITRY ECOOITHEMN 
全 RITEICELGOUNIT ,六 Use user jacobian TYourne. 
了 LSETE ITRTE ER.IITHEN 
三 RITEULOUNIT，# ) 和 PPproximate jacobian with forward difference. 
ELSFIFIUITRY ER.2ITHEMN 
刷 RITEIULOUNIT，* ) 和 pproximate jacobian with centtal 二 ffEetenee. 
FFNDiF 
WRITEILOUMNIT， 关 7) 
WRITEVLOUNIT,* ) Step Type of Point yz 
# 导 (1) 大 (21 站 (入 六 
针 RITEICLOUNIT 
I= 避 
NAME = Start point - 
克 RITEILOUNIT，(IXI 2X AI12，2X.3G14.6) TINAME，TXRUT) JJT=1NVARI] 
和 
(- 工 ake attcther step ， 
( 
DOD 30T= 1 30 
( 
LALL FITICONCIDFRODTH,FPAR EXRCTH IERROR ,IPAR TWORK ,LT 多 ， 
“ATVRAR RDORK,LR 友 ,XRDENSTLYV) 
忆 


IPTRORRIOT ETITHPFN 
NAfE = Correeted - 

上 上 LSEIFCIWDORKTITY .FRR.2THEN 
NA 人 EE= Continuation 


了 2 


吉 


二 人 


站 的 


全 


全 


FLSEIFCIEWDODRRTOL ENG 3THEN 
NAMFE = “Target point 
ELSEIETUIWORKEILY .ESG.4ITHRN 
NAME= Limit point 
ENDIE 


WRITEILOUNIT， (1X 全 ,2XA12.2X3G14.6) TINAME RE JJ=1NWAR ) 


IFLEW OORRKLTL .人 .3 HEN 
WRITEILOUNIT * ) 
砚 RITEULOUMNIT , # ) 了 ee have reached the boinl we wanted. 
《工人 
ENDIF 


TFITERROR.NR.OITHRN 
码 RETELULOUNIT 关 ) 
有 RTTEILODOUINIT ,+# 》 丰 nm error oOeetrred 
豆 RITEILOUNIT ,= 页 e 交 册 terminate the computation now 
CGO TO d40 
上 INDIF 


LO TIAUE 


CONTINUE 

丽 RITEILOUNIT ,# 

WRITEIECOUMNIT，*# ) Jarobians ,FEFWORKI119) 
三 RITRLLIOOUNIT 3 ) Factorizations ,TWORRKTI207 
克 RITEILOLNTT ， * Solves WORRKT2TE 
WRITECLOUMNIT ,* ) Functions ,TWORKU22) 
ITRY= ITRY+1 

IFUITRY.LE.27GO TO 9 

STOP 

FEND 

SUBROUTINF FXROTHINYVAR ,FEPAR ,TPA 和 ,入 ,FE,1ERROR) 


Evaluate the fanction at 入， 


人 其] 一 【有 2 一 字 人 0 关 基 2 二 2. 的 关 2 13.0 二 34.0F7X3 一 1 0) 
人 其] 十 《人 鞭 2 十 了 站) 关 基 2 一 14.0)2X2 - 29.0 + 10.0s#7X3 一 0) 1 


区 
基 


交 


了 3 刘 


INTFGER MYAR 
REAL FE) 
RFAL FPARTYX# )》 
INTECER IFRRDR 
INTECGER JEARTI < ) 
REAL XTMNVARI 
FT1)= 买 1 
忆 其 (一 有 0) 关 基 (2 十 2.071 和 (2 
-13.0 


十 34 .0 关 【XT3IT 一 .0 


下 (2 次 (1 
关 十 直人 其 人 2 十 二 .人 革 关 [2 一 二 4 人) 二 其 (] 
站 一 28 .0 
机 十 10. 关 世 其 [3 一 工人 
计 
RERETURN 
EMND 
SUBRGOUTINRE DEROTIIHNYAREFPAR TITP 和 AR 其，PJAC，[ 刁 及 RODRI 
[ 
人 Evaluate re Jacobian : 
广 
人 0 【一 有 人 二 (2 二]1. 人 有) 基 (2) 一 2.0 34 .人 
人 人 1 10.0 ) 
INTEGER 二 肥 册 慌 
六 
REAT， FTJACINWVAR NARI) 
REAL EARL 
INTEGFR IFRRCOR 
[NTEGER [PART 关 ) 
正六 于 呈 MTVAR) 
【 
FJACCL,I)=1.0 
ETA 2 一 2 二 DDN)2) 一 了 
FTACtL ,3 = 34.0 
( 
FJACa2 ,=1.0 
一 (了 2 人) 一 4.0 
FJACA 3 一 10 
己 
RETURMN 
MT 
程序 输出 : 


PITTCCDN sarnple progrann. 
Freudensrein-Roth funection 
> eduations， 3 variables. 
Use User jacohian rotitine. 
step Tvpe of Point 其 (11) 其 (了 1 并 (3 了) 
中 Start FORnT 1s.0000 -2.00000 .DOOD0 
PTTLCODN .1 
LJnivwersity 了 Pittsburgh Contintation Coxjs 
Last meodification on 27 February 1991 


1 Corrected 15.0000 -2.00000 DOnoog 

2 Cantintation 1 和 .7105 .59542053 . 折 生 3 届 144 苞 - 工 
3 Conltinuatijiob 14 .2846 一 1.72915 .608745 

4 Limit peint 14.2831 1 .74138 .258578 

S 人 (ontimuatiotl 16. 960 一 1 .20942 .与 十 白 扫 直 

问 Caontintaticn 34 .9176 .599 人 82 .1 

7 Dntinuation 44.8780 . 寸 负 了 克 和 二 .90361E 上 -01 
有 xcmtimuaticnm 自 口 . [总 遇 各 | .73 克 一 .5 寸 立 本 了 


了 3 


号 【ontinuation 一 上] . 1053 二 .23502 
10 Target point .00000 4.00000 
而 E have reached the Peint we watnted 
Tacobians 了 8 
Factorizations 3 
Solves 3 
Funecticns 十 1 


点 PPICximate Jacobian with forward 由 和 eremee. 


Step 了 Type of Peitnt 飞 (t) 蕊 (2 
和 Start paint 13.0000 一 .00000 
PITCOIN .1 


【TJniversity of Pittsburgh Cntintuation Kodle 
Last meodiiication on 27 February 1991 


1 Correcteqg ti.0000 一 2.00000 
a 《ohntittuation 3d 了 727 一 上 .894257 
3 《Kbntinaatiom 了 4 .5016 一 上 .90390 
4 Contintation 14 .3396 了， 
3 Continuaticn 14.4467 一 1. 百 1353 
呈 革 iImat Point ] 二 . 之 吕 龟 生 了 .7703 
了 fontinuatiotm 1 .80976 一 主 . 49 和 77 
剖 Lontination ] 刘 .之 届 站 一 下 .7877 
9 Contnnuaticn 20.31387 -电站 下 间 
10 Contnnhuation 29 .2527 一 .31537588 
11 人 ontinuaticn 4 .177 ,32 
12 Continuaticn 昌 ] .6]68 1.9t]171 
PITCOMN - Predictor Stepsize 克 as reduceed 
13 fontuihuation 一 377.447 有 7 向 呈 0 


PITCOODOMN - Target point calculation faileqd . 
PITCON - 下 ATAL 开 RROR . 
Iterattcom faited， 
]4 onttmuiaticom 一 38. 丰 咎 在 了 11. 白 107 
An error OoccuaTed ， 


We wi terminate the eomputaton nowr， 


Jaceobians 0 
Factorizations 74 
SbDlves 了 4 
uneticnas 375 
而 PPTOXitmate jacobian with eenttal 下 作 ereniee， 
Step Type 旭 Point 及 (了 1 X(21 
和 tart Point 13.0000 一 了 00000 
PITCCHN 后 .ii 


Liniversity of Pittsburgh Continuation Code 
jl.ast tnodification on 27 了 February 1991 


1 人 orrectead t13.00n0 一 .00000 
了 《Ontinmuation 14.710d4 一 .84205 

了 Ontinuation 14.2849 一] .72804 

二 Tiniit point 14.2831i -1 .对 114 

3 Continuation 1 和 .及 全 号 一 .2113 名 

站 Corntlinuation ad .8353 一 .604156 

了 《ntinuaticn 才 二 7 与 5 ,卫生 必 直 

名 Catttinuatiot 60 .0478 1.37036 

9 (Contimuation 一 疝 . 昌 43 直 d 20073 


了 3 


] .5533 
1 .100000 


瑟 (3j 
-DOUDUOU 


.000000 
,和 48216 开 -0] 
,106031 
. ]93410 
. 呈 3 有 21 
30072 
. 赴 32231 
- 5 了 与 9 忆 作 
.3325 
-村 溃 2 二 3 
一 -894617E-01 
一 .649411 
] times. 


13 3004 


1.00000 


匡 人 3 
.000000 


-OUDOO0D 

-05373856 王 -D1 

09655 

. 258773 

.二 02R61 

. 33536201 

-022430DFE-03 
一 .34013 各 

1 .46917 


10 Target Point .000010 二 .00000 1 .00000 
了 have reacheqd the Point we wanted . 


Jacobians 属 
和 Factorizatdns 3 
Solves 名 
Funpencns 之 了 站 
2， 微分 方程 法 


如 将 上 看 成 是 参数 的 函数 ， 由 同 伦 方 程 组 下 4x， 曲 =0 对 上 求 导 : 


人 fy+aBUrCtst) 0 
人 


求解 方程 可 得 : 


Tarft) ti)1 7 98fx0L) ,1 ) 
下) 3 于 


同 初 值 为 x(0) 析 成 微分 方程 组 。， 从 式 (4.5.3) 的 一 般 形式 
再 (xXft it 二 下 (ZEtD dfTr 一 ECzf07) 
可 有 Jaceobhi 矩阵 : 


站 
jx(D) (za 机 5(x(9)) 


art | 带 (z(D) (xD) … 和 





了 一 1 工 。 一 JE ) 
琴 (r() 于 (zx( 人) 
和 ?ex 全 = 下 (x(0))。 这 样 ， 微 分 方程 组 为 ; 


X【 贡 二 一 [xz (zt0))， 0< 和 5 妥 1 
可 以 用 各 种 求解 常 微 分 方程 组 初 值 问 题 的 方法 来 求解 上 上述 方 程 组 。 下 面 给 出 用 四 阶 Runge- 
Kutta 来 求解 的 具体 步 鸡 。 
首先 选 整数 N >0， 将 [0,1] 区 间 分 成 N,， 且 天 = (1-0) “ww， 则 有 ; 
六 01， 


设 : 

只 人 起 1 CD) 

人 一 一 zi 7 

帕 必 1 天 基 站 
用 xst=1 本 =01…N) 表 示人 5) 的 近似 解 ， 用 初始 条 件 ， 有 : 

TU 0 三 工 1(0) ， Yo 三江 oO) ， 本 ， 0 二 工人 
假定 已 计算 1 Ti 机 0 可 用 下面 的 方程 计算 1 ,1141 1 
让 1 二 页 站 (DT 一 ,入 


在 1 ] 
并 2 1; 三 疡 玫 人 人 志 人 十 全 证 syE02 十 人 让 2 + 有)， z 一 工 ， 和 


了 3 


] 1 ] | 
二 下 仙 二 十 站 十 玫 41， ta 十 可 天 229 yn 二 方形 2 f 一 ， 4 扣 


天 4 一 太 及 让 十 瞩 7 中， 十 民 3 1 wa 十 上 形 3 3 


这 样 有 : 


5 十 是 3， ，) ， 二 工 ， 


Te 二 一 写 i 二 (1 1 之 中 2 十 天 3 十 下) ， 二 1 7 ”了 
用 问 量 形式 表示 : 





玉 1 1 本 到 3 开 4 1 1 
六 1 ,2 尺 2 ,2 开 3 2 开 4.2 1 人 
上 三 | . ， 式 2 二 | ， * 83 一 | ， 1 ， 和 和 W 二 
开 1 | 四 册 因 本 0 
由 xt0O)=xftny= mo， 对 人 每 .=01…N ， 有 ， 
| 风 作 有 的 
则 2 - 
下 = 上 [一 于 zi xD)) 


RN 


Ji 下 (CECO)) 


=i[ -TOw+d 二 6 下 (xz《0)) 


[ 一 

一 ] 

ks 六 | 一 JWi 二 ， 2) | XRD 
下 一天 [一 JW; 十 大] BOxzf0)) 


有 相 xD) 一 区 (三 ) 十 二 (1 了 下 > 十 之 大 3 十 下 4 一 从) 十 二 《大 二 22 二 2 大 3 十 天 
最 后 ，xf5)=x(I) 就 是 所 更 求 的 解 。 


无 论 是 红 长 法 中 的 显 式 参数 还 是 微分 方程 法 中 的 隐 式 参数 ， 同 伦 算法 的 基本 点 是 保持 求 
解 在 同 伦 方程 组 的 解 上 进行 ， 百 到 获得 所 要 求 的 方程 组 解 。 


评注 与 进一步 阅读 


非 线性 方程 组 的 数值 方法 基 笠 学 计算 网 -个 重要 方面 ， 在 实际 晤 题 中 有 上 广 党 的 应 时 ， 特 别 是 在 你 理 各 
种 非 线 性 问题 时 重 显 出 它 的 重要 性 。 将 方 狂 组 求解 问题 等 价 地 转化 为 琢 车 求 不 动 点 阅 题 后 ， 梅 造 的 予 动 点 
迁 代 法 是 斌 究 广 得 弓 求 解 揭 最 基本 方法 ， 但 它 得 到 的 选 人 序列 通常 公 是 线性 卜 娄 的 。Mewton 造 代 法 县 求 艇 
广 润 组 曲 经 典 的 方法 ， 空 具有 辑 饶 的 收 敏 德 度 ， 刘 台 求 各 高 的 眼 币 委任 。 
竹 一 于 年 贱 性 方程 的 求解 韦 法 中 ， 人 外 绍 了 千 动 点 选 代 法 玉 其 收 禹 性 ， 利 是 外 推荐 术 的 Steffensen 方法 ， 
可 以 桨 不 副 点 选 代 法 的 收 总 速度 其- 一 险 如 速 到 二 院 。 报 痢 性 通 近 时 簿 构造 的 Newton 逢 筑 法 【切线 法 )， 
至 少 和 具有 二 和 阶 收 葡 速 和 ， 但 其 站 和 条 件 比较 “过关 "， 离散 Newton 法 【 割 线 法 ) 用 差 商 利 似 我 堆 Newton 
法 中 的 导数 ， 其 有 超 线 性 的 收 丝 速 谋 。 两 者 共 间 之 处 是 用 直线 来 诉 似 代替 曲线 ， 不 同 之 处 在 于 前 者 是 单 点 
法 找 ， 感 省 是 两 反选 代 。NMulle 方法 时 于 三 点 迁 代 . 它 用 挑 物 线 来 近 习 代理 曲线 ， 是 才 线 法 的 推广 。 
关于 非 放 性 方程 组 的 求解 直流 ， 分 妇 子 和 不 动 扣 适 伐 芒 ，Mewron 选 代 法 和 报 ewton 方法 ， 其 中 不 玛 点 
迁 代 法 西 调 收 绽 速 虎 回 悍 ， 实 际 应 甲 束 少 。MNewton 法 与 一 元 的 情形 类 似 ， 上 共有 收 笋 恋 ， 亲 人 凰 商 的 畦 点 ， 在 
训 用 时 考虑 Mewton 法 的 变形 ， 例 如 离散 Wewton 法 可 以 慎 锡 导数 计算 ; 收 正 Newmwton 法 能 够 减少 蝶 阵 求 造 
了 了 学 


庆 数 下降 Newton 法 可 以 坟 大 培 始 值 的 范围 ; 阻尼 Wewtot 法 用 于 防止 Newton 方程 奇异 或 病态 。INewton 
迷人 找 法 的 关键 在 于 求解 Newton 方程 ， 维 数 较 元 时 可 以 采用 和 迭代 法 求解 的 ewtor 方程 ， 构 成 Newton 驱 层 选 
代 法 。 报 Newton 法 用 较 简 单 的 旗 阵 代替 方程 组 函数 的 导数 ， 是 目前 求 志 非 线性 问题 的 量 有 效 方 法 之 一 ， 
这 里 我 们 只 讨论 了 和 蕉 1 所 Newton 法 ， 其 中 的 递 Hrovden 秩 主 算法 不 贺 要 求 导 数 和 计算 逆 托 阵 ， 具 有 较 商 的 
计算 葡 率 。 

上 面 介 绍 的 非 线 性 方程 组 基本 求解 方法 ， 大 部 分 都 是 局 部 收 谎 的 ， 并 且 只 能 求 出 一 个 解 。 焉 面 的 方法 
有 些 芭 大 范 围 收 仇 的 ， 有 些 可 以 求 出 全部 解 。 例 如 : 一 类 太 蓝 围 收 仇 的 方法 是 了 延 折 法 【《 即 同 伦 法 )， 末 书 介 
绍 了 其 中 的 一 个 微分 回 伦 算法 ; 另 一 类 坟 范 国 收 笋 的 方法 是 单纯 形 方 法 ; 以 区 间 为 基本 变量 ， 求 出 全 部 解 
的 区 间 送 代 法 ; 通过 非 线 性 最 小 二 雪 法 ， 和 将 非 线 上 方 程 组 转化 为 最 优化 问题 求解 的 最 可 下 降 法 和 共 泵 量 
法 1 将 大 规 辜 问题 转化 为 车 于 小 规 蜀 问 题 ， 迁 全 于 并 行 计 算 的 多 分 发 市 法 。 
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习 题 

4.1 作出 下 列 方程 中 男 数 .mxz) 的 图 形 ， 观 察 有 根 区 间 的 落 围 ， 并 用 搜索 法 求解 ， 计 算 精 度 为 10-6， 

中 六) 二 sn 二 光一 上 = 用 ; 六 = 一 37r+1= 人 0。 

4.2 设 Ptz) 在 区 间 [a,5j 上 连 急 可 短 且 有 不 动 点 、， 某 0 妆 六 (z) 娘 1 ， 取 2 天 T xn0E[a 由 1 
试 证 明 ;， 由 +1= 9(z) 产 生 的 序列 jz 单调 收 策 于 r， 

4.3 延明 : 呵 数 pr)=in(l+er) 在 任何 闭 区 间 [a ,51 上 拘 基 压缩 的 ， 但 不 存在 不 动 点 。 

4.4 用 不 动 点 选 代 法 求解 下 列 方程 ， 计 算 精 度 为 = 10-*， 并 说 明 选 代 收 化 的 理由 。 

局 7 二 =e+10r 一 2=0 1 必 Frz=snwzr-e 0 的 最 小 正 根 。 

4.5 分 别 用 不 动 点 选 代 法 和 Newron 选 代 落 求解 方程 Flz)= -0.9zrz+1l.7z+2.5S=0， 其 中 初 值 
20=5， 计 算 畏 度 为 e=10“。 


， ， 二 | : 3 _ 
4 .和 证 明 : 迁 代 格式 zi = 至 :人 以 三 阶 收 黎 速 度 收 敏 于 厂 ，(a >0)， 其 中 初始 值 。 充分 


3z4 十 台 
近 v a 。 
4.7 试用 Steffensen 和 迭代 法 求解 习题 4.4 上 他 。 
4.8 设 .r ”是 方程 六 rz)=0 的 站 重 根 《mm>2， 试 证 明 : 


人 Newion 选 代 函 数 p(z)=x -从 2 请 图 or(ze)=1- -1 


人 选 代 格 式 二 = gc) = 册 六 六 的 移 代 两 数 请 中 gz 0 。 


4.93 人 范 别 用 Newton 选 代 法 和 割 线 法 求解 方程 fr)y=ra 6r2zrllr-6.1=0 ， 其 中 沁 ewton 法 初 值 
了 0 一 党 .5， 判 线 法 初 值 了 和 二 由. 全， 如 二 了 .3， 计算 精度 为 二 10-2. 
4.10 设 梧 数 徊 (xz) 与 区 坏 万 分别 为 ， 


了 3 


科 ,7sihrri 十 由 ,eosra 
悚 (YY) 三 。 六 = tr 机?: 相近 : 工 1 ， Ts] 
四 ,7eosxzi 一 [0.2sihra 


人 证 明 : 征 ftxz) 在 区 域 万 中 存在 惟 -- 不 动 点 xY* ， 并 且 和 迭代 法 x 人 一生 (xz) 对 任何 的 韧 始 点 全 瑟 
都 收 苗 到 ”。 
必 取 初 值 xz 和 =(0.5,0.5$)” ， 求 由 (x) 在 疡 中 的 不 动 点 Y”， 使 结果 具有 & 位 有 效 数 。 
4.11 用 Newton 法 求 非 线 人 性 方程 组 的 解 ， 精 度 为 =10 一 ， 
1 一 工 | 十 o 一 DSS= 
外 | ， ， 了 李 初 值 x 科 = 人 1 1)71 
人 





下 
Sr 一 = 
[331=0 
4.12 分 别 用 不 动 点 千代 法 、Newton 造 代 法 和 逆 Hroyden 秩 1 方法 求解 方程 组 : 
122 -2 -43 一 ?= 
上 
zy+1l0rs-8=0 
并 对 结果 进行 比较 。 其 中 逆 Broyden 秩 1 方法 的 初始 矩阵 五 分别 取 工 和 F1xt0 -1， 取 韦 值 xztmm = (1 1， 
1)” ， 计 算 精 度 = 10 *。 
4.13 证 明定 理 4.3,6。 
4.14 用 MATLAB 的 力 数 积 序 和 1MSL 中 的 程序 求解 习题 4.12。 
4.15 求解 非 线 性 方程 组 , 初 值 rz =(10.01.,0.1,0.7)7 ， 计 算 精 订 上 一 10-3， 


1 +eoskriz3T3 -一 站 


一 号 Fa 一 下 ?一 全 


取 初 值 z = 10.8 和 .4)7 





(1- zi) +a+00sr3 -0.15x3 一 1 = 


一 了 1 一 由.1z +.0lzs+ry 一 1=0 


了 3 了 6 


第 五 章 ”数值 盘 近 方法 


在 科 堂 实 验 和 工程 实践 中 ， 会 遇 到 大 贡 关 于 果 数 和 数据 处 理 的 近似 计算 问题 ， 数 值 通 近 
是 进行 近 亿 计算 的 理论 基础 ， 广 泛 应 用 于 明 数 计算 ， 数 诡 的 处 理 与 分 析 ， 生 分 方程 和 积分 方 
程 的 数值 求解 等 方面 。 本 章 介绍 数值 逼近 方法 的 基本 内 容 ， 包 括 瘟 数 择 值 ， 砷 线 的 最 小 二 乘 
拟人 台 ， 数 年 积 地 和 数 什 微分 等 。 


第 一 节 拉 格 调 日 播 值 与 牛顿 播 什 
一 、 函 数 掺 值 的 基本 概念 
函数 择 倩 是 进行 数值 逼近 的 一 种 简单 而 重要 方法 。 利 用 插值 方法 ， 可 以 根据 待定 函数 在 


有 有限 个 所 对 的 取 生 状况 ， 用 向 单 廊 数 吝 近 待定 呆 数 ， 估 算出 待定 吨 数 在 其 他 点 处 的 和 值 。 
定 久 和 .1.1 这 函数 y= 不 工 ) 是 区 间 1a,5] 上 的 连续 国 数 ， 已 知 了 在 靖 + 1 个 相 异 点 


ssT0 拉 宙 1 后 (5.1.1) 
处 的 末 数 人 慎 : 
所 一 人 1 5.1.2) 
有 用 一 个 简单 丽 数 g(z) 近 似 表示 六 rz)， 并 且 该 函数 满足 条 件 
况 [ 二 六 二 天 ri (DO (5.T.3) 


则 称 亲 数 Ptzr) 为 插值 图 数 : 下 数 F 六 7 ) 为 被 搬 值 玫 数 ，zro,z ,rz 称 为 李 值 节点 《或 基 
点 ); 区 间 [we .6] 称 为 播 值 区 癌 ; 将 条 件 《5.1.3》 称 为 插值 条 件 ， 择 值 条 件 可 以 具有 导数 
形式 : 称 函 数 Ritz)= rz) -pfzr) 为 搬 值 余 项 ， 它 反映 了 函数 of(r) 在 插值 区 间 上 表 
近 六 2 的 近似 程度 ， 只 有 当 播 值 余 项 足够 小 ， 枯 数 插值 才 有 意义 。 

前 见 的 插 便 形式 有 窗 项 式 插值 、 有 理 末 数 插值 和 三 角 天 数 插值 。 本 章 研 究 不 超过 ”次 
的 才 项 式 插 值 ， 记 为 

PT 一 0 二 Ci 十 和 (3 .1L.4) 

称 为 吕 次 插值 多 项 式 。 

百 先 给 出 插值 多 斋 式 存在 惟一 性 的 定理 ， 

定理 $.1.1 Frz) 关 于 于 + 个 百 异 节点 rz， 交 ， xu 的 次 插值 冤 项 式 是 惟一 存 
在 的 -。 

定理 5.1.1 索 骨 ， 给 定 观 察 点 后 插值 多 项 式 是 惧 一 存在 ， 且 与 构造 方法 无 关 的 。 下 面具 
体 介绍 插 俯 冰 数 的 构造 方法 ， 以 及 各 种 方法 的 误差 估计 、 收 伍 性 和 数值 稳定 性 。 

二 、 检 格 朗 日 插值 多 项 式 

设 明 数 拓 ziECa:b|， 在 呈 + 上 个 互 蜡 节点 esr0 世 了 荆 二 二 扫 王 上 ， 范 数 借 为 


下 一 有 (S.1.5) 
需要 确定 mn 次 横 值 多 项 式 L {ry， 满 足 条 件 ; 
二 0 (5.1 .和 ) 


定 光 5.3.2 自 区 间 [a,b] 上 +1 个 秆 点 rzoyri 和 zy 五 异 ， 称 4+1 个 交 次 多 项 起 


了 了 7 


上 CCz -) 
jz)= OO=01，n (5.1.7) 

了 下 8 

为 拉 梢 天 日 【Lagrange) 盾 值 基 盟 煞 ; 基 瑚 数 站 rz) 满足 人 性质 : 
1， =: 
. ,了 一 一 一 9 3 .1 .8 
性 原 工 二 (zi 三 区 0 ; (= 人 ,1 《 
性 质 zetzryeyizi) 线 性 无 关 《5.1.9) 
由 基 郴 数 构造 当 项 式 : 

L Cry》 = > yw6(z) (5.1.10) 


显然 二 47) 满足 捕 秆 条 件 〈5.1.6)， 称 为 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 。 
擂 值 基 王 数 上 Cz) 仅 与 捅 值 他 点 ro,zi, yz 有关， 与 被 插 表 数 ff(z) 无 关 ; 旧 揪 值 节 
成 二 1 的 大 小 次 序 对 拉 格 期 日 捅 值 多 项 式 没 有 影响 。 
根据 2 次 多 项 式 插值 的 惟一 性 ， 多 项 式 播 值 的 余 项 可 专 表 示 为 拉 格 朗 日 播 值 的 余 项 : 
民 (rzJ=j 六 了 T) 一 工人) (5.1.11》 
可 以 用 下 和 面 的 定理 对 索 项 式 插值 的 余 项 进行 估计 。 
定理 5.1.2 设 广 *(z) 在 区 间 [a,5]】 上 连续 ，F"rntz) 在 区 间 (a,5) 内 存在 ， 
六 了 关于 互 异 节点 romyzn 的 mn 次 插值 多 项 式 的 余 项 为 (z)， 则 对 任意 的 E 
[La ,六 | ， 有 : 
Ra = AD 人 全 IC -s 


十 11 
其 中 &Etab) 是 与 二 有关 。 
在 其 体 问题 中 max| F" 2(6) 1 范围 难以 确定 ， 可 以 用 下 面 的 方法 对 RR,(z) 作 近似 估 计 。 
设 已 (z) 是 以 ro,zl,…yzw 为 节点 的 拉 格 妆 日 插值 多 项 式 ; 二 ,(z) 是 以 之 sz 
为 节点 的 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 ， 则 : 
ET) 一 





一 (5.1.12》 





(5$.1.13] 
所 一 工人 0 
十 是 有 : 
RiCr)= Fr)-TL(ryss (TUz)- 工 (r (5.1.14) 
证 0 本 让 


式 45.1.14) 不 仅 可 以 用 来 佑 计 揪 值 误 差 ， 也 可 以 修正 揪 值 公式 的 近似 程度 。 
例 5.1.1 已 知 图 数 y =vz 在 忆 知 点 处 的 取 值 如 表 5-1 


表 5-1 





由 内 royzayx3 为 搬 值 节点 ， 求 二 阶 接 格 朗 日 插值 多 项 式 ， 计 算 V7 的 值 ; 


邮 利用 rzra,zrs 构造 的 拉 格 斋 日 插值 ， 对 V7 的 值 进行 修正 。 
了 .15 


解 ”四 以 royzayz3s 为 节点 的 二 阶 揪 值 多 项 式 为 ， 


(六 一 人.25)( 一 0) ( 工 -4)( 六 一 9] 
[16.25)(0429) 2 人 252(6. 35 一 9) 


= -0.00808z2+0.30S057r+0.90909 
根据 上 式 计 算得 : =s1L)07)=2.64852 ,实际 误差 ,7 -了 工 :(7) = -0.00277 。 
地) 以 了 | ?34 证 了 为 节点 ， 构造 二 阶 播 丛 才 项 式 ; 


ITC0zy= -0.00744z2+0.29527z 十 0.94518 


(一 4 一 6.25) 


Lizy7=2x (9 二 4)f9 二 6.25】 


十 六 六 


代入 z= 了 得 到 :La(7)=2.64751 。 
根据 式 〈5.1,14): Ra(7) 天 本 全 (2. 64852 - 2.64751) = -0.00361 


于 是 ,7= 工 :(7)+ Ra(7)sx*2.64491 ， 实 际 误 差 V7 - 2.64491 =0.00084 ， 即 经 过 修正 后 的 揪 
值 误差 明显 降低 。 
三 、 牛 琐 择 值 多 项 式 
拉 格 期 日 搬 伪 儿 项 式 在 理论 分 析 中 十 分 方便 ， 利 用 插值 基 函 数 也 容易 得 到 揪 值 多 项 式 。 
但 是 当 播 值 节点 改变 时 ， 所 有 的 捅 值 基 国 数 都 必须 改变 ， 这 在 实际 计算 中 非常 不 利 。 牛 顿 捅 
值 多 项 式 可 以 克服 这 个 缺点 。 
定 久 5.1.3 看 区 间 [a,5] 上 ?+1l 个 节点 zeoyziayzr 互 异 ， 称 4+l 个 多 琐 式 
并 一 庆 站 人 袜 一 并 0 拓 定 一 下 和 0 【5.1.15) 
为 牛顿 《Mewton) 捅 止 基 频数 ; 称 如 下 形状 的 阶 多 项 式 
= 十 人 一 证 站 十 二 人 0 全 一) 【与 .1 16) 
为 牛顿 插值 多 项 式 。 
为 了 确定 牛 轰 搬 值 多 项 式 中 的 系数 ， 这 里 引信 差 商 的 概念 。 
定 久 5.1.4 表达 式 


FI 三 妈 2 一天 r) 


二 (5.1.17) 
称 为 蔓 数 关 z) 关 于 zi，zix1 的 一 阶 差 商 〈 或 约 差 ); 一 阶 差 商 的 差 商 
Fi， 站 (5.1.18) 
称 为 六 zx) 天 于吉 ，zirl 2i+2 的 二 阶 差 商 ; _ 服 地 将 
Fatsaj 王 帮 za 有 (5.1.19) 


由 和 ”证 村 
称 为 所 了 ) 汪 于 ny 的 % 除 莽 商 。 


根据 差 商 的 定 交 , 区 阶 莽 商 与 亡 点 ro yl， 的 次 订 吝 无 淆 。 于 防 善 商 的 计算 可 用 善 商 
南 ! 表 5-2) 进行 。 
表 5-3 


天 守 和 这 zz] 


四 rtyzzyzaj 





用 归 纳 法 可 以 证 明 : 以 zyriy yz 为 节点 的 牛顿 插值 多 项 式 的 系数 mr， 可 以 用 差 商 
表 对 角 线 元 吉 表 示 ， 即 : 
af 三 站 0 0 (5.1.20) 
于 是 牛顿 持 值 密 项 式 可 续 成 : 
NT = xDTFzortl rz 一 工 0) 十 十 Jo 上 人 一 r 《SS.1.21) 
由 十 ， 次 插值 多 项 式 是 恬 一 的 ， 故 牛 瑟 插值 多 项 式 与 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 实际 上 是 同 
一 个 多 项 式 ， 也 其 月 相同 的 误 益 估计 公开 。 
如 尺 由 zoliy wznw 硝 定 的 吕 次 插值 多 项 陈 需 要 增加 新 的 记 点 z+1， 产 生 的 m+ 工 次 
牛顿 插值 多 项 也 NOr)， 只 要 在 N(zy 后 简单 地 增加 一 项 邵 品 ; 
NT 1.22) 
例 5.1.2 半数 ?= 六 站 在 录 些 点 处 的 值 风 天 S$-3， 


表 5.3 








求 度 曙 数 的 插 仁 多 项 式 。 
表 5.4 
学 Y 1 … 阶 差 商 二 阶 佐 南 二 阶 莹 商 
一 
了 了 一 了 
.， ””” -- | 一 .. - 
5 3 1 7- 
6 3 1 14 


然后 将 上 表 中 有 下 划 线 的 数据 代 人 公式 (5.1.21)， 得 到 牛 疗 插值 多 项 式 : 


NVS 一 3 一) 十 去 ( 一 了 )[ 休 -3 了) -于 人 一 实 包 全 一 一) 


第 二 节 分 段 多 项 式 播 值 与 样 条 插值 

一 、 多 项 式 揪 值 的 局 限 性 

风 项 式 插 值 具有 构造 简单 ， 计 算 方 便 和 光滑 程度 高 等 优点 。 根 据 余 项 定理 $.1.2， 似 和 平 
多 项 式 的 次 数 越 高 ， 搬 值 的 精度 越 好 。 其 实 不 然 ， 龙 略 【Rungey 给 山 了 下 面 的 例子 。 

例 5.2,.1 研究 函数 

礁 富 2 

在 区 癌 [=-1:1; 上 插值 多 项 式 的 收 伍 情况 。 

解 ”在 区 加 |-1,1j 了 选取 等 距 节 点 ， 


了 3 





分 别 取 n=4 和 ?=10 构造 播 值 多 项 式 ，L4(z),Liofz) 和 图 数 让 (z) 的 图 形 见 右 财 。 可 存 
随 者 ma 的 增 大 ， 工 (2z) 的 截断 误差 民 (r)] = 
扩 2) 了 工 (在 区 间 【 -1,1] 的 两 端 也 在 增 ， 
加 。 这 种 现象 称 为 龙 格 【Runge) 志 象 。 

由 龙 格 现象 可 知 ， 允 项 式 捅 值 在 数值 上 是 “” 
不 稳定 的 。 内 此 在 构造 多 项 式 播 值 时 必须 小 心 
处 理 ， 并 不 是 插值 节点 越 儿 ， 多 项 式 次 数 越 高 ， 
质 值 的 精度 就 越 好 。 为 了 克服 高 次 插值 的 不 足 ，，。 
下 面 分 别 介 绍 分 段 线性 插值 、 分 段 于 次 厄 朱 米 
特 播 人 和 三 次 样 条 插值 。 1 

二 、 分 段 续 性 揪 值 和 三 次 后 尔 米 特 擂 值 

分 段 线 性 捅 值 就 是 将 相 邻 的 节点 用 直线 相 ROGER 02 04 6 08 | 
连 ， 如 此 形成 的 一 条 折线 就 构成 分 段 线 性 栖 咎 
的 遇 数 。 

定 尺 5.2.1 设 柄 数 f 六 reEecefae ,pl 在 2+1l 个 瑟 寞 节点 

& 二 人 
处 满足 六 FT) 全 De ,)》， 榴 造 插值 基 上 数 : 
| TAR 
和 (=0,1. 2) (5S.2.1) 
0D，zE& [az DUOCr ii) 

其 中 当 关 =0 时 设 有 第 1 式 ，; =m 时 设 有 第 2 式 ， 则 称 分 段 线 性 责 数 


Jr) = 志 3) [SS.2.2) 


为 区 间 Ta ,5 上 关于 节点 ro, ri ,… ,7 的 分 段 线性 插值 多 项 由 
在 子 区 间 1zi ,xi] 上 ， 播 值 函数 了 (z) 可 以 写成 


用 志和 天 at 对 国 数 ALeFIXi+2529 进行 播 基 





人 一 卫 | 
十 351 一 加 【5.2.3) 


二 二 


咏 [+1】 





一 元- 

印 肌 局 4z) 计算 < 点 的 播 值 时 ， 只 用 和 到 左 在 的 末 个 和 节点， 计算 量 与 节点 个 数 和 无关， 

分 自 线 忻 插 值 在 几何 上 号 通过 m + 1 个 点 arti=0l… ii) 的 折线 ， 显 然 节 
点 数 越 大 ， 分 段 就 越 多 ， 相 应 的 插值 误差 也 越 小 。 与 多 项 式 插值 不 同 ， 分 段 线性 捕 值 随 关 池 
所 数 的 增加 一 致 收敛 到 被 插 函 数 J(z); 但 是 分 仆 线 件 搬 值 得 到 的 插值 函数 不 是 光滑 函数 ， 
往往 不 符合 实际 问题 的 要 求 。 

如 采 在 节点 处 滞 加 导数 条 件 ， 就 可 以 构造 光滑 的 分 段 低 次 插值 函数 ， 即 分 左 二 次 厄 尔 光 
特 尾 值 。 

笛 抑 这 虚 兵 有 两 个 节点 rntz<z yy 的 情形 ， 给 定 搬 值 条 任 ， 


姑 二 1 7 二 (re 《二 = 人 ,1 ) {5,2.4) 
了 (ri 一 人 所 【rel= pi (=D,1) 【3.2.5) 


四 为 此 时 有 4 个 播 值 条 件 ， 所 以 妃 (z) 是 不 赵 过 于 次 的 多 项 式 ， 称 为 三 次 厄 尔 米 特 插值 可 
以 构造 如 下 的 插值 基 盟 数 ， 


J 了 1 


人 


了 | 这 人 0 二 1 














] ) (S.2. 行 ) 
RN | 定 一 风 人 
ol) 人 
pi(z)=(z-zo( 二 
了 4 一 开 1 
【5.2.7) 
100=tz-za 人 (研一 2 
不 难 验证 ， 构 造 的 播 值 基 末 数 满足 性 质 ， 
1 ， 下 一 1; 
EN 一 ， ak 二 .了 ,六 
上 一 芋 
人 记 人 2 ) 二 人， 记 (r 站 三 1 (S.2 . 电 ) 
于 是 可 以 令 : 
FF 一 0 TIeICT TOBOZY + 了 1 和 (zz) 【2，10) 


得 到 三 次 厄 尔 米 特 捅 值 。 一般 地 ， 可 以 定义 分 锋 三 次 龙 有 和 米 竺 捅 值 。 
定 尽 5.2.2 设 函 数 Pz)ECITa,5， 在 2+l 个 互 异 节点 
@ 0 宝 贡 全 了 ($.2.11) 
处 满足 = Fr i= rar=0Dl na， 在 每 个 区 间 [ziyiilrs0,1l, ,7 一 ]) 
上 构造 一 次 厄 尔 米 特 播 值 函 数 ， 
机 (= TB {S.2.12) 


其 中 播 值 基 两 数 
[| 





: 03.2.13) 
co= =- (1+2 芋 -2 人] 一] 
ij -i++1 < 二;i+1 ”于 j 
四 2 
ptz)=(z-z)[ 三 二 2 | 
| 
(S.2.14) 


有 (一 =) 


称 区 间 [we ，5] 上 的 函数 理 (zx) 为 分 段 二 次 厄 尔 米 转 插 值 。 

由 此 定义 的 分 段 二 次 多 项 式 珂 (z ) 满 足 边界 条 件 【5.2.15》 和 内 部 节点 条 件 《5 2 16)， 
ECro)=w， 于 (zay= mn 

Cr) 万 【= 一 了， 

FT 一 0)= 百 (zi+0)= 季 
[再 (ri 一 0 三 再 (rr;+D0)= 说 ， 
可 以 证 明 分 段 二 次 厄 尔 米 特 圭 值 不 仅 瑟 (Cr ) 一 致 收 代 于 国 数 Ar)， 而 屿 其 导数 互 fr ) 

也 一 致 收 敏 于 广 (xz )， 即 插值 函数 是 光滑 的 。 显 然 分 自 三 次 厄 尔 米 特 插值 比分 外 线 性 插值 更 


好 ， 更 符合 夭 际 情 彤 。 
7 了 42 


(SS.2.15) 


(上 2 (5.2.16) 


例 引 .2.2 考虑 例 5$.2.1 中 的 函数 
1 
作 工 ) 一 25 二 


在 区 间 [L-1,1] 上 分 别 作 出 分 段 线性 播 全 和 分 段 三 次 尔 米 特 桶 秆 的 移 红 。 

解 设 z=-1+0.2 0=0,1…,10)， 将 区 间 [-1,1] 分 成 10 个 区 癌 。 委 据 被 插 
函 数 产 z) 的 形式 ,计算 出 痛 点 处 的 末 数 值 mw = 乒 z) 和 导数 什 mi= 三 (zi)。 利 用 这 生 件 进 行 
插值 计算 。 

用 MATLAB 软件 作出 分 航线 性 揪 值 和 分 段 三 次 厄 尔 米 特 捅 值 的 图 形 ， 同 时 作出 政 数 
拓 工 的 图 形 ， 隐 下 图 。 显 然 分 绒 三 次 龙 有 米 特 插 值 的 图 形 是 光 清 的 ， 且 与 函数 图 形 几 乎 重 
人 台 ; 而 分 段 线性 插值 的 图 形 由 不 光 谓 ,插值 效果 也 较 厄 尔 米 特 播 值 略 差 。 

由 于 分 段 三 次 厄 尔 米 特 插值 需要 在 节 
所 处 添加 一 阶 导数 条 件 ， 这 在 实际 问题 中 用 分 向 腕 性 揪 什 和 分 段 三 次 Hemie 插入 对 函数 /ij=llt25z2) 进 行 插值 
往往 难以 伍 到 ， 极 大 地 限制 了 分 段 三 次 厄 二 
尔 米 特 播 值 的 应 用 。 能 否 找到 既 一 致 收 “ / 一 息 
化， 又 满足 充分 光滑 ， 且 几乎 不 需要 添加 
导数 条件 的 插值 形式 ? 管 案 是 肯定 的 。 

三 、 三 次 样 条 插值 

样 条 {(Spline， 是 用 来 描 绽 光 光 曲线 
的 询 忆 有 弹性 的 细 木 条 。 用 压 铁 将 样 条 转 
定 并 使 它 通 过 各 型 值 点 后 ， 沿 木 条 可 以 画 
出 光 泪 的 样 条 由 线 ， 样 条 此 钱 是 光 请 县 有 1 
连续 则 率 的 分 段 三 次 函数 ， 也 称 为 二 次 样 一 人 呈正 4 -DO 人 
条 图 数 。 三 次 样 条 插值 是 一 种 特 共 类 型 的 
分 段 三 次 插值 ， 它 具有 一 致 收 伍 ， 充 分 光滑 和 插值 条 件 简单 的 特点 。 

定 多 5.2.3 设 郴 数 Flr)IECr[a] ， 用 ma+1l 个 互 异 节点 分 着 区 间 [a ,5]: 

和 二 了 葬 了 1 苹 人 二 (SS.2.17) 
如 采 和 定义 在 [a,5] 上 上 的 函数 :(z) 清 足 如 下 条 件 。 

山 在 每 个 [1 上 sr) 都 是 不 超过 三 次 的 狗 项 式 。 

辐 在 区 间 La ,5 上 s(z) 是 二 阶 连续 可 微 的 函数 ， 即 sf(z)EC2[ae 1。 

则 称 sf(z) 为 [ae,5j 上 上 关于 分 割 ro,zi, yz 的 三 次 样 条 函数 。 如 果 记 上 冰 数 Fz) 在 节点 处 
的 值 闪 = Ar =01 asfz) 还 满足 条 件 ， 

人 二 
册 称 sz) 为 六 z) 在 区 间 [a ,5 上 甘于 务 制 zorzlyri 的 三 次 样 条 搬 值 。 

现在 分 析 确 定 三 次 样 条 插值 函数 *(zr) 的 条 件 。 

二 次 样 条 插值 *(z) 在 每 个 Li yzriti]l 上 都 是 一 个 三 次 多 项 式 ， 即 有 4 个 待定 参数 ， 所 
以 在 [sa ,分割 成 的 ”个 小 区 间 上 共有 4z 个 参数 ， 确 定 它们 需要 有 4 个 条 件 。 

根据 sz) 年 祥 ， 在 每 个 rivzirll 上 有 2 个 端点 函数 值 条 件 ，m 个 小 区 间 有 22 个 条 
件 ;， 在 每 个 内 节点 zi 处 满足 光滑 性 条 件 【5.2.18)，” -1 工 个 内 节点 有 2 一 2 个 条 件 . 

| 
5 一 0 二 站) 





:一 2,… ,2 一 1) 人 5 了, ) 


了 了 了 


用 472 -2 个 条 忻 是 无 法 确定 4 个 参数 ， 需 要 附加 另外 2 个 条 件 ， 这 一 般 由 边界 条 件 确 
定 。 和 在 实际 此 用 中 常见 的 茶 件 有 下 面 几 种 类 型 。 
叱 已 知 两 端的 一 阶 导 娄 值 : 


5 《0 二 20 (35.2.19) 
四 已 知 两 端的 二 阶 导数 值 : 
sz Mi， wz = RM (5.2.20] 
特殊 了 地 ， 条 件 
SO 二 人 
称 为 自然 边界 条 件 。 


o 周期 端点 条 件 : 
szT0+0)=sS (rr 一 0)， TYzn0+0=S (yz 一口 ) 
三 种 边 输 条 件 都 有 它们 的 实际 背景 和 力学 意义 。 
例 5.2.3 已 知 困 数 fxz) 在 三 个 点 处 的 困 数 值 为 六 -1= -1，r0)=0，Ffl)=1。 
在 区 间 上 -1 ,1 上 求 满足 边界 条 件 产 (-1)=3，F 产 (1)=6 的 三 次 样 条 插值。 
解 这 里 ?2=2， 将 区 间 [-1,11 分 成 两 个 子 区 间 。 设 三 次 样 条 插值 函数， 
[ar 二 Gy 十 全 于 ad EL 一 ,0] 
5 一 3 本 
LO 十 由 十 而 十 盏 :， 坟 后 [101 


很 据 茜 值 和 国 数 连续 条 件 :(-1)= -1，x(0-0)=0，xs(0+0)=0，stt)=1， 得; 


2 83 二 4 二 一 1 cd 一峰 


6 一 站 ,而 | 十 百 十 ;十 瑟 一 和 人 
由 内 市 点 处 光滑 性 条 件 : (0 0 = 0+0)，w0-0)=s(0+0)7， 得 ， 
23 二 内 3， Ga 二 由 5 (SS,2.22) 
肾 后 再 由 边界 和 条件 * -1)=3，r 1)=6， 得 : 
3a1 一 24az+eai=3， 65| 十 255 一 昌 (5.2.231) 


方程 组 式 (5.2.21)、 式 (5.2.22)、 式 (5$.2.23) 共有 8 个 变量 ，8 个 方程 求解 得 
ai=1， 其 余 的 变量 玖 取 0。 于 是 所 求 的 三 次 样 条 插值 *(z)= zs,zE[-i 1]。 

例 5.2.3 中 求 三 次 样 条 范 数 的 方法 称 为 待定 系数 法 ， 显 然 该 方法 在 一 般 情况 下 需要 求解 
一 个 47 泡 的 线性 廊 程 组 ， 计 算 量 较 大 。 下 面 分 绍 求 三 次 样 条 插值 昂 数 *(z) 三 弯 矩 算法 ， 它 
上 只 要 求解 一 个 不 超过 ?+1 元 的 三 对 角 线 性 方程 组 。 

对 二 由 也 《5.2.17)》 确定 的 区 间 |a ,5] 的 -- 个 划分 ， 记 子 区 间 [zx ，xz ，] 的 长 度 ， 

站 二 TH 人 1 一 

设 和 Cr 一 人 = 和 0 人 1) 因为 伴 条 捕 值 丽 数 *(z) 在 区 间 [ri ,xx ，] 上 昆 二 次 函 
数 ， 所 以 0zr) 在 [r，z] 上 是 线性 数 ， 人 证 为 : 

四 


碎 ， 


了 





= (5.2.24] 


了 45.2.24) 隐 会 了 内 节点 处 的 二 阶 导数 条 件 ， 冉 代 入 区间 [rz 的 端点 条 但 
Si 二 Ti1， 则 内 节点 处 的 一 阶 导数 条 人 忻 可 以 化 简 成 - 工 个 方程 
PT IT2AT +ARAT = 二 (一 1,2, 95 一 1] (全 .了 .251) 
其 中 : 
144 


外 4 外: -1 吕 一 日 F[ 1yTi 1 (与 .了 ,26) 
了 一 | 1 1T 一 1 了 

因为 M, 在 力学 上 称 为 细 梁 在 截面 ri 处 的 弯 年 ， 而 式 (5.2.25) 中 每 个 方程 中 含有 一 个 
弯 矩 ， 所 以 方程 组 (5.2.25) 称 为 三 弯 抑 方程 。 


最 后 代入 边界 条 件 ， 例 如 在 二 阶 导数 条 件 ，(zo)= Mo,r zs)= Ms 时 ， 得 到 方程 组 : 











| 2 几 1 AT | 刀 一 FIAdo 
pa 忆 和 2 AM | 弛 2 
世 :1 一 ， (3 .2,27) 





2 | We 1 | 
| PN | -1 2 
不 同 的 边界 条 件 将 得 到 不 同 的 线性 方程 组 ， 方 程 组 15.2.27)】 是 革 对 和 方 程 组 ， 可 以 用 
追赶 法 求解 。 
可 以 证 明 - :次 样 某 揪 值 x(z) 一 歼 收 全 于 转 数 Frz)， 其 样 条 曲线 是 二 阶 光 滑 的 曲线 
第 三 节 ”离散 数据 的 最 小 二 乘 执 合 
一 、 最 小 二 乘 搜 合 的 基本 娄 念 
曲线 拟 合 是 数值 通 的 男 - -种 方法 。 它 用 带 有 参数 的 简单 本 数 逼近 待定 站 数 ， 并 根据 函 
数 在 观 内 点 的 取 值 状况 确定 参数 。 
定 祥 5.3.1 纵 定 围 获 7y= 扩 z) 的 一 组 观察 值 (rr ，Y) =0,1,…: 太 )， 选 取 一 组 简 
单果 数 内 (zi 01 5) 作为 基 冰 数 ， 通 过 确定 拟 合 模型 
的 生 放 二 下 站 罗 代 人 让 王 1 间 区 二 十 二 人) (3. 祁 . 1 ) 
的 待定 参数 由， 使 ofz) 与 观察 秆 《xz ，w) 在 总 体 上 上 尽 可 能 接近 。 这 种 确定 Ywfz) 的 方法 称 
为 丙 散 匈 据 的 曲线 拟 合 。 
拟 合 模型 (5.3.1) 是 关 寺 瑚 数 央 的 线性 盟 数 ， 称 为 线性 模型 ;如果 氢 合 模型 关于 参数 
xs 古 非 线性 晒 数 ， 则 称 为 非 线性 模型 。 在 多 数 情况 下 ， 可 以 通过 丽 数 变换 的 方式 将 非 线 性 
模型 化 为 线性 模型 。 例 如 拟 合 模型 y = ae， 其 中 心 ,5 为 待定 参数 ， 是 -一 个 非 线 性 模型 。 
模型 取 对 数 后 得 到 lny=lna+apr， 令 了 =lny，4&=lna， 则 模型 化 为 YY 三 和 +ar， 就 杰 成 
了 一 个 线性 模型 。 下面 只 研究 线性 模型 的 问题 ， 记 : 


an | 





| poor | 
种 = : : : ， | 一 《5 .3.21? 
| pogr 2 入 ( ) fTE 二 1 > 《器 -FH 1 AT | 本 


称 7>=8- 4u 为 剩余 向 量 〈 或 残 向 量 )， 用 来 描述 g(z ) 与 观察 值 的 总 体 上 离 。 当 如 >， 时 ， 
规定 9(z) 最 传 逼 近 于 观察 值 总 体 时 ， 残 向 晤 应 在 革 种 范 数 意义 下 达到 最 小 。 - 般 选择 残 铅 
量 的 2- 范 数 达到 最 小 以 确定 参数 由 ， 此 时 拟 侣 问题 称 为 最 小 二 乘 问 题 。 
曲线 氛 合 与 函数 插值 都 是 从 函数 的 一 组 观察 值 【xi ,ww)》 出 发 ， 近 似 确定 蚌 数 关系 的 两 
种 不 同 的 方法 。 画 数 捅 值 假定 疯 测 数据 是 准确 的 ， 用 构造 的 插值 困 数 ef>) 去 逼近 函数 
六 3)， 归 求 插值 国 数 在 观测 点 处 满足 
oz 拓 Ti 【5.3.3) 
自 线 拟 侣 则 假定 观测 数据 有 误差 《或 噪声 )， 然 后 用 含 参数 的 拟 合 模型 w(> ) 去 台 近 函数 
了 才 


Arz)， 通 过 选择 适当 的 参数 值 ， 使 观测 点 处 的 观测 值 与 拟 合 值 尽 可 能 接近 。 

离散 数据 的 曲线 拟人 台 需 要 解决 两 个 问题 。 

首先 是 拟 合 模型 的 选取 。 在 线性 模型 中 ， 氢 合 显 数 是 一 些 基 胃 数 的 线性 组 合 ， 选 取 一 组 
适当 的 基 困 数 是 次 定 拟 合 效果 好 坏 的 关键 因素 。 一 般 来 说 ， 需 要 对 问题 进行 仔细 的 分 析 ， 和 彬 
撕 问题 杰 刁 的 性 质 决 是 基 图 数 的 形式 。 如 林 没 有 三 问 题 有 天 的 背景 信息 ， 则 可 以 通过 分 析 观 
测 数据 的 分 布 规律 ， 选 择 拟 合 模型 的 基 困 数 。 通 常 基 函 数 可 取 多 项 式 藤 数 ， 三角 函数 、 指 数 
图 数 和 样 条 函数 等 。 

其 次 是 模型 参数 的 确定 。 模型 参数 选择 的 原则 是 使 残 向 量 在 某 种 度量 意义 【 拟 合 标准 ) 
下 取 极 小 值 ， 不同 的 拟 合 标准 决定 了 不 同 的 参数 确定 方法 。 常 见 的 拟 合 标准 有 : 


中 最 大 残 差 绝 对 值 最 小 mini max 1 产 | | ; (5.3.4) 
@ 残 差 绝对 值 之 和 最 小 ”min( > 1 r 1)， (5.3.5) 
@ 残 差 平方 和 最 小 “min{ > )。 (5.3.6) 


拟 合 标准 中 移 虽然 很 直观 ， 但 是 用 来 确定 参数 却 很 困难 :， 拟 合 标准 怨 就 是 通常 说 的 最 
小 一 乘 标 准 ， 使 用 比较 方便 ， 采 用 最 小 二 乘 标准 的 拟 合 也 称 为 最 小 二 乘 拟人 台 。 如 果 将 最 小 二 
磁 标 准 推广 到 连续 的 形式 ， 就 得 到 所 谓 的 最 佳 平 方 有 逼 近 标 准 。 

接 下 来 介绍 用 多 项 式 和 正 交 多 项 式 作 为 基本 数 的 最 小 二 乘 拟 侣 。 

二 、 广 兴 逆 矩阵 与 务 项 式 氢 合 

任 线 性 方程 组 4&x = 二 中 ， 如 果 系 数 矩 阵 4 是 ? 阶 可 道 方 阵 ， 则 方程 组 的 解 可 以 用 * = 
4 主 表 示 ; 如 果 系 数 矩 阵 4 不 是 方 阵 ， 或 者 是 奇异 方 阵 ， 则 可 以 利用 广义 道 矩阵 来 表示 
方程 组 的 解 。 广 义 道 矩 阵 是 进行 曲线 拟 合 的 重要 工具 ， 在 研究 多 项 式 拟 侣 之前， 先 介绍 广 六 
首 矩 阵 的 概念 和 性 质 。 

定 信 5.3.2 设 失 阵 4ER" “"”， 如 果 存 在 矩阵 百 ER"”， 满 足 : 


人 及 和 = 和， 再 4 下 = 软 《5,3.71 
[人 4 下 =【4 了 8)TI， 了 4 = (BA)T 《5.3. 委 ) 


则 称 睛 为 矩阵 4 的 彭 罗 斯 - 稳 尔 〔Penrose-Meore) 道 ， 记 为 站 + 。 

厂 尽 逆 矩阵 有 多 种 形式 ， 定 义 $.3.2 仅仅 定义 了 应 用 最 广泛 的 一 种 广 文 道 眠 阵 。 利 用 和 气 
阵 4 的 奇异 值 分 解 ， 可 以 证 明 4 的 存在 惟一 性 ， 并 得 到 4+ 的 具体 形式 。 

定理 5,3,1 对 任意 的 天 订 阶 和 矩阵 4 ， 仓 在 惟一 的 广 立 道 矩 阵 和 + 。 

定理 5.3.1 表明 ， 可 以 采用 奇异 值 分 解 计 算 广义 道 短 阵 4* 。 广 义 六 旧 阵 4+ 具有 如 下 
的 运算 性 质 : 


性 质 1 (4 六 = 站 (4 并 一 (有 T)+ (5.3.9》 
性 质 2 4 = 各 7 和 + = 上 各 +4T (5.3.10) 
性 质 3 各- 4 有 =4 4C 汉 4 了 = 4 (5.3.11) 
性 质 4 一 般 人 情况 下 ，( 4 是 ) 天 盏 -站 + ，44 天 生生 洋子 (5$.3.12) 


队 了 育 蜡 值 分 解 外 ， 这 可 以 根据 不 同情 况 ， 采 用 下 列 方式 计算 广义 道 阵 4&+ 
情 襄 1 和 谷 和 是 满 秩 方 阵 ， 则 4 = 和 41; 
情史 2 知 和 是 行 满 特 矩 阵 ,， 则 47 = 和 TI 【44T) 1 
情况 3 和 震 和 是 列 满 秩 托 阵 ,， 则 4 = 【414)-14T; 
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情况 4 车 窍 阵 4 满足 rankftay=r<eminitm ,8 ， 设 其 满 秩 分 解 为 总 =GS， 其 中 心 利 
8 分 别 是 关 xr 和 rxp 阶 算 阵 ， 则 4 =81(0SST) IOGLIGC) 2G 。 


钙 $.3.1 求 征 阵 人 =| ， ， _。 | 的 广义 闻 逢 阵 4 。 


解 方法 1 利用 奇异 值 分 解 计算 。 矩 阵 4 的 麻 异 值 分 解 为 : 


= | 0 和 


一 用 .83817 人 一口 . 生 79 
晶 .9571 人 .289g 媳 ,4282 0 


和. 二 1 号 候 0 
] 媳 - 


于 是 得 到 广 尽 道 矩阵 : 








0 

4 | | 0 0 

-1 -0.5 

方法 2 利用 行 满 秩 乞 阵 的 计算 方法 。 先 求 矩 阵 44 ”的 道 算 阵 : 

。 5 41.5 
44 一 |、 5 

-2 一 人 0.51 

上 = 上 44 = 0 0 

1 -05 





广义 闭 矩 阵 可 以 用 来 求解 不 相 容 (了 矛盾 ) 线性 方程 组 问题 Ar = 五。 

定义 5.3.3 设 线性 方程 组 4xr = 五， 系数 矩阵 4 E 民 ”  ， 称 方程 组 4TAx = 和 TB5 为 方 
程 组 4x = 上 的 法 方程 组 ; 若 存 在 向 量 xn 满足 : 

| ax 一 二， 1 2 mi 刘 上 ax -十 |， 【5.3.13) 

则 称 xe 为 方程 组 4&x = 占 的 最 小 二 乘 解 ; 若 进一步 设 | x 7" 13:=minixzn1， 则 称 r* 为 方 
程 组 4x = 少 的 极 小 最 小 二 乘 解 。 

可 以 证 明 ， 雹 论 方程 组 4&r = 问 是 否 相 容 ， 它 的 法 方程 组 4I4r = 44 一定 是 相 容 的 。 
对 于 相 容 的 方程 组 ， 最 小 二 乘 解 就 是 它 的 可 行 解 。 不 相 容 的 方程 组 可 能 有 许多 最 小 二 乘 解 ， 
极 小 最 小 二 乘 解 是 指 具 有 最 小 2- 范 数 的 最 小 二 乘 解 。 

定理 5.3,2 设 方程 组 4r= 声 ， 则 于 列 命题 等 价 ; 

中 xo 是 线性 方程 组 kr = 的 最 小 二 乘 解 ; 

四 xo 是 法 方程 组 4&I4x= II 的 解 ; 

辐 4xo 一 瑟 E 民 (一 , 即 4zn 一 六 在 只 (4) 的 下 补 空间 中 ， 

定理 5.3.2 给 出 了 最 小 二 乘 解 与 法 方程 组 解 的 等 价 件 ， 在 此 基础 上 ， 定 理 5.3.3 确定 了 
最 小 二 乘 解 与 广义 道 矩 阵 4 “的 关系 。 

定理 5.3.3 设 矩 阵 4E R”” ， 则 方程 组 4&r = 直 的 所 有 最 小 二 乘 解 可 以 表示 为 ; 

一 各 起 +(T 一 盘 总 ) 政 {S.3.14) 

其 中 五 为 维 任意 常数 向 量 ; 且 方 程 组 4&r = 了 惟一 的 极 小 最 小 二 乘 解 为 二 4 


了 革 7 


下 面 利 用 广义 首先 阵 和 法 方程 组 的 概念 求解 最 小 二 乘 拟 合 问题 。 
设 纵 定 一 组 观察 值 (rw (=0,1.…,P)， 一 组 基 虹 数 和 (zt =0,1 ,0)， 依 最 
小 二 乘 标准 确定 拟 合 模型 (5.3.17) 中 的 待定 参数 zt。 


盏 二 加 了 下 D 站 人 十 中] 的 光 ] 二， 二 于 0 全 5.3.15) 
考察 方程 组 
人 Met ai ) 一] 5.3.16) 
于 由 


令 年 阵 4=( 呈 人 rmvb 问 量 站 =0aoyaoa) ， = ， 则 
方 各 组 55.3.16) 化 为 有 +1 个 变量 ，+1 个 方程 的 方程 组 ， 
惠 下 一 《5.3.17) 
当 如 空 时 ， 方 程 组 《5.3.17) 属于 超 定 方程 组 ， 它 的 法 方程 组 4&T4 = TITy 的 系数 
生 阵 4 4 称 为 格 兰 毁 【Gram 此 阵 ， 格 兰 媒 冠 阵 与 观测 点 Ti 和 基 盯 烙 portzJ) 有 关 ， 与 观测 
所 处 的 男 数 得” 无关 。 从 前 面 的 讨论 中 知道 ,方程 组 【5.3.17) 的 最 小 二 乘 解 等 于 法 方程 
组 的 可 行 解 ， 也 是 节 小 一 乘 拟人 台 模 型 (5.3.15) 的 参数 值 。 
基 困 数 肾 才 项 式 和 (zy= (=0 1 ,7) 时 ， 井 线 氢 合 (5.3.15) 称 为 多 项 式 拟 合 。 
下 最 小 二 隧 林 准 和 下， 多项式 拟 合 的 参数 可以 被 众 … 了 确定 。 些 时 方程 组 (5.3.17) 的 系数 玫 


阵 为 : 
1 ze 和] 
1] 
胡 二 《二 .3.18) 
] 
法 方程 组 和 4 = 上 y 的 格 兰 姆 抵 阵 和 右 端 项 分 别 为 ; 
?5 十] 写 江 ; | 
风光 二 光 ， Zr 人 
入 胡 = ， ， | (人 ,3.19 
1 
生 了 = (ZW yi (5.3.20) 
如 果 记 基 恩 数 和 (zy= 关 在 观测 点 1zij 0 处 的 值 疝 量 为 : 
加 二 (2 (5.3.21) 


规定 向 莉 的 内 积 (各 ， 四 ) = > ， 则 格 兰 姆 矩阵 4T4 可 以 表示 为 : 


| 他 1 ( 凶 1， on ) 相 mp，， on 


人 po， 9 《9 9 9 】 
本 4 ma 及 | 
4TA= 四 (5.3.22) 
L 知 竹 ， fp ) ( 扩 1， p， 《人 ， 他 
石 庙 项 4 ? 为: 
和 了 =(390) ye (vvo))T 【5 .3.231 


例 5.3.2 试用 多 项 式 拟 合 表 5-5 中 的 离散 数据 ， 求 平方 误差 ， 并 作出 拟 侣 曲线 图 ， 
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由 CT 1.0000 1.2840 1 .6487 2.11780 2.7183 


解 ” 作 离散 数据 的 疼 形 , 抑 下 同 。 数 据 近 似 直 线 或 抛物 线 。 
先进 行 一 次 多 项 式 所 人 台 : 令 氢 人 台 模 型 ptzrJ= ho+az 此 时 和 =4:,2=1 用 式 (5.3.19) 


利 式 (5.3.20) 计 算 落 方程 组 的 系数 下 阵 和 右 端 项 AT4 -| 及 =|。 | 
和 的 的 [2 5 1 .875」 5 .4514」- 


[ao 597 


求解 4 4u=4 ?得 zx=| |= | :好 p(z) 0.89971 1.7078z 。 其 误差 为 
时 |  ， 


十 
841= gr) -=3.92x10?2。 


二 次 多 项 式 氢 侣 : 令 氢 合 模 型 妥 frJ= artgz+aor 此 时 天 =4， =2， 用 式 
(5.3.19) 和 式 由 .3.20》 计算 法 方程 组 的 系数 是 阵 和 右 端 项 ; 
1 2.5 1 .875 [8 7580 
2 .5 1.8735 1.S6251， 上 17= 13.4514 
1.875 1.5625 1.3828.: [0 


总 旧 王 








| 


、 ， 离散 数 据 的 多 项 式 拟 癌 
求解 44 = 4 得 = |a|= - - 


| 困 锅 们 
一 拟 全 亿 


Li? 


[1.0052] 
0.8641 | 即 更 fr)y)=1.0052+0.86417r 1 
0.8431j 


和 计生 


二 
0.8437z2 。 其 误差 为 16 13= >) (更 () 一 
让 


吓 1 
用 一 容 志 项 式 拟 合 的 效果 较 好 ， 拟 合 名 





形 上 山石 图 ， 1 
X ax 


例 5.3.3 设 拟 全 模型 = agei，(fa) 
得 定 )。 给 定 一 组 实验 数据 如 表 $-6: 










f .0 


一 -一 “一 -一 一 一 一 - 





-一 一 -一 一 -一 


求 扎 台 参数 的 最 小 二 乘 靛 。 
解 ”拟人 台 模 型 y= ae ”是非 线性 模型 ,两 这 有 取 对 数 得 Iny =lna+Br 全 了 =lnyya= lnc， 
得 到 线性 拟 合 模型 YY=ad+ar。 启 =lInw, 计 算数 值 见 毒 $-7。 
出 式 15.3.19) 和 式 (5.3.20) 计算 线性 模型 法 方程 组 的 系数 眠 阵 和 和 右 端 项 
WTA 5 1 wwryT 94053 
.7.5 11.875] | 14.4241 


1 4 


家 5-7 


1 .1223 


; 即 立 =1.1 十 癌 .  ， 基 [ 
| 站 225+0.50577 ,线性 拟 


求解 法 方程 组 4T4ux = 4TY, 得 二 = 的 | 


下 
合 的 误差 为 | 513= >，(Y(z) 一 YP2=2.76x10-5。 
1 下 
原 模 型 的 参数 倩 e =3.0725， 训 = 0.5057， 即 =3.0725e0.505 ， 原 氟 合 和 型 的 误差 为 


1a13= > (y(z) -yj =1.2x103。 


多 项 式 拟 合 的 基 畏 数 取 中 (xz)= 过 ， 得 到 的 模型 虽然 形式 简单 ， 但 是 法 方程 组 的 系数 托 
阵 〈 格 兰 姆 矩阵 ) 是 严重 病态 的 矩阵 ， 将 影响 拟 合 计算 的 数值 稳定 性 。 

例如 设 观 测 点 和 el| 关 0 均 匀 分 布 在 区 间 [0,1] 上 ， 基 函数 取 四 (rz)= zx 直人 (=0,.1,… 
#j， 记 的 格 兰 姆 拭 阵 为 GE= 4 和 = 《有 和 邻 下 =15z， 则 xi= 读 ， 由 是 积 分 定 习 有 | 


1 - 。 
= >xir7 = (下 >》 ss o| rdx = 于 二 (7 一 站 ,1 , 攻 ) 


? 十 了 十 了 
(5,.3.24》 
于 是 格 兰 姆 征 阵 G = 方 再 ，， 其 中 : 
] ] 到 本 2 
1 ] 1 二) 
有 =| : (5.3.25) 
-La 十) 1 2 一 1 
为 于 阶 Hilbert 托 阵 ， 较 低 阶 的 希 尔 伯 特 邱 阵 的 条 件数 见 表 -全 。 
表 5-8 








为 了 克服 多 项 式 拟 合 中 病态 的 格 兰 姆 年 阵 ， 可 以 另外 选择 一 组 才 项 式 基 函 数 ， 使 它 对 记 
的 售 兰 姆 引 阵 为 对 角 第 阵 ， 这 时 即 为 正 交 多 项 式 拟 合 。 

三 、 正 葡 多 项 式 与 正 交 多 项 式 拟 合 

旧 先 给 出 离散 形式 正 交 多 项 式 的 概念 。 

定 多 5.3.4 广 在 多 项 式 空 间 中 有 -- 组 基 函 数 jp,(zr)iz, 记 它 在 驳 测 点 Wi 处 的 
全 问 为 : 

用 二 (POCO )) 《二 日 ,]1 ,天 ) 《9.3.26) 

如 果 仁 向量 组 具有 上 交 性 ， 即 内 积 ， 

= 虽 ，7 尖 1) 


(和 ， 曲 
0，i= 


(S.3.27) 
也 





则 称 mn ,外 ,， 为 正 变 间 量 组 ; 男 数 组 10z)jo 是 关于 氮 到 1 xi 有 的 一 组 正 甘 基本 数 ， 
也 穆 为 正 区 儿 现 式 。 
在 和 多项式 拟 和 台中， 如 果 选 乍 一 组 正 交 基 函 数 | 和 (zs， 则 法 方程 组 的 格 兰 姆 给 阵 为 
对 角 算 阵 ， 妈 : 
加 = 和 4 一 diag(0boy Go) 0 有 py (《S.3.28] 
这 时 法 方程 组 简化 为 ， 
和 下 一 人) 人 二 0.1.…，,7z) (3 了.251 
仅 用 除法 就 可 以 方 重 地 求 出 报 合 参数 ， 于 是 煞 项 式 拟 合 为 ; 





罗 二 种 ( 江 ) = westo) - = > 这 到 oz) {5.3.30) 


从 上 面 的 分析 不 难 发 现 ， 实现 正 交 多 项 式 拟 合 的 关键 在 于 构造 正 交 基 范 数 。 根据 格 兰 
婚 - 施 密 特 正 交 化 方法 ,构造 止 交 才 项 式 如 下 ; 


1 依 的 区) 一 你 一 0 


(5,.3,31 ) 
狼人 二 一 【二 一 如 一 人 -1 有 (天 一 下 ,2 一 1 
其 中 : 
or 【到 二 站 ,1 六 一 1) 
1 】 (3 .3.32) 
了 (上 1 ,2 如一]) 
由 FE 1 和 1) 


可 以 验证 ， 由 式 (5.3.31) 和 式 【5.3.32) 构造 的 函数 四 fr) 为 下 次 才 项 式 ; 
19sfr) 有 -0 是 一 组 正 交 基 困 数 。 

人 鲍 5.3.4 已 条 观测 点 1x-o= 10.0.25,0.5,0.75,1| ， 求 二 次 多 项 式 空 间 的 一 组 正 交 
某国 数 ; 并 用 它 计算 例 5.3.2 的 允 项 式 拟 台 则 题 。 

解 和 抑 令 potz)=1。 由 式 《5.3.31) 和 式 (5.3.32)， 计 算 g= (1,1,1,1,1)7 ，(g， 
罗 0 = 【20 部门 =2.5 ，au=0.5， 所 以 pzJI=an= 工 -0.S，。 

接着 计算 gl = (一 0.5, 一 0.25;0,0,.25,0.5)T ，( 罗 59)=0.625 ，(zgi ,=0.3125 ， 
ca1=0.3，Bbo=0.125， 所 以 po)= za)oizrz) popnofzr)-(r-0.5)2-0.125 。 

阿 量 m: = (0.125, -0.0625, -0.125, 一 0.0625.0.125)1 ， 又 由 公式 (5.3.32)， 计 算得 到 ， 


(7 :oo) 《了 ， 印 ) _ __ 《y ,外 2) 
0 一 To DT 二 030 上 二 上 Ce 90， 52 一 908437 
于 基 拟 合 模型 为 ; 
各 人 7 一 20 芳 并 工 ) 十 MI) 十 于 2 人) 
=1.753611.7078(z 一 0.5) 0.8437{ -0.572 -0.125) 
拟 合 误差 由 人 时 = > (etz -372=2.74x10 与 例 5.3.2 相同 。 


第 四 市 数值 积分 和 数值 微分 
在 高 等 数学 课程 中 曾 学 过 函数 导数 和 定 积分 的 计算 方法 。 但 实际 问题 中 ， 有 些 函 数 关系 
乱 申 离散 数据 给 出 ， 解 析 表 达 式 是 未 知 的 ; 有 些 函 数 虽然 已 知 解析 式 ， 但 是 难以 求 得 其 原 函 
了 2 了 


数 . 这 就 需要 利用 离散 数据 进行 数值 积分 和 数值 微分 ， 即 研究 导数 与 定 积分 的 近似 计算 
问题 ， 

一 、 数 值 积 分 的 基本 概念 

考虑 旭 下 定 积分 的 数值 计算 问题 ， 


此 方 一 | CryAFCndx {5. 二 .1]) 


o5 站 


其 中 积分 区 间 为 有 限 或 无 限 ，afz) 称 为 权 羡 数 ， 月 权 图 数 满足 性 质 : 

全 在 区 间 |a ,oj lofzr) 0 ， 且 最 过 只 有 有 限 个 零点 ; 

加 积分 | p(zjzedr (= 0.1,2…) 存在 。 

除了 特别 声明 的 情况， 本 节 一 般 只 考虑 ofz)=1， 即 通常 的 定 积分 情形 ,首先 给 出 数 什 
积分 一 般 形式 的 定 祥 。 

定 必 5.4.1 对 于 定 积分 14$.4.1)， 利 用 Fz) 在 一些 节点 

忆 全 1 (. 填 .2) 

处 的 图 数值 AreiR=T0,1 2) 的 线性 组 侣 


TCF = >》 AP(Ore) (SS.4,.3) 
作为 各 耸 15.4.1) 式 的 近似 从 起， 即 : 


户 
| pa)AGndz = Aur(ao + CA (5.4 .4 


革 二 .站 


则 称 二 4 为 数值 求 积 公式 ; 为 求 积 节 点 ; 4 为 相应 的 求 积 系 数 ;，RtP) 称 为 求 积 公式 
的 余 项 ，。 其 中 入 只 和 人 相 晒 数 ofz) 及 节点 有关， 与 被 积 蚂 数 拓 工 ) 沁 。 
煞 伍 积分 将 定 积分 问题 转 亿 为 晒 数 值 线性 组 合 的 计算 ， 避 免 了 求 原 函数 的 问题 。 数 值 各 
分 的 关键 是 如 何 确定 系数 4 (有 时 需要 确定 节点 rz,)， 并 建立 余 项 的 估计 式 。 
下 面 引 入 代数 精度 的 概念 来 衡量 求 和 公式 的 近似 程度 。 
定义 5.4.23 设 求 积 公 式 (5.4.3) 对 一 切 不 高 于 闫 次 的 多 项 式 P(zr) 满 是 祭 项 
下 (0 而 对 于 某 个 和 + 1 次 多 项 式 的 余 项 不 为 零 ， 则 称 该 求 积 公式 具有 六 次 代数 
精度 。 
分 别 令 力 数 Arzr)i- lzydzr2…， 代 人 求 各 公式， 根据 余 项 是 否 为 堆 串 以 判定 求 积 公式 
的 代数 精度 。 
定理 S,4.1 对 任意 给 定 的 +1 个 革 民 间 鼎 0 1 一 是 存在 系数 由 ,| 
4，， 使 玉 积 会 式 【5.4.3) 的 代数 精度 笃 少 为 ，。 
例 二 .4,] 设 求 积 公式 ! 
| ra si 太 D + 人 FT) 二 全)F 关 2) 
肥 确 定 行 怎 参 数 4 44 个 上 面 的 求 各 公式 具有 尽 可 能 高 的 代数 精度 。 
解 由 定 理 5.4.1, 该 公式 至 少 具 有 二 次 代数 精度 。 令 Frzr)=lryzrz 使 公式 为 等 
式 ， 则 ; 
(4 十 岂 十 A, 一 2 
AI+24, 一 2 
十 4 和 一 8 
了 2 


解 方 程 给， 得 4 =a=13，AI=4。 所 以 ; 
上 
| AeropDaz 到 HKO) + 和 AD + 二 7) 


用 Frz= 妆 代 人 来 积 公 式 ， 左 边 与 右边 均 为 4; 而 用 FUz)=x 代入 求 积 公 式 ， 左 边 
为 32 和 5， 石 边 为 20 和 3， 不 相等 ， 所 凡 该 求 积 公式 具有 三 次 代数 精度 。 

二 、 数 值 积分 的 基本 方法 

这 里 将 讨论 根据 等 距 节 点 打 值 原理 构造 的 求 积 公式 ， 以 及 在 此 基础 上 利用 区 间 划 分 的 复 
化 水 积 会 式 和 采用 外 推 方法 的 龙 贝 格 求 积 公式 。 


考虑 定 积分 | f(z)dz 。 将 区 间 [La ,pa 每 分 , 步 长 = (alxn ， 取 等 距 节 点 : 


二 昌 二 并 De (三 -二 .5 
利用 这 些 闻 操作 六 xz) 的 2 次 拉 格 六 日 揪 值 多 项 式 : 


中 


Li(zy> (zz)Azi] (5.4.61 


其 中 心 (7z) 是 拉 格 郑 日 基 上 晒 数 , 均 为 二 次 多 项 式 。 以 二 (z) 代 替 Fr) 计算 定 积 分 ， 得 到 的 求 
积 会 式 【5.4.7) 称 为 牛顿 - 柯 特 斯 【Newton-Cotes) 公式 : 


在 用 
| renars DOn = 袜 Aur(aa (5.4.7) 
其 中 系数 ， 
4 =- | aca)dz (用 = 0,1 7] (S.4.8) 


当 交 = 时 ， 拉 格 妆 日 插值 是 一 条 直线 ， 这 时 求 积 节点 为 xn 二 由 ， 和 二 丰 ， 信 下 = 太一 &， 
由 式 5.4.8) 确定 求 积 系数 4 = 4 = 上 澡 ,得 到 的 求 积 公式 〈5.4.9) 称 为 梯形 公式 ， 


DC 站 = 号 (Fe)+A7C6)) (5S.4.9) 
本 了 验证， 梯形 公 去 公 具有 一 次 代数 精 庆 。 并 且 它 的 余 项 为 ， 
色 
Ri 用 = 一 全，3E(e (5.4.10) 


当 1 一 2 时 ， 拉 格 寻 日 揪 傅 是 撤 物 线 ， 这 时 求 积 和 点 将 x0= 站 一 十 训 )x2 ,To 二 而， 
令 h=t-a)x2 ， 确 定 系 数 Ar=4: = Ai=487x3， 得 到 的 求 积 公式 【5.4.11) 称 为 
午 背 释 【Simpsony 公式 ， 

有 ( 门 = 号 (Ke)+4F( +] (5.4.11 1 

易 证 六 普 森 公 式 具 有 二 次 代数 精度 。 且 它 的 余 项 为 

5 
Ra( 门 = - 贡 FO(9)， EUe , 访 ) 5.4.12) 

类 但 地 ，7=4 时 得 到 的 求 积 会 丈 称 为 柯 特 斯 公式 。 

恒 形 公式 和 尝 普 森 会 式 呈 牛顿 - 柯 特 斯 公式 最 简单 的 两 个 情 红 。 虽 然 交 = 2 时 辛普森 公 
的 精度 锅 于 = 工时 的 梯形 公式 ， 但 并 非 ， 越 大。 牛顿 - 柯 特 斯 公式 的 精度 就 越 高 ， 这 是 
由于 高 阶 多 项 式 插值 的 数值 不 稳定 性 。 

当 积 分 区 间 较 大 时 ， 一 般 不 采用 高 阶 求 各 公式 ， 而 是 将 积分 区 间 分 段 ， 在 每 一 小 自 上 用 
低 阶 求 税 会 式 【 如 辛普森 公式 )， 得 到 的 求 积 公 武 称 为 复 化 求 和 公式。 
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复 化 梯形 公式 : 将 区 间 [Ia,p] 等 分 成 个子 区 疝 ， 每 个 子 区 间 的 长 度 片 ={5 一 eJAna， 
取 等 距 节 点 : 


三 二 有 (01 (5.4.13) 
在 ” 个子 区 间 [re，:ze+l] 王 用 梯形 公式 进行 数值 积分 ， 将 其 和 了 T, 作为 积分 近似 但 : 
| And ss T，= 二 [Fa) + 2 Sr(a + 十 大) | (5.4.14]) 
陈 (5.4.14) 为 复 化 樟 形 公 趟 。 复 化 梯形 公式 的 余 项 
Ry( 方 = -eeR2P(9)， 3E(ayb) (5.4.15) 


复 化 芋 普 森 公 式 : 符 设 子 区 间 [rearTE=0 1 3-1) 的 中 点 为 避 r1y， 在 个 


了 于 区 间 [re，xx+j] 上 用 辛 彰 森 会 式 进 行 数值 积分 ， 求 和 并 化 简 后 得 到 $, 作为 积分 近 
似 值 : 


| FoDars ss = 二 [Fa)+ 4> 1(rs+2 生 Cr + 成 们 | (5.4.16) 
其 中 = (Pa ， 称 起 (5.4.16) 为 复 化 辛普森 公式 。 复 化 辛普森 公 趟 的 祭 项 ， 
Rs ( 廊 = 一 总 AD 人 9， Ga (5.4.17) 
复 化 梯形 公式 的 误差 为 Of8a“)， 复 化 辛普森 公式 的 误 关 为 口 (154)， 均 满足 收 黎 定理 ， 
定理 5.4.2 假 六 rr) 在 区 间 fa,5] 上 是 积分 ， 则 当 求 积 节 点 无 限 增 案 ， 即 声 一 0 时 ， 
复 化 梯形 公式 和 复 化 辛普森 公式 均 收 全 到 积分 | 7(z)dz 。 


俩 5.4.2 比较 用 复 化 梯形 公式 和 复 化 广 普 森 公 式 计算 定 积分 ! = | 一 人 dz 的 结果 ， 
该 炽 分 的 理论 值 为 r=3.1415926536…。 


解 被 积 冰 数 为 f(z) = 一 ， 当 取 相 同 的 节点 时 ， 观 察 两 种 方法 的 精度 。 
方法 1 采用 复 化 梯形 公 武 计算。 
将 区 间 [0，1] 分 成 16 等 份 ， 即 睛 =1716， 节 点 ri =Zz16 (=0.1,… ,16)， 用 复 化 
梯形 公式 【5.4.14) 计算 ， 得 : 


Js 了) = 之 [ 70) + 2 Fa + fl1) |= 3 ,14094161 

计算 误差 约 为 6.$Sx10- 34。 

方法 2 来 用 复 化 辛普森 公式 计算 。 

将 区 间 [0,1] 分 成 8 等 份 ， 此 时 步 长 有 =1716， 节 点 r = MAR =0,1 8) ， 用 复 化 
辛普森 公式 【5.4.16) 计算 ， 得 

1s Sa) = 全 [ADO+4 定 Are)+22 Ant+ACD]-= 3.1415926s 

计算 误 益 约 册 2.4x10 

显然 仁 同 等 的 计算 量 下 ， 复 化 六 普 森 公 式 的 精度 要 远 优 于 复 旨 梯 形 公 式 。 

复 化 求 积 会 式 对 于 提高 数值 积分 精度 是 有 有 效 的 ， 但 是 在 蛤 定 计算 精 庶 的 情况 下 ， 难 以 确 


定 公 趟 元 要 的 步 长 。 所 以 实际 计算 中 通常 采用 变 步 长 的 求 积 公式 ， 即 在 步 长 乏 次 折 半 的 过 程 
Ja 和 


中 ， 反 复 应 用 复 化 求 积 公 式 进 行 计 算 ， 直 到 相 邻 两 次 计算 结果 之 差 小 于 指定 精度 e 时 终止 计 
算 ， 该 方法 称 为 变 步 长 求 积 方法 ， 也 称 为 区 间 逐 次 半分 法 。 

设 T, 表示 使 用 +1 个 和 点 的 复 化 樟 形 公式 ， 计 算 T, 需 要 添加 na 个 新 节点 ， 将 其 设 
为 rt+T (=01 ni1)， 则 : 


Tas= 广 (Tu + 再 ,) (5.4.18) 
其 中 ， 开 = 冯 7(a (5.4.19) 
即 计算 Ta, 只 需求 出 ? 个 新 节点 rr (=0,1… aa-T) 处 的 函数 值 ， 式 (5.4.18) 称 为 
变 赤 长 杭 形 会 式 。 比 较 复 化 梯形 会 式 T， 和 了 的 误 关 个 蕉 得 到 ， 
[站 -Tao 本 (Ta 一 T) (5.4.20) 
奖 似 其 可 以 推导 变 步 长 辛普森 公式 ， 且 有 ， 
[( 诱 - Sm 让 (Sa - S,) (5.4.21) 


变 步 长 积分 公式 通过 逐次 折 半 步 长 来 提高 数值 积分 的 精度 ， 但 是 它 的 收敛 速度 较 慢 。 为 


了 提高 收 伍 速度 ， 可 以 利用 家 部 两 次 变 步 长 积分 值 的 组 合 ， 得 到 更 好 的 近似 值 ， 这 就 是 所 谓 
的 外 推 加 速 方法 。 


根据 式 45.4.16) 和 和 式 【5.4.20)， 有 ， 
4 





基站 2 一 = 9， (5.4.22) 


其 中 3, 是 由 相 邻 的 复 化 梯形 值 外 推 得 到 的 ， 节 丰 相同 的 复 化 半 二 四 通过 外 推 将 
放 差 由 口 () 变 为 口外 )， 提 高 了 通 近 精度 ; 同样 从 式 (5.4.21) 可 得 外 推 武 ， 
TCDs 荆 Se- 05.4.23) 

其 忠 。 是 复 化 特 斯 积分 慎 ， 此 本 精度 进 _ 生 昌 二 Cn 利用 相 邻 的 复 化 柯 畦 斯 值 再 

一 次 外 推 ， 就 得 到 精度 为 口 (i) 的 龙 贝 格 (Romberg) 积分 ， 

人 CR (5.4.24】 
从 上 面 的 分 析 可 不， 通过 对 精度 仅 为 口 ( 站 2 的 复 化 梯形 值 连 续 进 行 三 次 外 推 ， 就 可 以 

得 到 精度 为 O( 生 ) 的 龙 贝 格 积分 值 。 可 以 用 表 5-9 计算 龙 贝 格 积 生 。 


站 站 


家 5$.9 





例 5.4.3 用 龙 贝 略 积分 计算 定 积分 | 29 dx ， 要 求 计 算 误 差 小 于 s=0.5x1407 7。 
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表 S-10。 


表 5-10 


一 -一 一 一 一 -一 -~ 
IE 和 
人 . 归 445135 站 .4 有 各 8 有 电 .946043 人 
习 心 .94300900 全 . 史 4 丰 全 辣 .] 寺 避 . 吃 4 和 [0 必 了 | 心 ,9480D331 


从 土 表 可 见 ， 步 长 三 次 折 半 后 ， 复 化 梯形 值 只 有 2 位 有 效 数 字 ; 而 经 过 龙 贝 格 算法 的 三 
深 外 推 如 束 后 ， 计 算 结果 已 上 共有 ?了 位 有 效 数 字 。 

三 、 正 葡 多 项 式 与 元 斯 型 积分 

定义 5.4.3 设 和 (zj 是 首 项 系数 非 零 的 才 次 多 项 式 ， 如 果 多 项 式 序列 |p,(z)1f 
满足 : 


1 
一定 
i 





口 ， : 
mtz)o(z)e(zjdz -1 了 405.4.25) 


六; 天 0 = 
则 称 儿 琐 式 序列 1 各 (zy 为 在 区 间 [ea，2] 上 带 权 ofz) 的 正 交 多项式 序列 ; p 愉 ) 称 
为 区 间 [a,a| 上 带 权 fr) 的 守 次 正 交 多 项 式 。 

上 只要 给 定 区 间 [a,p] 种 权 函 数 o(zr)， 可 从 多 项 式 空间 的 一 组 基 |1,.>，…， rp…| 
出 发 ， 利 用 正 交 化 方法 构造 出 正 变 黎 项 式 0 


怨 民 二 1 > 5 证 - 到 ju 工 ) 《5.4.261) 


《 风 
正 还 老 项 式 具 有 以 下 性 质 。 
性 质 1 9 十) 首 项 系数 汐 1 的 呈 次 密 项 式 。 
性 质 2 可 以 用 pof(z),piz), ef(z) 的 线性 组 人 台 表 示 任 一 ”次 多 项 式 。 
性 质 3 Cr) 与 任 一 次 数 小 于 的 客 项 式 正 交 。 


性 原 4 记 2 10r)=0， oo = 有 = [二 则 膛 推 关 系 式 ， 


(Pa 9 ) (oo-1， 细 -1 
Grey 记 o 1) 0 1.…) (5.4.27] 
性 质 5 9o(zr) 的 ?个 零点 均 在 区 间 (ea ,5) 内 。 
常见 的 正 交 过 项 式 有 : 


区 间 | - 1,1} 上 带 权 e(z)= 1 的 正 交 多 项 式 ， 称 为 勒 让 德 (Legendre) 多 项 式 ， 区 间 
[1 开 带 权 o(z) = -刻写 的 正 交 多 项 式 ， 称 为 切 比 雪夫 〈Chebyshev) 多 项 式 ， 期 计 
德 多 项 式 和 切 比 雪夫 多 项 式 的 零点 是 关于 原点 对 称 的 。 

在 无 穷 区 间 :0, + ce) 上 带 权 efz)= ex 的 正 交 多 项 式 ， 称 为 拉 盖 尔 【Laguerre) 多 项 
式 ; 以 及 在 无 穷 区 间 (- ce ，+ co) 上 带 权 eo(z) =ez 的 正 交 多 项 式 ， 称 为 埃 尔 米 特 


(Hermite) 允 项 式 。 表 5-11 和 下 S12 分 别 列 出 了 勒 让 德 多 项 式 和 切 比 雪夫 多 项 式 的 霍 占 
取 值 . 


行 类 正 区 多 项 式 的 更 多 内 容 ， 例 如 它们 的 表达 式 、 递 推 关 系 式 ， 正 交 老 项 式 的 性 质 和 堆 
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点 分 布 等 ， 可 参见 本 书 附录 及 有 关 文 献 。 
本 节 前 站 讨论 的 求 积 公 式 ， 如 辛普森 公式 和 龙 贝 格 公式 等 ， 均 属于 播 值 型 计算 公式 。 它 
们 采用 等 分 区 间 的 方式 取 定 节点 ， 以 简化 计算 过 程 ， 但 同时 也 限制 了 求 积 会 式 的 代数 精度 。 
下 面 的 积分 会 式 则 按照 代数 精度 最 大 隐 诛 则 ， 选 择 求 积 公 式 的 节点 ， 并 确证 求 积 系数 。 
定义 5.4.4 说 给 定 持 值 型 的 求 积 公式 : 


| etz)Fz)dz = > Aur(za 【S.4.28 1 
选择 +1 个 互 异 节点 xoyzl zw， 使 得 求 积 公式 (3S.4.28)》 具有 2n +1 阶 的 代数 精 唐 ， 
则 称 该 会 式 为 高 期 〈Gaussj 型 求 积 公 式 ; 节点 zoz1 yz 称 为 高 斯 节点 。 

确定 高 斯 求 积 公式， 关键 在 于 找到 高 斯 节点 ， 有 下 列 定理 。 
定理 5.4.3 求 积 公式 〈5.4,28) 中 的 节点 zoyzl, za 是 高 斯 节点 的 充分 必要 条 件 


是 : mw, :it(z)y= ][(> ~- 4) 与 任意 次 数 不 超 过 ”的 才 项 式 忆 (z) 均 带 权 o(z)] 正 交 ， 即 
满足 
| PGz)wsa(z)o(zyaa = 蜂 .4 29) 


定 运 5.4.4 区 间 [ae,p] 上 带 权 pfzr) 的 正 交 多 项 式 m ,1 (z) 的 零点 就 是 求 积 公 式 
(5.4.28) 的 商 斯 节点 。 

定理 5.4.4 表 上 有明 ， 可 以 将 n+1 次 正 交 多 项 式 w,，i(z)》 的 零点 rz ,+ ， 作 为 高 
斯 求 积 会 式 的 节点 ， 然 后 再 根据 插值 原理 确定 求 积 系数 A,,4;,…,A4A,。 这 里 列 出 两 个 高 斯 
型 的 求 积 公式 。 

在 求 积 公式 〈5.4.28) 中 ,， 令 区 间 [-1,1],， 到 ef(z)=1， 相 应 的 正 交 多 项 式 是 勤 让 德 
多 项 苍 ， 以 勒 让 德 多 项 式 Pi(z) 零点 为 高 斯 点 的 求 积 公式 〈5.4.30)， 称 为 高 斯 - 朝 让 德 
求 积 公 式 : 


1 六. 
| zyazs 闷 Ar(an (5.4.30) 
上 = 日 
其 中 的 高 斯 节点 荆 和 组 合 系数 4k 见 表 5$-11。 
表 5-11 和 勒 让 德 求 积 公 式 的 节点 和 系数 
+0.861136 
土 妖 .3 了 39881 


士 四 .577351 1.000000 D 
人 土 昌 , 矶 虽 在 工 世 避 

士 站 .774597 0 .555556 0 538469g 

0.000000 人 0 .888889 0.000000 


黎 分 区 间 为 [a,b] 时 ， 可 以 通过 变量 赫 换 将 积分 范围 映 到 区 间 [ -1 1] 上 ， 则 积 
公式 为 : 




















性 . 47 有 55 
心 .052145 
避 , 了 之 36927 
册 二 7 生 2 
0D.368889 






和 


了 
中 





下 旧 
: 妃 二 .人 十 下 右 - 
jd 人 和 补 hy 人 2 和 和 + 2 (5.4.31) 


为 了 可 高 计算 精度 ， 可 似 应 用 复 化 积分 的 思想 ， 将 积分 区 间 分 成 若干 个 小 区 间 ， 分 别 采 
用 低 阶 的 高 斯 - 勤 让 德 求 积 公 式 。 


了 7 





责 7 
例 5.4.4 用 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公 式 计算 定 积分 I( 让 = | za2cosrdz 。 
解 ”该 积分 的 准确 值 是 0.4674011。 
对 反 间 [0,x/2] 做 变换 rz= 二 (1+t)， 于 是 原 积分 化 为 ; 


ID=-| 于 ) ar ozeos[c jd 


二 
用 =3 时 的 商 斯 - 勒 让 德 求 积 会 式 , 计 算得: 





IT 门 = SA ) = 0.467402 





在 区 间 { -1,1] 上 权 函 数 p(z) 一 - 廊 二 的 正 交 多 项 式 为 切 比 雪夫 多 项 式 ， 以 切 比 雪夫 
多 项 式 Ti(zr) 零点 为 高 斯 点 的 求 积 公式 〈5.4.32)， 称 为 高 斯 - 切 比 雪夫 求 积 公式 : 





本 - 
| 记 /(z)d 人 袜 hz (5.4.32) 


其 中 组 人 台 系 数 人 = 王 +T， 切 比 雪夫 多项式 的 零点 cos| 隐 二 2 (=0,1…,a)， 具 体 
数值 见 表 5-12。 





家 5$-12 切 比 雪夫 雪 项 式 零点 








-上 


二 昌之 要 且 册 让， 上 上 0， 本 8 站 号 


站 .DUODOD 


一 一 . -.- 


土 吕 ,7 了 THN7 













+ 上 51957， 士 目 .34877850.000000 








土 蛋 .各 02.UGODO 圭 和 了 1 人 7， 二 站 ， 和 向 呈 2 ， 土 四 .卫生 中 三 






可 以 证 明 高 斯 型 求 积 公 式 是 收敛 的 ， 在 数值 上 也 是 稳定 的 。 
例 5.4.5 用 高 斯 - 切 比 雪夫 求 积 公 趟 计算 定 积分 J( 站 - | 全 





= 


解 令 函 数 Fz)=e ,用 =3 时 的 高 斯 - 切 比 雪夫 求 积 公式 ， 此 时 A= 村， 求 积 节 





点 全 cos 和 是 (=0,1,2,3)， 代 人 公 趟 计算 得 ， 


区 (站 s 于 ra = 3.977463 
四 、 数 值 微分 
右 函 数 .F(z) 以 离散 形式 给 出 ， 近 似 求 出 它 在 某 点 的 导数 值 ， 或 者 将 晒 数 在 某 点 的 导数 
f (Zr) 用 该 点 附近 节点 上 的 函数 值 近似 表示 ， 称 为 数值 微分 。 下 面 介绍 三 种 在 等 距 节 点 情 
沁 下 计算 数值 微分 的 方法 : 泰 惑 展开 式 方法 ， 多 项 式 插值 方法 和 一 次 样 条 插值 方法 ， 
根据 .Aro+) 和 jzo 一 志 ) 在 ru 处 的 泰勒 展开 式 ， 


ee (rn ) 


好 tazo+ 吉 Fa(ao)+O(A6) (5 ,4.33) 
了 3 人 


了 邓 
FUzo 一 iD)= FFOzo)AFOzo) + 二 大 (xzg) -号 (zo) 


上 (41 帮 ” 【5) 6 
十 了 于 (zo9j 一 150 了 (zol+ 避 《 人 下 (5 4 34 
得 到 导数 近似 计算 公式 : 
太 (Gro)m 作 sa 人 Ta) (5.4.35) 
、 From 帮 E 人 (5.4.36) 
(zs 站 2 从 2 下 (5.4.37) 
六 CD 人 全 二 全 全 (5.4.38) 


分 别称 为 一 阶 导数 的 向 前 差 商 公式 、 向 后 差 商 公式 、 中 心 差 商 公式 和 二 阶 导数 的 中 心 差 商 公 
式 。 其 中 向 前 和 向 后 差 商 的 精度 为 口 (#) ， 而 中 心 差 商 的 精度 为 口 (天 )。 

从 截断 放 差 的 角度 来 帮 , 广 越 小 , 下 的 千 次 趣 高 ， 蕉 断 精 度 恩 越 高 ; 但 从 数值 稳定 性 的 
角 廊 来 看 , 六 越 小 ，Fzro)，Fzot+j) 和 扩 zo- 大) 的 值 就 越 接近 ， 它 们 相 减 时 有 效 位 数 
损失 越 严重 ; 同时 公式 的 舍 人 误 盖 也 将 随 着 六 趋 于 等 而 变 得 越 来 武大 。 因 此 步 长 乒 在 实际 
计算 中 不 宜 取 玉 天 ， 也 不 宜 过 小 。 

对 于 给 定 函 数 在 指定 点 处 满足 精度 >f1 的 数值 微分 问题 ， 可 用 中 心 差 商 结 台 步 长 折 半 
的 方式 进行 计算 ， 直 到 相 邻 两 次 计算 结果 的 差 值 小 于 *e。 

根据 泰勒 展开 式 还 可 以 建立 具有 O 〇 (1 精度 的 一 阶 和 二 阶 导 数 的 隐 式 公式 。 

已 知 图 数 扩 z) 在 等 距 节 点 zozrly…, xz 处 的 图 数值 ， 及 边界 条 件 广 (zo) 和 产 (>)， 
则 关于 导数 值 mx = 广 (rofR=1,2, ,一 1) 有 方程 组 


mi+420 rs (FrtD) 一 Fr iD) 【 开 一 1,2, ,天 一 二 ) 【5.4 .39) 


称 为 一 阶 导 数 隐 格 却 方程 组 。 它 是 产 格 对 角 占 优 的 三 对 角 方 程 组 ， 有 2 一 工 个 方程 ，a+1 
个 亚 量 ，2 个 边界 乏 件 。 利 用 追 赴 法 求解 方程 组 (5$.4.39)， 得 到 各 节点 上 精度 为 OU(A4) 的 
一 阶 寻 煞 近 似 值 ， 这 就 是 求解 一 阶 导 数 近 似 值 的 隐 式 方法 。 


已 知 畏 数 产 六 ) 在 等 距 节 点 fg， 的 函数 恒 ， 及 过 界 条 件 产 (rn) 利 广 ( 工 )， 
则 关于 导数 全 AM = 产 (zs=l2 ,一 1) 有 方程 组 


AT 10MS+ Mei 二 Cr-27(zD)+A(D)GE=12，oan 一 1 


(5.4.40) 
竹 为 二 阶 导数 耻 格 趟 方程 组 ， 它 也 是 严格 对 角 占 优 的 三 对 角 方 程 组 ， 求 解 后 得 到 的 各 节点 上 
精 虚 为 Di) 的 二 阶 导 数值 。 


例 5.4.6 给 定 函 数 zy= 扣 在 节点 如 =1.16+ 款 (=0.028=0.1….5) 处 的 值 
及 珂 个 请 点 20 和 zs 的 一 阶 、 二 阶 导数 值 。 用 隐 格 式 求 各 节点 处 -- 阶 各 二 阶 导数 近似 俏 。 


解 根据 隐 格 式 的 方程 组 (5.4.39) 和 方程 组 (5.4.40)， 分 别 计 算 它 们 的 右 端 项 
后 ， 得 ; 


了 32 





4 1 [mi 人 -8.30202366 
| 4 1 | | -9.59259282 
1 4 1||m | |-9.15453253 
L 1 4 了 | -7.35208402 
[0 1 1 PT|  [44.21710882 
tl1 101 M: | 145.29711247 
1 10 111M3 | 142.31494459 
1 10j LAW | 136.49533141 


分 别 用 MATLARB 求解 方程 组 ， 得 到 节点 处 的 一 阶 和 二 阶 导 数 ， 分 别 见 表 5-13 和 
表 5-14。 


表 5-13 ”风格 式 计 算 一 防 导 数值 


时 rt] an 季 呈 澡 盖 


一 








































































是 1. 16 也. 要 站 吕 站 与 由 一 上 .75SU8SUDG 一 | .75985066 
1 1 .和 2 .33370615 一 .67603142 一 了 .自在 存 让 十 2 后 
人 1 .2 2.30097389 1 .是 愉 晤 日 颖 了 ， 1.59789966 了 ,和 和 忆 一 丰 和 7 
了 1 .2 之 2.26975553 和 1 .324g96331 一 1 .52496316 之 .de 一 个 07 
人 1] . 24 了 .了 本 遇 昌 二 3 和 了 - 1.45678049 -1] .45678021 .7 007 
S ] .2 2 .21145527 一 1 .39295495 .了 3 身 本 汪 相 号 与 
表 S$-14 上 析 格 式 计 算 二 阶 导 数值 
8 溪 差 
由 d4.3420810] 十 .了 村 二 (全 1 四 
1 之 .3333 了 (1 寺 , 站 生生 村 3419 二 4 | 1 8 一 o6 
国 2.30097589 了 了 .了 7 省 | 927 本 ,了 72U] 7 9 1.3c 一 0 
3 也 ,了 和 99533 3 .524505s9 3.52450440 1 .ae -006 
和 之 ， 23994567 3 .29708382 3.29708270 1 .Te 一 006 
了 


0 


已 知 图 数 1 在 等 想 节 点 re =z0t+ 有 (= 人 1 ,2) 处 的 图 数 值 ， 为 了 求 出 各 布点 
处 的 导数 值 ， 可 根据 所 给 条 件 ， 构 瘟 六 xz) 的 描 值 和 多项式 (zl)， 用 zl) 在 各 节点 处 的 
导数 值 作为 广 () 的 近似 值 ， 这 种 方法 称 为 多 项 式 捕 亿 方 法 。 应 当 注 意 ， 捅 伸 方 法 一 般 只 
应 用 于 计算 一 阶 导 数 ， 并 且 要 进行 误差 分 析 ， 以 确保 计算 结果 的 可 靠 性 。 

当 呈 =1 时 ， 在 节点 xn 和 + 基 构 造 线性 插 划 责 数 LI(zr)， 量 广 (zjssTLitt)， 得 到 
避 问 前 和 癌 后 差 商 公式 相同 的 两 点 数值 微分 公式 ， 精 麻生 是 人)。 

当 ? =2 时 ， 存 节 吕 zol 利 .ra 上 构造 插值 移 项 式 Lo(z)， 由 请 (CrossTigor)， 得 到 
二 点 数值 微分 公式 ， 精 度 为 O(A“): 


了 《TO0jS TO 二 5 -30Cro)+47zD 一 72)) (5.4.41) 


FLi(zD 六 (CACzo1 ARCza) (5.4.42) 
了 6 


广 (as = 元 (zx -4F(z)+3FCz)) (5.4.431 


同 理 ， 当 ?=4 时 ， 可 以 推导 销 用 的 五 点 数值 微分 公式 ， 这 里 仅 列 出 一 个 公式 


广 (zsDr(CHze 人 -8Sf(z iD)+8F(zsD -Cresa)) (5.4.44) 


如 生根 据 所 给 条 件 和 附加 的 边界 条 件 ， 槐 造 所 z) 的 三 次 样 条 插值 函数 SCz)， 再 利用 
Cr sz 得 到 各 节 氮 导数 值 的 近似 值 ， 这 种 用 三 次 样 条 插值 方法 计算 数值 微分 的 精 
度 为 OfA)。 利 用 外 推 技术 改进 近似 解 的 方法 对 数值 微分 同样 适用 ， 例 如 用 中 心 善 商 公式 结 
合 外 推 技术 ， 可 以 大 幅 提高 计算 精度 。 


用 采用 上 自 适 应 方法 的 积分 函数 quad 和 quad8 计算 ， 此 外 还 有 符 导 积分 的 区 数 int; 数值 微分 
则 依靠 男 数 di 攻 进行 计算 ， 以 及 国 数 gradient 计算 多 无 实 值 图 数 的 梯度 ， 图 数 jacobian 计算 
多 无 后 量 值 冰 数 的 雅 可 比 算 阵 。 

图 数 interpl 根据 观察 数据 计算 指定 点 处 的 老 项 式 插 值 函 数 和 全 ， 它 的 调用 形式 为 : 

yi 一 interplt x0,vy0 ,xi，method ) 
其 中 xo 和 YY 分 别 为 观察 节点 和 观察 值 向 量 ; i 表 未 待 求 函 数值 的 节点 ; melthod 指定 插值 
的 方法 ， 取 值 为 "finear 时 表示 进行 线性 持 值 ，spline 时 表示 进行 二 次 样 条 插值 ， cubic 时 表示 
进行 二 次 多 项 式 攻 值 ， 输 出 瑞雪 示 在 点 克 处 的 多项式 捅 值 的 值 。 

类 似 的 插值 贾 数 还 有 进行 二 维 撒 值 的 interp2 和 三 维 搬 值 的 interp3。 塌 数 spline 的 调用 
形式 为 : 

y=spline fx0，Yy0，xh) 或 pbp=sbline (《x0，v0] 

其 中 x0 和 加 分 别 为 观察 节点 和 观察 值 的 向 量 ; 前 者 输出 在 点 x 处 的 三 次 样 条 值 ， 乒 者 
得 到 pp 格式 【Pieeewise bolynomial) 的 样 条 国 数 形式 。 

样 条 工具 逢 中 还 有 许多 三 次 样 条 插值 函数 ， 例 如 咕 数 csape 可 以 梅 造 各 种 边界 条 件 下 的 
三 次 样 条 插值 ; 图 数 csapi 用 于 确定 "not-a-knot 边界 条 件 下 的 三 次 样 条 搬 秆 ;函数 csaps 可 产 
生 不 同 兴 请 程 度 的 二 次 梓 条 插值 ; 冰 数 csecvn 则 构造 周期 三 次 样 条 搬 值 。 

函数 csape 的 调用 形式 为 ， 

tb = csapekx0,y0,eonds ,valconds'》 
其 中 cends 和 valeonds 用 于 描述 各 种 边界 条 件 ， 更 多 的 说 明 请 参见 有 关 软 件 的 帮助 文档 。 

例 5.s,1 设 给 定 函 数 六 z) 在 5 个 节点 royzrryzayvzivzry 处 的 数据 如 表 5-15 所 示 ， 

四 采用 不 同 的 揪 值 方法 ， 作 出 它们 的 插值 图 形 ， 

由 兰 给 定 自然 边界 条 件 ， 求 三 次 样 条 插值 吨 数 。 


表 5-15 





解 纪 用 函数 interpl 纺 全 不同 的 参数 计算 多 项 式 插值 并 作 图 如 下 。 
分 系 纯 性 .一 衬 条 和 次 立方 插值 图 形 


由 
人 站 45 
-一 分 段 乒 性 捕 介 
口 寻 一 分 段 二 次 样 杀 揪 值 
-三 次 立方 搬 情 





3 
-08 -06609402 有 03 104 0 0 


了 62 





首先 输 和 人 数据 : 
xz 三 | 一 1 ,一 0.S;0;0.5,tji 
=[L0.35,0.51.0.46.0.30,0.26j; 
执行 下 殉 命令: 
X1= 一 | -1:0.02:1]; 
yy1l = interpltx0O,y0,xtyipiottxly yyl， 一 rhola on; 
yy2 = interpltx0,y0,xl，spline );Plotfxl ,yy2， 一 bihold on; 
yy3 = interptft xy0,xt，cubic ) ;plottxl ,yy3， 一 kihold cni; 
得 到 各 种 多项式 插值 的 疾 形 〈 见 上 图 )。 
三 次 梓 双 插值 的 边 兴 软 认 为 满足 pora-kner 沁 界 条 件 ; 而 三 次 多 项 式 插值 则 默认 为 满足 
目 伏 按 竺 条 件 ， 所 以 这 上 是 个 播 值 多 项 式 在 过 界 点 处 的 形态 有 一 定 的 差别 。 
他 调用 函数 csape 和 和 spline 可 以 得 到 同样 的 pp 格式 样 条 搬 值 冰 数 ， 
conds=12 2]ivalconds=100]; 
pb]l = csapefx0 ,y0 ,conds,valconds)ifnbrk(Cppl ) 
pb2=spiinetx0 ,yn0)sftnabrk(ppl) 
镁 出 pp 格 趟 样 条 狗 项 式 在 各 区 闻 上 的 系数 为 : 


一 心 ,7 人 各 吕 .4123 0 .32300 
六 .1700 一 .3530 口 .1330 心 ,5100 
0.4900 -0.3000 一 0.29239 心 .4600 

一 0D.2900 口 .4330 一 昌 .2230 必 .3000 


pp 格式 的 多 项 式 是 按 每 个 区 癌 的 左 端 点 进行 展开 的 ， 例 奶 第 三 行 表示 在 区 间 [rayT3l 
上 ， 插 值 多 项 式 为 : p(z)=0.49(z 一 ra)3-0.3(r 7)2 -0.2925( 六 -x+0.46。 

拟 合 函数 polvfit 和 nlinfit 的 调用 方式 分 别 为 ， 

P= polyfit (xg， 了 0，nj 和 beta= nlinfit (【x0，y0，model，betaf) 
其 中 了 0 和 YY 分 别 为 观察 节点 和 观察 介 向 量 ; mn 表示 插值 多 项 式 的 次 数 : 输出 值 p 表示 插值 
多 项 式 的 系数 : model 为 自 定义 的 非 线性 氢 合 模型 ;beta0 为 拟 合 参数 的 初始 值 ; 输出 值 beta 
为 拟 合 模型 中 的 参数 。 

例 5.5.2 给 定 如 训 5-16 所 未 数据 ， 用 三 次 志 项 式 及 最 小 二 匀 标 准 进行 拟 合 。 

表 S-16 


-0.75 | -05 | -0.35 0 0.25 0.75 
-0.2209 | 0.6295 | 1.1829 | 1.4950 | 1.5724 | 1.4561 


解 分别 采 用 超 定 方程 组 ， 函 娄 polyfit 和 因数 nlinfit 进行 拟 合 。 
输 和 人 观测 数据 : 
XU = 一 1:0.2S:11， 
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一 -一 一 - 





由 .3381 






y0= [一 0,2209,0.6295,1.1829,1.49S0 ,1.5724 ...、 
1.4561 ,1.1834 .0.8161,0.3816]】 ; 
方法 1 和 析 造 超 定 方程 组 ， 求 其 最 小 二 乘 解 作为 拟 合 才 项 式 的 系数 ， 
3 一 Lxb. 3,x0.*2,x0,onesfsizefx0) ,171， pl1=asy0 
得 到 系数 : 0.4026，--1.4879，-0.1014，1.5640。 


了 人 了 


方法 2 直接 调用 函数 polyfit 求解 。 
P2=polyfittx0,y0 ,3) 
同样 得 到 多 项 了 式 的 系数 : 0.4026，--1.4879，-0.1014，1.5640。 
方法 3 先 设 定 拟 合 模型 : 
funetion y 三 funSS2(p,x) 
y 王 Bl) 关 xA3+DPf2) 入 .2 十 有 3 关 葡 十 (下 ) 
给 出 参数 的 初始 值 向 量 ， 再 调用 蝎 数 nlinfit 进行 拟 合 ， 
p0=[L,1,1.1]; 
bp3=nlinfitKx0,y0，fonss2 ,p0) 
拟 合 的 结果 与 前 面 的 相同 。 
在 MATLAB 中 ， 符 号 积分 国 数 int 可 以 对 较 简 单 的 函数 进行 积分 计算 ， 调 用 形式 为 : 
习 三 inttfunyv 和民 =inttfan va,b) 
其 中 fun 为 积分 画 数 ;: 表示 积分 变量 ; a 和 |b 分别 表示 定 积 分 的 下 限 和 上 限 ， 答 出 值 根据 
十 用 形式 为 不 定 积 分 或 定 积分 值 。 
数值 积分 盟 数 quad《 低 阶 方法 ) 和 quad8 (高 阶 方法 ) 均 采 用 自 适应 积分 方法 ， 前 者 用 
目 庆 应 革 普 森 方 法 ， 后 者 用 自 适 应 柯 特 斯 公式 计算 ， 它 们 的 调用 形式 为 ， 
[和 ,naj=quadt fun ,ab,tobD 或 [LQ,n]= auad8f fuon' a,b.tol) 
其 中 的 参数 fun 代表 定 积 函数 ; a 和 b 分 别 表示 定 各 分 的 下 限 和 上 限 ，tol 则 表示 误 善 限 ， 默 
队 值 分 别 为 10 和 10“;， 输出 值 扯 就 是 定 积分 的 近似 值 ;n 为 闪 代 计算 的 次 数 。 
此 外 还 可 以 编写 基于 外 推 原 理 的 龙 贝 格 积分 的 程序 。 


例 5.5.3 用 不 同 的 方法 计算 定 积分 | 一 L -5dz ， 计 算 精 度 。 = 10-s。 


解 被 积 函 数 的 M 文件 为 ， 
funetion y=funs53fx) 
Yy 一 1.Z(1T+TxX. 2) 
方法 1 用 龙 贝 格 积分 公式 计算 。 编 写 龙 贝 格 积分 程序 : 
funetion |s,nj] = rombergffun.a,b,n0,e) 
h=tb-alzn0;sum = 站 ; 
fori=ln0-1 
sum 三 Sutm 二 fevaltfun,a+i%#%h); 
end 
纪 工 ,1 = 上 <kfeval(funya)y+2xstm+fevalffan by)vz2， 
s1 =TE,1)3s0O=Tin= |; 
whilettabstsl 一 s0)>=e)j(h>=(b-aA2A4))) 
suUD 一 癌 ; 
for j=1:2” 和 fn 一 1) 关 nl 
sum 二 Sum 十 fewvalftfuan,a+ (一 由. 了 ) 关 hy 
en 
n=n+lia=haoirtn,ll=rn-1,1)zx2+sum 关 hi 
[for j 三 23:0 
k=m 一 +1l; 
rtk =tk+1j-1D+(OEK+1j-1)-rk -lyxd4A0-1) 1)， 
了 6 


endd 


sl = 区 1 的 一 区 1 一 工 ) 


cto 
5 一 当 ] ; 
调用 该 程序 计算 定 积分 : 


aa 一 一 1:b=1linn0=1ye=]e 一 名 ; 
51 ,nj] = rombergf funss3 ,ab,n0ye] 
计算 结果 为 : sl =1.57079633。 
方法 2 击 用 现 有 的 郴 数 quad 和 quad8 计算 : 
s2 三 quadkt funSs3 ,ab,e) 
s3 三 guad8gf funss3 ,ab,e) 
结果 为 ; s2=3=1.57079633。 
方法 3 调用 符 导 盯 数 int 计算 : 
Synas 太 ; 
s4=intfLA1+x” 2 一 1 
计算 结果 : s4=172* pio 
数 全 微分 的 计算 可 以 自行 编程 计算 ， 也 可 以 通过 调用 符 导 函数 ditf 进行 ， 其 调用 形 
式 为 : 
寻 半 《fan，v，Dn) 
其 中 fun 为 给 定 函 数 : v 表示 求 导 变量 ; n 为 求 导 次 数 。 儿 元 实 值 函 数 和 多 匹 向量 值 函 数 的 
导数 计算 也 可 以 用 符号 郴 数 gradient 和 jacobian 计算 。 


例 S.5.4 用 不 同方 法 计算 丽 数 ftz)= 一 Smz 在 点 rx =2 处 的 导数 ， 


工 十 COS2 工 
山 用 自 适 应 三 点 中 心 差分 公式 ， 计 算 精 度 e = 1075; 
必 用 符 导 求 导 果 数 diff。 
解困 数 的 M 文件 为 ， 
funetion y= fun5S4fx) 
y 三 Sinfxhy.AX 寺 cosf2 关 和 
由 编号 自 适 应 三 点 中 心 差分 求 导 程 序 diff .ad.m， 
function [dh,nj=dijfii_ adffan,x0,h0，,e) 
和 = [一 工 ,1]; 
yl1=fevaltfun,x0- h0)3y3 = fsvalffun,x0+h0)syr=fyliy3]; 
Q1 三 六 #yA2 关 hbhDO)i 
fcr i=1:50 
a0=dlih=h07(2 iD 
y] = fevalffun,x0 一 hy) ;3 = 和 evaltiunyxO+Pysy= [yliy31; 
dl 三 六 关 YA2 关 Rh)i 
(absfdl 一 d0)< =e) breakiend 
ed 
由 = 芷 1 ;hin=ii; 
莉 用 该 程序 : 





103> 


[dhnj=dqif-adf funss4 ,xb,bh0,e) 
得 到 结果 : df= -1.569998，h=2.441406e- 004，n= 11。 
(@ 育 接 调 用 得 号 求 导 虹 煞 : 
syImS Xi 
叶 =subsfdqiffffunss4(x) ,xl xi ,121) 
得 到 高 精度 的 求 导 结果 : df= -1.56999777325236。 
二 、 调 用 IMSL 程序 库 求解 数值 识 近 问题 
在 IMSL 程序 库 中 ， 有 一 个 专门 进行 播 值 与 拟人 计算 的 Interpolation and Approximation 
子 程序 库 ， 其 中 的 程序 分 成 两 类 : 一 是 凡 样 条 困 数 捅 全 为 主 的 插值 程序 ,包括 二 次 样 条 和 
B- 样 条 函数 反 值 ， 一 维和 窗 维 播 值 等 ; 只 一 类 是 以 记 项 式 拟人 台 为 主 的 拟 合 程序 。 关 于 数值 积 
从 和 微分 ，EMSL 程序 库 中 也 有 Integration and Differentiation 子 程序 库 ， 包 括 单 变 量 积 分 、 
多 变量 积分 各 毅 斯 型 积分 的 许多 程序 ， 计 算 导 数 则 只 有 一 全 程序 进行 。 表 5-17 列举 了 在 数 
值 明 近 中 …… 些 篆 用 的 计算 程序 ， 然 后 通过 几 个 洞 用 IMSL 库 程序 求解 数值 逼近 问题 的 例题 ， 
说 明 如 何 调用 IMSL 程序 库 解 决 实际 工作 中 的 辣 题 。 































表 5-17 

蚂 涯 说 明 | 稚 亡 说 ”了 瑞 
CStIFE2 | 计算 非 节点 杀 件 的 二 次 样 条 桥 值 | anacs 计算 (包括 存在 奇异 端点 ) 函 数 的 定 积分 
espEec 计算 导数 条 件 的 一 次 样 条 择 值 | ac 用 基于 Gauss-Kronrod 全 局 适应 算法 计算 

SPE 计算 周期 过 办 条 件 的 二 次 样 条 插值 | 两 数 定 积分 

ReTRw 计算 最 小 二 乘 雪 项 站 报 合 下 anpaGi | “计算 无 穷 和 半 无 簿 区 问 的 函 台 积 分 
国清 用 自 定 叉 的 基 画 数 选 行 最 小 二 扳 | 。GQRUL ”| ”用 各 种 经 奥 权 函数 计算 高 斯 型 各 分 
| 和 DERIV | 计算 自 定义 郑 数 的 1 阶 2 阶 和 3 阶 导数 


一 一- 一 


ELINE 计算 最 小 二 冬 线 性 抱 台 


例 5.5.5 用 IMSL 库 中 的 程序 RCURV 求解 例 5.5.2。 
解 往 序 RCURY 的 调用 方式 为 ， 
[ALLRCURY (NGOBS，XDATA，YDATA，NDEG，B，SSPOLY ，STAT1 
其 中 NOBS 表示 观察 点 的 个 数 ; XDATA 和 YDATA 为 具体 观察 向 量 ;， NDEG 表示 客 项 
陈 拟 合 阶 数 ; B 是 输出 的 多 项 式 拟 合 系数 ; SSPOLY 和 STAT 为 拟 合 结果 的 统计 分 析 量 。 
购 与 旭 下 的 FORTRAN 程序 ， 
TNTEGER NDEG ,NOBS 
PARAMRFTFR (NDEG=3,NOBS= 9) 
FAAL RNDEG+ 1 SSPOLYICNTDEG+ 1)STAITTI07 XUNOBS) ， 
及 YINOBSYCALCCNGOBS) 
FXTERNAI RCLURV 
DATA X7A 一 1 ，10.75,， 一 0.5，1 和 .25.0.0.0.25.0.5 .0.75 .1.07 
DATAY7 -0.2209 必 ,6295.1.1829,1.495,1.35724 ,1.4561.1.1834 .0.8161 
此 3386v 
CALL RCURV (NONS ,YNDEG RSSPOLY ,STAT) 
f 二 区 及 展 RN 有 1,NSDIT ,也 | 
WRITE INOUT，,999981 
99958 FORMAT (人 10 基 其 11 人 下 8 入 YYCALC 
166 


TD 二 1 RS 
YE 
DOj=1l1,NDEG+1 
全 和 ALC( 刘 二 吾 守 和 LE Tb 其 汪 人 一 二 ) 
王 当 六 了 避 
三 RITE (NOUTT ,999997 fi yyYCALCCi 
说 人 TIMNUE 
9b09998 FORRMATT ,3F12.4) 
玫 I 己 
经 编译 调用 计算 ， 得 到 拟人 台 老 项 式 系 数 : 1.564，-0.101，-1.488，0.403，。 
例 5.5.6 用 TIMSL 库 中 的 程序 QDAG 求解 岗 5.5.3- 
解 程序 QDAG 的 调用 方式 为 : 
[二 LEL DAG《 FE， 直 ， 台 ， 下 玉 我 ABS 人 SS， 下 RRRRL，TIRULE，RESULT，ERRRST) 
其 中 下 为 和 蕉 积 困 数 ; A 和 了 表示 积分 下 限 和 上 限 ; 计算 精度 为 下 RRABS 和 下 上 及 RREL， 
参数 IRULE 用 于 选择 积分 语法; 输出 值 RESULT 和 ERREST 分 别 注 近似 积 盘 值 和 近似 
误 营 。 
编写 如 下 的 FORTRAN 程序 ， 
] NTECERR IELR EL 
民 下 并 站 ,总 有 富有 下 用 民 站 本 用 民 天 匡 号 工 ， 下 用 RtRR 下 到 表 下 开工 , 其 疝 们 本 ,下 区 P ， 
辣 FF , 折 卫 近世 下 
1NTITRINSIC 站, 下 革 也 
下 人 民生 辣 EL 下, 避 瑟 站 全 TITCE 
CAT UMACH (2 .NOUIT) 
点 一 一 1 
B=1.0 
上 呈 民 六 二 下. 
FRRRREL 下 DOO1 
TIRILILTF 三 字 
[六 也 人 7 (FF , 羔 , 阳 FRRATRS ,ERRREL ,TIRULE ,RESULT ERREST》 
瑟 RITEINOUT ,9999917 RESLTI ,FRREST 
筷 筷 总 号 中 RAT (Cotrrputed 一 ,FF .3 其 ，Error etimate 二 PEI10.37 


ENTIT 

RFALEUNCTION FT ) 
RT-AEL 包 

FF AL 了 反正 


INTRINSIC 下 共 忆 
下 1.071 十 全 了] 
RETURN 

上 ADD 


经 编 详 凋 用 计 算 ， 得 到 积分 值 及 误 益 ， 

CDTnDUTES 一 .3707SDi TFTFOF estimiate 一 站 .363e 一 哲 

例 5.5.7 汽 液 平衡 计算 。 

准确 的 汽 滚 平衡 数据 可 以 用 来 计算 液 相 活 度 系数 和 Gibbs 过 量 自 由 能 。 对 表 5.18 的 双 
组 分 汽 波 闻 生 数据 ， 计 算 液 相 活 度 系 数 ， 并 对 结果 进行 热力 学 的 一 致 性 检验 ， 假 定 汽 相 是 理 
想 的 。 

对 低压 汽 液 平衡 ， 假 定 汽 相 为 理想 是 合理 的 ， 此 时 有 


一 
一 


7 


了 一 机 和 一 ] ,2 ) 


其 中 记 "” 是 组 分 的 饱和 蒸汽 压 ， 可 以 查 表 获 得 或 利用 查 得 的 组 分 全 和 莱 汽 奈 关 联 式 
计算 。 
由 表 5-18 数据 和 公式 ， 可 得 到 数据 扣 对 应 的 活 度 系数 ， 如 表 5-19 所 未 。 


表 5-148 汽 液 平衡 数据 〈 淘 、 汽 相 摩 尔 分 率 为 给 分 1: 


咏 相 崎 尔 汽 相 摩尔 平 疮 总 庄 了 琉 相 崎 处 汽 析 嵌 由 平衡 总 扑 

分 率 ri 从 率 W 产 ZnimT 耻 本 从 率 风 声 “mmHg 
四 
os 昌 . 1868 202 .74 | os 0.8741 324 .66 


0.2192 介 .4055 36. | os 号 9863 | 327 .39 


一 一 = -一 


1 .0 。 计 . 327 .0U5 


一 一 一 一 . 一 一 一 一 一 


















态 ernmHae 








18.08 本 -0.4267 
20274 | 145 008 338 
236. .343 .01 -0.2840 

266.04 1.250 1.046 -01787 
27073 1.242 1.048 -00 
293.36 1 6 -0.0367 
324.66 | 1.023 1.508 0.3876 
32739 | 410oo0 1 .968 0.6767 

3 | 10 2.003 6945 





对 汽 滚 平衡 数据 进行 热力 学 一 致 性 检验 要 用 Gibbs-Duhem 方程 。 对 双 组 分 情 兹 ，Gibbs- 
Juhem 方程 的 形式 是 ; 


@In7yi diny> 
二 一 - 一 - 
djY 1 2 中- U=xl1dmnyi +wxazadln7ya 








二] 
刘 采 用 面积 检验 法 ， 有 : 


三 tt ri=1 +i=1] 
| _ 式 1gnyi， 十 2 二 | 下 中 二 iny 一 In7yidzi 十 gf 全 21ny2 ) 一 lnysd7y l 


:1 一 1 
和 = | OO 7277yijdz1 = 


和 祝 耸 的 区 则 是 [0,1j， 因 此 还 缺少 两 卫 详 点 外 无 根 稀释 的 活 度 系数 ， 采 用 估计 计算 。 简 单 的 
方 洁 证 采用 二 次 式 ， 也 就 是 : 
ny=Coxrl 【2z 一 0)， ni= Cr (zi 一 0 
其 中 0C2，Ci 用 接近 零 的 液 相 摩尔 分 率 和 活 度 系数 计算 ， 这 样 计 算得 旬 的 两 端点 的 
Intya77i 也 列 于 表 $-19， 并 可 作出 整个 区 间 [0,1] 的 待 积分 图 形 如 下 页 图 所 示 。 
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心 .各 


间 半 


心心 


点 Gilvity Tatla 





门 昕 用 > 1 必 白 出 :: j 心 
1 


采用 IMSL 数学 库 中 的 立方 样 条 程序 CSINT 和 CSITG 计算 积分 | ， 
调用 程序 恕 下 : 


工 
TY 工人 开展 当下 总 了 工 各 
PARAMETFR (INDAT 本 二 D1 
ITRCER TITLE LI 
RAT ABCSCOEEFI4 ,NTDAA 工 和 有 RNAKECNDAT) ， 
及 XDATAITINDATAT EDATACNTDATAT wwAITLTE 
上 XTERNAL CSINTCSITG LEMACH 
忆 及 ead 本 ata [from the le 
RENIS FILE 二 vte_ comn txt 》 
DO 10T=1,NDAT 人 
RESADIS， 半 ) 站 ATALIT EDATATT) 
荐 月 IE， 二 基站 站 工 各 (ET 下 站) 
10 CONTINUE 


= 
In(7aZ7i)dxi ， 


{ LomPpute eubic spline interpolant 

CATL CSINT (INDATA ,XDATA,FDATA ,BREAKCSCOEP) 
已 Set integtal imiterval 

和 二 昌明 

B=]1.0 


MTNIY=XDATA 一 1 
VALUE=-CSITCGABNINTVBREARK,CSCOFE》 


人 Det cttput unIL nuiber 
二 ALL UMACH (2 NGUT) 
已 Print the result 


tJPENITLINIT= NOUT ,FILE YLE_CON CUT ) 
WRITE 095900) 页 ,B, VALUE 
名 RDITIELNGOLUT ,99998991 日 ,YALUE 
负 号 99 和 下 OORRAT On the eeosed interval 人 ,下 3.1，，,F3 ,1 ， 
最 ) 7 和，Comtiputed lntegyral 一 ,Fi 人 TS 


上 AD 
输出 : 
Di the closed rttersi] 【站 .站 ,DO 
(amaTuiea Itegtral 一 让 .站 让 如 32 


计算 结果 表明 由 于 实验 数据 总 存在 误差 ,严格 为 零 是 不 可 能 的 。 如 将 正 与 负 两 面 税 相 加 . 同 
样 用 立方 样 条 进行 积分 ， 可 得 : 
69 


On the closed interval 【人 .各 ， 上 00) : 
fontputaq ]ntegral 一 卓 . 23236 


计算 0.00632 四 .25236| x100=2.S5，- - 般 接 受 的 面积 法 热 放 学 一 致 人性 检验 是 此 秆 不 二 
于 2， 国 此 素 例 讨论 的 汽 波 平衡 数据 由 于 数据 点 较 尘 和 实验 误 益 ， 数 据 精 度 不 高 


评注 与 进一步 阅读 


插值 是 数 信 逼近 的 一 种 简单 而 重要 方法 ， 基 陋 数 盟 近 、 数 值 和 分、 妆 值 微分 和 微分 方程 数值 解 的 基础 。 
它 根 囊 待定 函 煞 三 有 限 个 点 处 的 取 值 状况 ,用 简单 函数 租 近 待定 函数 ,估算 出 待定 茵 数 在 其 他 点 处 的 值 。 
台 癌 数 值 运 近 的 习 一 得 方法 。 它 用 带 有 邦 数 的 简单 语 数 通 近 待定 函数 ， 并 根据 范 教 枉 现 察 点 的 取 值 状况 
确定 参数 。 本 章 讨 论 了 多 项 式 描 值 ， 关 性 神 型 泰 数 执 合 和 多 项 或 报 台 的 基本 方法 。 

插 秆 与 拟人 台 是 根据 一 组 观察 值 【7.,w)， 近 俱 确 定 函 数 关 系 的 两 秆 不 同 的 方法 。 描 值 卢 定 观 测 数 泌 是 准确 
的 ， 用 和 构造 的 播 值 函数 去 通 近 等 定 函 数 ， 使 插值 函数 在 观测 点 处 的 情 与 驱 察 值 相 等 ， 拟 千 则 假定 观测 数据 有 误 
替 ， 用 沼 参 狐 的 扳 合 给 型 去 温 近 待定 范 数 ， 竹 择 适当 的 获 数值 ， 使 现 测 点 处 的 观测 值 与 报 侣 俯 总 可 能 接近 。 

根据 多 项 式 插值 的 惟一 性 ， 拉 格 良 日 插值 多 项 式 知 牛顿 插值 多 项 式 ， 实 际 上 是 司 一 个 移 硕 式 。 笠 格 庆 日 
公式 便于 谎 行 理论 分 析 ， 而 牛顿 公式 剂 适用 于 节点 发 生变 化 的 情况 。 龙 格 现象 表 红 高 次 多 项 式 插值 是 不 稳定 
隐 ， 员 此 查实 际 问题 中 较 多 采用 分 段 低 凑 多项式 播 值 。 分 段 线性 炸 值 昌 热 收 数 ， 但 得 到 的 播 悄 范 数 星 不 洲 浊 
隐 ; 仿 虹 三 次 丘 尔 米 特 播 值 函 数 是 雹 消 的 ， 担 需要 添加 较 多 的 聊 加 条 件 ， 使 用 十 分 下 人 重 ; 三 次 样 末 播 值 既 江 
扑 收 仁 尾 ， 又 具有 吉 好 的 治 滑 程度 ， 司 对 也 于 需要 附加 更 密约 条件 ， 是 应 用 最 广 的 多 项 式 插值 形式 。 

在 拟人 台 问 题 中 ,通常 选 摊 最 小 二 滋 标 准 或 最 佳 怪 方 逮 近 诗 准 ， 作 为 碎 定 天 数 揭 依 汤 。 由 于 大 多 数 非 线 
性 报告 模型 ， 可 以 经 变量 替 摘 化 为 线性 报告 模型 ， 所 以 我 们 主要 研究 此 性 横 型 的 最 小 二 委 执 千 各 题 。 汶 了 
确定 线性 拟 售 模型 中 的 大 数 ， 需 要 求解 -- 个 超 写 线性 方 竹 组 ， 可 入 鞭 化 为 法 方程 组 或 用 广 闵 道 德 阵 诈 法 计 
莫 : 栓 多 项 或 所 全 中 ， 洛 选 择 1,r,…，,z" 为 基 冰 数 ， 划 得 到 的 法 方程 组 往往 是 病态 的 。 影响 报 合 的 精确 牲 
度 1， 这 时 忆 以 报 据 观 察 点 构造 一 组 正 交 多 项 式 作 为 基 函 歼 . 进 生 正 交 委 项 式 氢 各 。 

数 情 积分 和 数值 微分 是 数值 逼 征 的 重要 内 容 之 一 ， 在 实际 工作 中 应 甲 概 其 广汉 。 

率 章 介绍 的 数值 积分 都 是 以 播 值 藉 理 为 基础 的 播 值 型 积分 公 武 。 当 节点 每 虐 时 。 由 战 性 和 一 次 插 值 导 
出 梯形 公式 和 辛 普 毒 公式 | 复 化 求 积 公式 是 为 了 河和 免 部 阶 插 情 的 示 稳 定性 ， 它 兵 有 载 好 让 仇 和 性 ， 属 于 定 步 
长 求 猴 会 起 在 实际 计算 中 请 常 膝 同 蛮 步 长 的 复 化 来 积 公 式 和 基于 外 推 方法 的 龙 凡 欧 积 人 挫 公 式 ， 以 直到 丘 
和 某 的 计算 精度 。 高 斯 型 求 积 公式 明正 交 多 项 式 的 零点 作为 节点 ， -- 般 是 非 等 距 的 ， 本 部 介 给 了 高 斯 - 勒 让 德 
求 积 公式 和 高 斯 - 切 比 雪 去 求 浆 公式 。 高 斯 型 求 积 会 式 的 竺 点 是 精度 高 ， 可 及 达到 2327+1 次 代数 婧 庶 ， 而 
忆 是 数值 稳定 的 。 

在 数值 微分 的 讨论 由 ， 介 绍 了 基于 泰勒 展 于 法 损 向 前 、 向 后 和 中 心 差 商 公式 ， 坟 及 具 让 较 高 靖 度 的 隐 
民 计 算 公 趟 ; 有 用 播 值 原 虱 档 造 欧 冰 点 、 三 点 和 下 点 数值 微分 公 武 ， 利 是 三 次 桩 条 播 值 方法 计算 的 数值 微 
从 公 训 * 在 忌 际 计算 中 ， 上 应用 较 和 多 的 币 兮 方法 有 路 式 计算 方法 、 变 步 长 差 部 公 趟 、 五 点 微分 使 武 和 三 尖 样 
条 方 活 - 关于 载 值 积分 和 数值 微分 的 进一步 内 容 ， 包括 坷 措 积 分、 振荡 积分 ， 重 积分 的 Ronte-Carln 方法 
和 外 推 技术 的 更 多 肉 容 ， 可 以 登 见 有 关 文 献 . 
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习 赵 
5.1 设 znri an 是 豆 异 的 搬 值 所 所， 斌 证明， 


四 aot(z) 三 (= 01 ,nm) ,其 中 z7 (xz) 是 拉 格 妆 日 插 信 革 函 数 ， 


他; 车 起 z) 是 不 超过 ”次 的 黎 项 式 ， 则 它 以 节点 royrl，…sa 构造 的 拉 格 朗 日 播 值 密 项 式 L4z)= 由 了 
5.2 求 冰 数 的 三 次 翌 条 插值 并 作 图 。 设 已 知 数 据 : 





全 边界 条 件 为 后 .25)=1.0000，310.53) 一 站 .6868 
名 自然 边界 条 件 ， 即 10.25)= 辣 10.53) 一 人。 
5.3 对 下 列 数据 作 三 次 才 项 式 的 最 小 二 委 拟 台 ， 计 算 误 善 并 作出 氢 人 台 范 数 图 - 





全 .4 一 下 .4 于 7 作 ,54 电 


5.4 用 数值 方法 计算 下 面 给 定 的 定 积 分 近 要 值 ， 计 算 精 度 =: 10 8。 





守 工 
、 。 
人 区 | ev ww 2 Hasmnzdz : 
上 ~ 性 


s.5 下 表 的 资料 友 眩 某 -… 地 区 1 有 Q5-.1958 年 不 同月 份 的 平均 虽 照 时 间 【单位 ， 小 时 7 月 )， 试 分 析 该 
地 区 日 照 时 间 的 规律 。 






1 11 


62 .0 8 和 4 ] 


5.6 某 种 医用 薄膜 有 具有 饥 许 一 种 牧 硕 的 分 子 妈 和 ， 从 高 浓度 疝 低 浓度 次 六 扩 散 的 细 能 . 现 需 要 测定 薄 
蝶 荐 这 种 分 子 的 穿 透 能 力 。 测 定 方法 为 ; 用 面积 为 3 的 薄膜 将 容器 分 为 蛋 积 为 YA， 和 V5 的 两 部 分 ， 分 别 六 
满 该 竟 硕 网 种 不 同 浓度 的 游 液 。 此 时 该 物质 分 子 就 会 从 高 漆 度 的 溶液 穿 过 藻 膜 向 低 浓度 溶液 中 扩散 ， 候 定 
通过 单 信 面积 膜 分 子 的 扩散 速度 与 膜 两 侧 溶 液 的 浓度 昔 成 正比 ， 比 例 系 数 称 为 该 牧 质 分 子 穿 过 薄 哎 的 滤 
透 举 ,定时 测量 容 痊 中 薄膜 某 - 侧 的 和 溶液 浓度 值 ， 即 可 确定 反 的 数值 车 设 Ya = = 1000 cm，S= 
10 cm- ， 对 容器 的 蝇 部 分 溶液 浓 上 度 的 测试 结果 如 下 吉 ， 荆 确定 渗透 率 KK。 


不 同时 刻 深 液 浓 度 单位; 时 肇 《aj， 汪 度 【0 ”mgzxcnr 







8 ] 


和 .号 


"一 -一 一 一 -一 - | 一 


避 ,中 


3.7 人造 地 球 了 卫星 的 条 道 可 视 为 平 而 上 的 棋 圆 :中国 第 -- 颗 和 人造 节 球 卫 星 近 地 点 距 地 球 表 而 439 komm， 
延 旭 点 中 地 球 表 面 2384 Km， 地 球 半 径 为 6331 km， 求 该 卫星 轨道 长 谋 。 
3.8 铀 得 产 赛 中 气体 斥 强 训 利 体 科 六 的 -组 数据 如 下 ， 
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压强 与 体积 数据 表单 位 ， 焉 强 《lbhfzin2 下， 体积 《in3)) 





0 Tibreir -6894 .75 Pai 
人 1] 63383117 


中 求 了 = 扣 0.50 处 ,7 改变 1m 时 请 的 变化 量 ; 

二 求 六 从 如 正和 至 4 和 时 气体 做 的 功 。 

5.9 某 居 民 区 的 上 自来水 是 由 一 个 圆柱 开水 塔 提 亿 。 水 塔 高 12.2 mm， 直 径 17.4 m。 当 玉 塔 内 水 位 降低 
到 约 8.2m 时 ,水 和 又 自动 启动 加 水 ; 当 水 位 升 高 到 的 10.8im 时 ， 水泵 停止 工作 ，-- 般 水 泵 每 天 工作 两 次 。 
下 表 纵 出 了 某 一 天 在 不 同时 间 记 录 水 塔 中 水 位 的 数据 ， 其 中 有 三 次 观察 时 水 泵 正在 供水 ， 无 水 位 记录 ; 


水 塔 中 水 位 【单亲 : 时 肇 (hj)， 虱 积 《nm)) 


作 . 马 名 1 ] 0 .总 25 1 广 . 避 7 导 14.982 | 15. 
7 


1]9.037 | 19.959 


2 23.90g 
只.602 




















生 .325 
23 
马 - 才 0 














一 


丰 .433 





试 建立 适当 的 数学 模型 ， 计 算 任 意 时 刻 的 水 流速 度 ， .天 的 总 用 水 量 和 水 泵 的 工作 功率 。 
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第 六 章节 优化 方法 


最 优化 方法 层 运 医学 的 一 个 车 要 组 成 部 分 ， 在 日 然 科学 、 社 会 科学 和 工程 设计 中 的 应 用 
极为 广泛 。 计 算 机 技术 的 发 展 ， 不 亿 推 动 了 最 优化 理论 的 进一步 发 展 ， 也 为 最 优化 方法 的 应 
用 提供 了 有 力 的 手段 。 本 章 主 要 介绍 求解 最 优化 问题 的 基本 思想 和 基本 方法 ， 包 括 线 性 规 
划 、 非 线性 规划 和 二 次 规划 等 内 容 。 需 要 更 多 了 解 最 优化 理论 的 读者 ， 可 以 参考 有 关 文 献 或 
专 着 。 


第 一 最 优化 的 基本 概念 


所 菠 优 化 ， 咒 是 将 事情 做 得 更 好 。 下 面 列举 两 个 简单 的 例子 ， 建 立 它们 的 优化 模型 。 

例 6.1.1 《生产 计划 问题 ) 设 有 产 种 资源 4 4: 4， 拟 生 产 了 种 产品 日 ;， 
2: ,…,B.; 用 人 表示 生产 一 个 单位 的 产品 如 ， 所 需要 的 资源 4; 的 数量 ; 记 卢 为 资源 4; 的 
最 大 数量 ，c 为 产品 刀 的 单价 ; 用 z 表示 产品 日 的 生产 数量 ， 则 = (zz ,zs) 表 
示 一 个 生产 计划 。 在 每 种 产品 至 少 完成 指定 的 生产 量 zje 的 前 提 下 ， 试 安排 一 个 生产 计 
划 ， 使 得 总 产 信 最 大 。 

解 设 变 量 已 表示 产品 呈 的 生产 数量 ，》 表示 生产 计划 的 益 产 值 。 则 所 求 问题 的 优化 
模型 可 以 表示 为 线性 规划 问题 : 





maxy 一 ea 
=1 
| (二 2 (6.1) 
4=] 


[> 站 2 
例 6.t1.2 【构件 的 表面 积 问题 ) 设 某 构 任 由 一 个 半球 形 和 圆柱 形 相 接 组 成 ， 如 果 该 构 
件 的 体积 为 定 值 Yo， 试 多 定 构件 的 尺寸 使 其 表面 积 最 小 。 
解 ” 设 该 构件 圆柱 的 半径 为 xi， 高 为 xs。， 其 袁 面 积 为 : 
写 = 2rzt+2rtrira re 一 3 十 之 开工 | 
则 可 以 由 下 列 数学 模型 的 最 优 解 确定 构件 尺寸 : 
minS 一 3Tzrt1+2ri as 
aers ( 厂 .1.2) 
1 
最 优化 问题 的 本 质 是 - -个 求 极 值 的 问题 ， 其 中 线性 规划 和 非 钱 性 规划 是 最 优化 刺 论 中 最 
基 不 ， 也 是 最 重要 的 两 个 方 耐 。 自 从 16 世纪 牛顿 建立 了 徽 积 分 的 思想 后 ，17 世纪 拉 格 朗 晶 
握 出 了 求解 多 元 图 数 条 件 极目 的 Lagrange 科 数 法 ; 19 此 纪 柯 西 引信 人 了 最 速 下 降 法 求解 非 线 
竹 规 划 问 题 。 直到 20 世纪 汪 、 四 十 年 代 最 优化 理论 发 展 才 出 现 了 重大 进展 ，1939 年 前 苏联 
的 康 托 洛 维 奇 提出 了 解决 产品 下 料 和 运输 问题 的 线 人 性 规划 方法 ; 1947 年 美国 的 丹 奇 格 提 志 
了 求解 线性 规划 的 单纯 形 方法 ， 极 大 地 推动 了 线性 规划 理论 的 发 展 。 非 线性 规划 理论 的 开创 
了 7 了 





性 工作 旦 在 1951 年 由 库 恩 和 塔 吕 完成 的 。 之 后 伴随 着 计算 机 技术 的 发 展 ， 包 括 线 性 规划 和 
非 线 性 规划 在 内 的 最 优化 理论 得 到 了 侍 面 的 发 展 : 

定 深 8.1.1 线性 规划 种 非 线 性 规划 统称 数学 规划 ， 它 们 的 … 般 形 式 是 : 
mim 失 2 
要 

其 中 变量 = (rzra…r) 是 2 维 向 量 ; ftriyra yz ) 为 目标 图 数 ， 呈 ii (rzay 
xz) 为 约 东 曙 数 。 

当 羡 数 12 za 利 | 下 1 3 定语 ) 询 为 线性 呵 数 时 ， 规划 横 型 称 为 线性 规 

划 ， 简 记 为 P 问题 ; 而 当 岳 数 六 rra sz) 生 fxzayzj 中 至 少 有 一 个 是 非 线 
性 冰 数 时 ， 称 为 非 线 性 规划 ， 特 列 地 ， 简 记 为 NLP 问题 。 在 非 线性 规划 中 ， 如 果 变 量 z 的 
取 仁 范围 没有 限制 ， 则 称 为 无 杀 件 概 值 问题 或 无 约 东 最 优化 ; 否则 称 为 贫 忻 枯 倡 问题 或 约 永 
最 优化 。 


(6.1.3) 


第 二 节 ”线性 规划 方法 
线性 夫 划 是 研究 在 一 组 线性 约束 之 下 ， 某 个 线性 月 慰 明 数 的 最 优化 问题 。 线 性 规划 作为 
运筹 学 的 一 个 更 要 分 支 ， 在 诸多 领域 中 着 广泛 的 应 用 。 
一 、 线 性 规划 的 标准 形式 和 基本 性 质 
定义 6.2,1 将 线性 规划 问题 ， 


mmnx 三 上 


1 【6.2.1 
要 
标 为 标准 形 肥 的 线性 规划 同 题 ， 记 它 的 可 行 域 为 ; 
娓 一 1 了 册 丸 二 丰 , 二 和 人 | ( 石 .2.2) 


外 实际 问题 中 列 出 的 线性 规划 模型 有 驳 种 形式 。 例 旭 : 月 标 丽 数 可 以 是 求 最 小 值 或 最 大 
值 ; 约束 条 件 可 以 是 等 式 约 昌 或 不 等 式 约束 ; 变量 歌 值 可 以 有 上 内 限制 、 下 界限 制 或 浇 有 限 
制 ， 但 是 无 论 夺 么 形式， 部 可 以 利用 下 述 规 则 ， 将 线性 规划 模型 转换 为 标准 形式 。 

规则 1 上 月 标 函 数 的 转换 ” 若 厌 问题 的 目标 冰 数 是 maxcr ， 则 可 以 等 价 转换 成 min (… cz)u 

规则 2 约束 条 件 的 转换 ” 若 其 约 果 条 件 是 不 等 式 约 旧 ; 


oo 苹 妆 六 成 关 ii 裕 让 (6.2.3) 
引进 松 凶 恋 攻 rs + ;， 约束 条 件 就 可 以 等 价 表示 为 ， 
Se | Ji 二 | 人 > cp Tri 二 吾 
和 或 1 (6.2.4) 
2 LE 


同时 在 目标 函数 中 与 松弛 变量 机 对 应 的 价值 系数 为 零 。 
对 于 等 式 约束 条 件 > auz = 入 ， 如 有 必要 ， 也 可 等 价 袁 示 为 不 等 式 约束 形式 


>， 之 
| 导 叶 二 了 二 避 ; 
展 ， | 人 和 睛 ， 
1 1 


46.2.3) 
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规则 3 变量 限制 的 转换 各 其 决策 变量 的 限制 约束 为 六 之 二 【〈 或 了 过 阁 )， 则 令 变 景 
替换 
(或 宝 = (6.2.6) 
再 用 新 变量 r; 取代 zx ， 则 限制 约束 变 为 >; 疡 0。 
同 拌 ， 若 某 决策 变量 ri 不 受 腿 制 ， 则 令 变 基 苦 换 : 
三 和 (6.2.7) 
用 两 个 新 的 变量 >; 和 好 代 痊 这 ， 则 限制 约束 党 为 苹 字 0， 必 全 0。 
此 外 ， 若 有 一 组 非 限制 变量 fl za ， 只 贿 引 人 +1T 个 新 变量 rzr2,…:， xi 和 
1 使 已 = 并 用 满足 硬 之 0 = 1 2 人。 


1 naXS 一 一 宛 2 


5 四 
例 6.2.1 将 线性 规划 问题 ， _ 化 为 标准 形 。 
jz 十 才 .rS-B 
rn 


解 将 模型 中 的 不 等 式 约 昌 添 加 松弛 变量 ，rs， 化 为 等 式 约 葛 ; 自 变 量 :2 因 役 有 限 
制 ， 用 rz=xrs-6 来 代替 ; 再 用 E= -= 代 等 原 日 标 昂 数 ， 则 原 癌 题 可 化 为 标准 形式 : 
[min 过 二 一 2 二 《一 全 6 
SEE371 一 3 二 《SST5 一 0 一 之 
工 ] 十 工 j 才 【ds 一 村 5) 一 白 
| >0 
定义 6.2.2 考 谍 杯 准 形式 线性 规划 问题 : 
IDY 一 
1 (日 .2 .各 ) 
1 
震 癌 莉 xeD =jzrlar=bz 交 0i， 即 满足 约 东 条 人 忻 ， 则 称 填 = fr， ,Ta 为 线 
性 规划 问题 的 可 行 解 ; 使 目标 冰 数 cz 取 最 小 值 的 可 行 解 称 为 线性 规划 的 最 优 和 解 。 
奋 Hank(4)= 严 , 设 吾 是 征 阵 4 的 一 个 六 阶 的 满 秩 子 方 阵 , 则 称 吾 是 4 的 一 个 基 , 记 第 
阵 4 的 其 全 元 束 构 成 子 钙 阵 六 , 则 4=(6,N); 将 向 量 * 对 应 于 和 矩阵 吾 的 分 量 称 为 基 变 量 ， 
记 为 za ,对 应 于 惩 阵 N 的 分 量 称 为 非 基 变 量 , 记 为 <v, 即 x= | 册 | , 则 约束 条 件 hr = 所 可 以 
与 成 : 


十 攻 


(有 N) 








三 忆 rzrw 三 由 【6 .2.9) 


局 4 4 


Le _ 一 


再 站 
> rwv=0，20= 旦 坊 ， 则 称 -| 0 为 基 扼 阵 号 对 应 的 基本 解 。 2 个 约束 方程 ，nm 个 


‖ 
认 基 的 线性 狗 划 问题 共有 C% 个 基本 解 。 进一步， 如 果 基 本 解 = | }>>0， 则 称 字 为 线 
性 规划 问题 的 基本 可 行 解 ， 此 时 移 阵 下 称 为 可 行 共 。 


由 于 线性 规划 的 可 行 域 忆 = zl14z=.z 节 0 是 凸 集 ， 根 据 凸 集 理 论 ， 可 以 得 到 线性 
规划 问题 的 基本 性 质 如 下 。 
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定 运 6.2.1 向 量 庆 是 线性 规划 问题 基本 可 行 解 的 充 要 条 件 是 : 记 是 可 行 域 忆 的 极点 。 

定理 6.2.2 若 线 性 规划 疝 题 有 可 行 解 ， 则 一 定 有 基本 可 行 解 ; 者 线性 规划 问题 有 有 侦 
的 最 优 解 ， 则 它 几 和 定 可 以 在 可 行 域 慷 的 极点 处 取得 。 

定理 6,2.3 线性 规划 问题 有 有 限 的 最 优 解 的 充 要 条 件 是 : 可 行 域 五 的 所 有 极 方 向 
25 的 满足 cf 

定理 6.2.1 建立 了 线性 规划 问题 的 基本 可 行 解 与 可 行 域 卫 的 极点 之 间 的 关系 ; 定理 
6.2.2 和 和 定理 6.2.3 称 为 线性 规划 的 基本 定理 ， 它 们 表明 ， 线 性 规划 问题 的 最 优 解 ， 可 以 在 
基本 可 行 解 ， 即 可 行 域 的 极点 中 寻找 。 

二 、 线 性 规划 的 单纯 形 方 法 

任何 一 个 线性 规划 问题 都 可 以 等 价 转 化 为 线性 规划 的 标准 形式 (6.2.8)。 下 面 介 绍 求解 
标准 彤 式 线 性 规划 问题 的 单纯 形 法 。 

单纯 形 方 法 求解 线性 规划 问题 的 基本 思想 是 : 先 投 一 个 基本 可 行 解 ， 判 别 它 是 否 是 线 忻 
规划 问题 的 最 优 解 : 如 果 它 不 是 最 优 解 ， 采 用 更 换 基 变量 的 方法 ， 找 到 新 的 基本 可 行 解 ， 以 
降低 日 标明 数 值 。 这 样 经 过 有 限 次 和 迭代， 或 者 得 到 线性 规划 的 最 优 解 ， 或 者 判定 该 问题 无 界 
( 即 不 存在 有 限 的 最 优 解 )。 

单纯 形 法 通过 初始 可 行 解 的 寻找 ， 现 有 和解 的 检验 和 修正 ， 两 个 过 程 来 解决 线性 规划 问 
题 。 为 此 首先 引信 与 单纯 形 法 有 关 的 概念 和 定理 ， 然 后 给 出 单纯 形 法 和 修正 单纯 形 法 求解 线 
性 规划 的 县 体 过 程 。 

区 袜 是 标准 形式 线性 规划 问题 的 一 个 基本 可 行 解 ， 它 对 应 的 可 行 基 矩 阵 为 吾 ， 非 基本 
阵 为 入, 即 4=(8B,N)， 将 目标 困 数 中 的 价值 系数 也 相应 地 分 解 为 c= (er,cv)， 记 瑟 = 
号 ”五 ， 将 向 量 


《tc ec=(f0csB New) 【6.2,10) 


本 
队 为 检验 向 量 ， 将 检验 向 是 的 分 量 5 称 为 变 呈 的 检验 数 ， 此 时 = { 0“]= 人 ]， 目标 





孙 数 值 三 = ca 18=c 肋 。 对 任意 可 行 解 = 


| ， 原 红 性 规划 等 人 于 ， 
【二 
1InIIS 一 芝 一 上 一 素 一 区 


SEX 十 甩 -TVNrN 一 百 (6.2.11) 


人 二 一 【rayzwv) 0 


以 立正 线性 规划 的 一 个 基本 可 行 解 ,， 记 es 为 4 的 第 六 列 ， 当 所 有 基本 可 行 解 均 是 非 退 
化 时 ， 有 下 面 的 定理 : 

定理 5.2.4 在 线性 规划 问题 中 ， 

由 和 在 检验 向 量 s 委 0， 则 工 是 原 线 性 规划 问题 的 最 优 解 ; 

心 在 志 有 分 量 扣 >0， 同 时 训 = 了 as0， 则 原 线性 规划 问题 无 界 ; 

由 在 上 有 分 量 避 >0， 且 未 至 少 有 一 个 大 于 零 的 分 量 ， 则 存在 一 个 新 的 基本 可 行 解 圭 ， 
使 其 日 标 函 数值 满足 : c 所 弛 。 

很 据 定理 6.2.4， 不 仅 可 以 检验 一 个 基本 可 行 解 是 否 是 线性 规划 的 最 优 解 ， 判 定 所 炒 的 
线性 规划 问题 是 否 无 界 ; 偿 给 出 了 改进 本 行 解 的 具体 方法 。 
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对 于 线性 规划 问题 ， 设 有 一 个 基本 可 行 解 工 .对 应 基 符 阵 为 吾 ; 知 每 个 非 基 变 基 z 的 
检验 数 都 满足 各 委 0， 则 莹 就 是 线性 规划 问题 的 最 优 解 : 石 存 在 某 个 检验 数 六 >0， 并 且 它 
相应 的 到 = 号 as 和 0， 则 康 线性 规划 问题 无 界 ; 若 存 在 某 个 检验 数 扣 >0， 且 示 有 正 分 
量 ， 则 可 以 进行 换 基 更换 基 矩 阵 呈 的 基 一 列 ， 得 到 新 的 基 窒 阵 上 ) ， 并 求 出 一 个 新 的 基本 
可 行 解 二 ， 使 月 标 函 数值 降低 。 对 基本 可 行 解 重复 上 述 步 骤 。 经 过 有 限 次 迷 代 ， 即 可 找 
到 最 优 解 ， 或 判定 原 问 题 无 界 - 

换 基 并 求 出 新 的 基 平 可 行 解 的 计算 实现 : 取 最 大 正 检验 数 只 的 下 标 环 对 应 的 列 向 量 
at 进 人 基 插 阵 ， 将 相应 的 非 基 变量 zx 取 正 值 后 变 为 基 变 量 ， 即 邻 : 





ay>0| - 疡 《6.2.12) 
,全 让 巡天 
再 由 个 标 上 确定 列 向 量 wa, 离开 基 上 矩阵 ， 其 位 置 由 es 取 伐 ， 得 到 新 的 基 矩 阵 访 : 原来 的 基 
变量 ra, 取 零 值 后 变 为 非 基 变 量 ， 修 改 其 余 的 基 变 量 值 fp = 厂 -asfg (ii 天 r)， 这 样 就 得 到 
新 的 基本 可 行 解 人 。 

考虑 线性 规划 问题 【6.2.8)， 单 站 形 算法 的 步骤 : 

第 1 步 确定 初始 可 行 基 吕 和 对 应 的 初始 基本 可 行 解 ; 

常 2 步 计算 疡 = 已; 

第 3 步 ”计算 每 个 非 基 变量 r; 的 检验 数 总 = co 晤 - eic 由 

各 =max| 生 二 芋 :2 天 | (6.2.13) 

确定 下 标 有 ， 选 取 xz 为 进 基 变 量 ; 


-fx 二 Immn 


工 殖 


第 4 步 车 总 委 0， 停止 选 代 ， 找 到 最 优 和 解 y* = 








= [最 优 值 。， = < 太 ， 
工 b 

第 $ 步 计算 二 =B ia， 若 吧 委 0， 停止 迭 代 ， 所 求 线性 规划 问题 无 界 ， 

第 6 步 求 最 小 比 

玫 1au>g| (6.2.14) 
以 此 确定 下 标 r， 选 取 基 和 矩阵 召 的 第 ~ 行 所 对 应 的 基 变 量 xp 为 离 基 变 量 ; 

第 7 步 以 ex 代 赫 ap 得 到 新 的 基 爷 阵 了 ， 返 回 第 2 步 。 

对 于 较 小 规模 的 线性 规划 问题 ， 可 以 应 用 单纯 形 表 的 方式 进行 求解 。 单 纯 形 法 的 计算 过 
程 实际 上 是 沿 着 多 面 凸 集 的 边 ， 从 一 个 极点 向 另 一 个 极点 移动 ， 降 低 目 标 函 数值 ， 训 到 得 到 
最 优 解 才 停止 。 

为 了 寻找 初始 基本 可 行 解 ， 可 以 采用 两 阶段 法 或 大 M 法 得 到 线性 规划 问题 的 一 个 初始 
基本 可 行 解 。 

1.， 了 妹 找 初始 基本 可 行 解 的 两 阶段 法 

阶段 1 由 原 线 性 规划 ( 即 LP 问题 ) (6.2.15)， 构 造 一 个 辅助 LP 问题 (6.2.16)， 


上 一 CC 光 





上 . 
二 一 FTILU 
本 如 


二 0) (6.2.15) 
[0 
Di 呈 一 中 
站 [6.2.16) 


z220， 它 0 
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其 中 e=(1.1,…,1 是 站 维 行 庙 量 ，xr ={(ri…rarm)》 是 人 工 变量 。 显 然 辅助 LP 问 
题 有 初始 基本 可 行 解 一 中 可 用 单纯 形 法 求解 该 辅助 LP 问题 ， 设 它 的 最 优 日 标 值 为 
E”， 分 下 列 情 识 进行 讨论 : 
情况 1 有 有 8” ”>0， 则 原 线 忻 规划 疝 题 没有 可 行 解 ; 
情况 2 若 g =0， 且 > 对 应 的 分 量 均 为 非 基 变 量 ， 则 辅助 LP 问题 最 优 解 的 前 ”个 
分 量 是 原 LP 问题 的 初 妈 基本 可 行 解 ; 
情况 3 若 E =0， 且 xz。 中 仍 存 在 分 量 是 基 变 量 ， 用 消 元 法 将 r 的 分 量 从 基 变 量 中 换 
出 ， 驶 可 得 震 线 人 性 规划 问题 的 初始 基本 可 行 解 。 
阶段 2 从 该 初始 基本 可 行 解 出 发 ， 应 用 单纯 形 法 求解 原 LP 问题 。 
2， 寻找 初始 基本 可 行 解 的 大 邮 法 
在 目标 羡 数 中 对 人 工 变量 强加 一 个 足够 大 的 惩罚 因子 M， 从 原 线性 规划 问题 出 发 ， 构 
造 一 个 新 的 LP 问题 
minz 一 er 十 Adfe-r 
| (6.2.17) 
3 人， 写 
其 中 e =411 ,是 天 维 行 向 量 ，M>0 是 足够 大 的 正 数 。 
新 [问题 见 起 (6.2.17) 有 初 褒 基本 可 行 名 | > | = {” | ， 击 单纯 并 法 求解 。 山 于 目标 
煞 中 和 倚 列 项 Wers 的 存在 ， 如 果 新 LP 问题 有 最 优 解 ， 则 它 的 最 优 和解 中 必 有 x =0， 这 时 新 工 P 
问题 与 原 LP 问题 具有 相同 的 最 优 解 。 根 据 新 LP 癌 题 见 式 〈6.2.47) 的 最 优 解 ， 讨 论 如 下 。 


情况 1 苍 新 间 题 有 最 优 解 | 
区 ,天目 时 ， 原 寺 P 问题 无 慑 优 和 解 。 

情况 2 奉 新 间 题 无 和 ， 则 当地 =0 时 ， 原 ZLP 问 题 有 可 行 解 但 而 界 ; 而 当 坟 天 0 时， 
序 P 阿 题 无 可 行 解 。 

收 王 单纯 形 法 ， 交 称道 乒 阵 法 ， 它 的 实质 与 前 面 所 给 的 单纯 形 法 〔〈 称 为 原单 纯 形 法 ) 相 
回 ， 但 适 代 的 过 程 略 有 不 同 。 记 瑚 = 日- 5， 雪 =cB 1 =e 帮 修正 单纯 形 法 只 需 存 贮 
m， 了 如 ，5,，， 节 省 了 存 贮 空间 ; 在 每 次 迭代 中 ,不 是 重新 计算 B -1!， 而 是 修改 且 -1-> 
中 ， 降 低 了 计算 量 : 在 计算 册 ， 瑟 时 直接 采用 了 原始 数据 ， 这 就 减少 了 计算 误 盖 。 

修正 单纯 形 法 的 选 代 算 法 : 

第 1 步 找 出 初始 可 行 基 中 ， 计 算 

下 ， 葬 =cph 旧 1 ， 瑟 = 吾 -15， 束 =c 及 (6.2.18) 
得 到 对 应 于 基 五 的 修正 单纯 形 志 ; 
第 2 步 计算 只 =maxiaci 一 elzri 非 苦 变量 | ， 确 定 下 标 吉 ， 选 择 zr， 为 进 基 变量 。 共 


cs0， 停 止 选 代 ， 得 到 最 优 解 x， = 


， 则 当 元 =0 时 ,人 是 原 LP 问题 的 最 优 解 ; 而 当 





了 于 
。 





寺 昌 和 
|- 司 : 旨 标 凋 数 最 优 值 =* -= =; 


人 
第 3 步 计算 吏 = 虽 由， 若 到 过 0， 停 止 选 代 ， 所 求 LP 阿 题 无 界 ， 
第 4 步 企 修 下 间 欠 形 去 的 右 负 深 加 一 列 | | ， 计 算 

1 荆 


1 7 


F 。 
-~ ”一世 11P 
得 款 


傅 定 下 标 上 *， 选 择 xp 为 离 基 变 量 ; 用 ar 代替 苦 中 的 as 后 得 到 新 的 基 呈 ; 

第 5 砂 以 为 主 元 进行 旋转 ， 即 对 修正 单纯 形 表 连同 添加 的 列 一 道 ， 和 做 行 变 换 ， 使 
添加 的 列 中 、 除 ix 化 为 1 外 ， 其 余 均 化 为 0， 这 时 了 原 对 应 于 基 吾 的 修正 单纯 形 表 就 化 为 对 
应 于 基 声 的 修正 单纯 形 表 。 返 回 第 2 步 。 

修正 单纯 形 法 丰 要 适用 于 利用 计算 机 求解 较 大 规模 的 线性 规划 问题 ， 对 稀 卜 的 线性 规划 
问题 旋 为 有 效 ， 市 不 适 于 手工 计算 线性 规划 问题 ; 原单 纯 形 法 主要 用 于 平 工 计算 较 小 规模 的 
线性 规划 问题 ， 

例 6.2.2 求解 线性 规划 问题 : 


[rnin 达 二 工 | 一 六 


! 


2 >0| (5.2.19) 
地 讨 











5 十 5 一 十 
< 1 二 ra 一 3 一 访 
0 人 = 5 
解 原 问题 为 标准 形式 的 线性 规划 问题 ， 可 以 调用 自行 编写 的 单纯 形 法 的 MATLAHB 程 
厅 求 解 【 见 第 5 节 后 的 附注 )， 得 到 最 优 般 为 : x* =(0,4,0,0,0) ， 最 优 目 标 值 z" = -8。 
三 、 线 性 规划 的 对 偶 理论 
每 个 工 P 问题 ， 都 存在 曙 一 个 与 它 密 切 关联 的 工 P 问题 ， 将 其 中 一 个 称 为 原 问 题 ， 简 记 
为 〈P)， 另 一 个 称 为 它 的 对 偶 问 题 ， 简 记 为 《DJ)。 它 们 是 由 同一 组 数据 4， 五 ，* 确定 的 
两 个 不 同 的 线性 规划 问题 。 线 性 规划 的 对 偶 理 论 通 过 研究 它们 可 行 解 之 问 的 联系 ， 拓 展 求 解 
线性 规划 问题 的 方法 。 
定 丸 6,2,3 将 一 对 线性 规划 问题 


:DieC iaX 到 中 
(P) 和 os。 [6.2.20) 
称 为 对 称 形 式 的 对 偶 规 划 ， 一 般 称 前 者 为 厚 问 题 ， 后 者 为 对 偶 问 题 ， 
TI EC 
(Ar 和 (也 _ (6.2.21 
| -0 本 汪汪 和 和 
称 为 非 对 称 形式 的 对 偶 规 划 。 原 问题 与 对 偶 问 题 之 间 关 系 见 表 6-1 ， 
表 6 和 1 
加 日 标 撒 式 加 《P) 恋 量 限 制 局 ) 行 的 来 
原 问 题 ! 7 mir 3 | 无 限制 
对 个 站 其 [7) TH8X 加 国 





么 问题 的 变量 限制 类 型 与 对 偶 问 题 的 行 约 柬 类 型 是 相对 应 的 ; 原 问 题 的 行 约 束 类 型 与 对 
倡 问题 的 变量 限制 类 型 是 相对 应 的 。 原 问题 与 对 侦 问 题 豆 为 对 偶 关 系 。 利 用 原 问 题 与 对 个 问 
题 之 问 的 天 系 ， 可 以 号 出 任意 一 个 线性 规划 的 对 偶 规 划 。 
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例 6.2.3 写 出 下 列 线性 规划 问题 的 对 侦 规 划 问 题 : 


TaX| 十 避 2 一 号 工 3 十 陡 j min 一 纺 立 | 一 日 Ta 一 了 工 3 

十 开 一 光一 5 一 二 Sr 一 513 
由 <6rj+7322373 一 rd 亿 。Srl 一 和 ro+107r3s20 

12| 一 昌 .Try 十 屿 七 ;十 日 T4 SU 1 一 wa 一 = 一 

Ta 7320 T1ss0，7a 之 0 


解 由 设 对 个 变量 为 由 ， 所 求 线性 规划 问题 的 对 偶 规 划 为 ， 
| minstei 十 总 rt 十 了 和 旋 3 
6 二 123 
jiT7az 9w3 之 2 

一 1 一 号 5 十 曙 到 3 一 了 
一 汪 o 一 S73 十 Do] 
TS:- 人 和 0 

G@ 设 对 偶 变 量 *， 所 求 线性 规划 问题 的 对 侦 规 划 为 : 
(max1531 二 2032 一 5333 
上 一 十 3 十 3 来 一 5 


一 71 二 103 一 33 二 一 
31s0， 史 2 实 0 
为 了 明确 了 对 个 LP 问题 最 优 解 则 的 联系 ， 给 出 对 称 形 趟 邓 避 问 题 416.2.20) 的 库 屿 - 
塔 克 茶 件 ， 簿 称 天 -T 条 件 。 
对 称 形 式 LP 问题 的 天 -了 条件 : 
1 47- 空 上 ， 交 之 0 
Ts， [6.2.221 
| (fr 一 Ai 二 = 
其 中 4r 衬 p，z 空 1 表示 满 足 原 问题 可 行 性 ; zwA 近 ec，z 关 0 表示 如 满足 对 偶 问 题 可 行 
性 rtAr 一 pear=D 称 为 工 汪 如 的 下 补 松弛 条 件 。 
定理 6.2.5 .r 是 对 称 形 式 线性 规划 问题 
NT 
5 了， 
节 优 解 的 苑 分 旦 必要 条 件 是 : 存在 双 ， 合 (rz” ，z) 满足 对 称 形 式 反 - 工 条 件 (6.2.22)。 
同样 将 非 对 称 形 式 的 LP 问题 写成 对 称 形 式 ， 可 得 到 非 对 称 形 坟 FP 问题 的 天 工 委 
件 。 请 读者 写 出 非 对 称 形 式 LP 问题 的 K-T 工 条 件 。 
所 为 对 个 的 工 PP 问题 ， 满 足下 列 定理 。 
定理 6.2.6 设 工程 io 分 别 为 对 眉 上 PP 问题 ( 忆 ) 和 (D) 的 可 行 解 ， 则 成 立 czr 姜 rop。 
定理 6.2.7 对 俑 工 P 问题 (P) 和 D) 都 有 最 优 解 的 充分 且 必 要 条 件 是 : 它们 均 存 
在 可 人行 解 ; 万 -方面 , 者 (PP) 和 【《D) 中 有 一 个 问题 无 界 ， 则 另 一 个 问题 必定 无 解 。 
定理 6.2.8 对 避 工 PP 问题 (P) 和 (DPp) 的 可 行 解 r ”与 邮 " 是 最 优 解 的 充分 且 必 要 条 
件 是 : cr =ta by 或 者 (zi ) 满足 扩 了 条件 中 的 互补 松 瑟 条 件 。 
了 5 


|- 本 和 32 加 3 袜 。 一 


(6.2.23) 





对 偶 问 题 具 有 一 定 的 经 济 学 意义 。 考 虑 标准 形式 线性 规划 问题 ， 
(PP (6.2.24] 
了 .ET 一 下 了 < 
将 工 P 问 题 (6.2.24) 视 为 提供 不 同 服 务 【z 关 0 的 过 程 ， 用 最 少 费 用 (mincr) 去 满 
足 顾 客 的 一 组 要 求 (Ar = 8)。 设 其 对 伪 问 题 的 最 优 解 为 zw” ， 若 顾客 的 要 求 变 为 《47 = 
+Ap)， 则 费用 将 增加 t ”Apa， 所 以 对 偶 最 优 解 在 经 济 上 称 为 影子 价格 。 
求解 LP 问题 时 ， 将 极 小 化 目标 函数 的 上 P 问题 视 为 原 问 题 (了 ) ， 首 先 确定 其 对 偶 问 题 
五) 的 可 行 解 ， 然 后 由 玫 卫 条件， 在 保持 对 偶 可 行 租 满足 互补 松弛 的 前 提 下 ， 经 过 迭代 亚 
步 满足 皮 问 题 囊 行 性 。 这 种 求解 线 竹 规划 的 方法 ， 称 为 对 偶 单纯 形 法 。 
定 兴 6.2.4 考虑 标准 形式 工 P 问题 的 对 香 问题 : 
CD)| max ze (6.2.25】 
可 
届 中 昆 4 的 一 个 基 , 记 各 =(59， Ni)， 相 应 的 ec = (cycewi， 则 称 z = Ci 是 
(6.2.25) 的 基本 解 ， 电 为 基本 解 对 应 的 基 ; 若 基 本 解 记 还 满足 ， rs 扫 cv， 则 称 w 是 


， | 
406.2.25) 的 一 个 基本 可 行 解 。 对 于 标准 形式 LP 问题 (6.2.24)?， 称 = [| 一 ， 提 
CS 


(6.2.24) 对 应 于 基 吾 的 基本 解 ; 妈 果 此 时 有 《= csB- 14 -cs0， 则 称 x 是 《6.2.24》 的 
一 个 正则 解 。 

显然 《6.2,.24) 的 正则 解 x 满足 约束 4x =， 检验 向 量 = coB -1A- cec 扫 0， 但 页 -一定 
满足 zx 之 0， 即 正则 解 不 一 定 是 原 LP 问题 的 可 行 解 ; 但 可 以 证 明 ， 正则 解 与 对 偶 问 题 
《6.2.25) 的 基本 可 行 解 由 = cb :是 一 一 对 应 的 。 

对 于 标准 形式 LP 问题 (6.2.24)， 对 侦 单 纯 形 算法 的 步骤 ， 

第 1 步 找 一 个 官 始 基 B， 使 ww = rc 虞 -1 是 初始 对 偶 基 本 可 行 解 ; 





第 2 步 计算 互 -= B-1p， 若 0， 停止 选 代 ， <= (0 是 LP 问题 (6.2.24) 的 最 优 
解 ; 否则 由 
右 . = minj 了 17=1.2 ,| [6.2.26) 
确定 下 标 *， 选 择 对 点 的 变量 rs 二 离 基 ; 
第 3 步 若 衬 001=1,2,…,2)， 停 止 选 代 ，LP 问题 (6.2.24》 无 解 ; 否则 由 最 小 比 


站 =min| 总 1an<0| (6.2.27) 


巨 上 | 过 

确定 下 标 不 ， 选 择 变量 r, 进 基 ; 

第 4 步 用 ax 代替 mr 得 到 新 的 基 矩 阵 哩 ， 计 算 记 =cB-1， 返 回 第 2 步 。 
根 记 其 - 工 条 件 ， 单 纯 形 法 和 对 偶 单纯 形 法 可 以 表示 为 : 单纯 形 法 在 保持 原 问题 (P) 

可 行 【 即 4r = 上 ， 裕 0) 和 满足 互补 松弛 条 件 ( 即 (ec - mh)z =0) 的 前 提 下 ， 经 过 碗 代 

满 正 对 外 ( 万 ) 可 行 【 即 wA 过 cj) 对 侦 单 纯 形 法 在 保持 对 偶 癌 题 (D 可 行 和 满足 互补 松弛 条 
件 的 前 担 下 ， 经 过 选 代 使 原 问题 (P) 可 行 。 

一 般 用 人 工 约束 法 求 出 对 偶 问 题 { 万 ) 的 初始 基本 可 行 解 。 

任意 选 定 原 LP 问题 (6.2.24) 的 一 个 基 日 ， 如 果 相 应 检验 向 量 上 = cpB 14 -cr 去 0 
则 对 人 慢 问 题 () 的 初始 基本 可 行 解 ww = cbB -1 理 则 上 有 大 于 零 的 分 量 ， 记 总 = max 1 
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构造 扩充 问题 : 
Diim 真一 Cr 二 CRTH 二 ww 
人 Na 
erw 十 荆 +1 二 只 
JEayNOa 1 
其 中 e=(l1,1, ,1 是 一 六 维 行 疝 量 ，M 是 很 大 的 正 数 。 
扩充 问题 的 基 变 晤 由 zy 和 .构成 ， 非 基 变 量 仍 为 xv， 选 择 r, 进 基 ，+, ， 离 基 ， 得 
到 扩充 问题 的 应 则 解 ， 再 用 对 偶 单 纯 形 法 求解 扩充 问题 ， 并 对 结果 进行 如 下 讨论 。 
傅 汪 上 右 扩 充 问 题 (6.2.28)》 无 可 行 解 ， 则 原 P 问题 (6,2.24) 也 无 可 行 解 ; 
情况 2 设 扩 充 问题 最 优 解 三 =+EeM， 对 应 日 标 值 g= 方 +MA。 
山 和 在 产 <0,， 则 原 LE 问题 无 界 ; 
巴 右 产 =0,， 则 三 为 诛 LP 问题 的 最 优 解 。 此 时 如 果 rz? -0， 则 工 是 最 优 基本 可 行 解 ， 
否则 ， 仿 MO=min 1 二 十 和， 一 下 1 十 AfufF" 也 是 最 优 基 本 可 行 解 。 
例 6,2.4 用 对 偶 单 纯 形 法 求解 线性 规划 问题 : 


Tininz 三 了 二 D 垃 | 十 急 交 y 





| 0zit+5zaso0 
110r 420z3 委 150 
[sx ss8，xz20 
解 ”所 求 线性 规划 问题 的 日 标明 数 系 数 大 于 零 , 可 以 调用 自行 编写 的 对 偶 单 纯 形 法 的 
MATLAB 程 求 和 解 【 乞 第 五 节 例 6.5.1)， 得 到 最 优 解 为 : *” = (6.4286,4.2857)I， 最 优 目 
标 值 * ”= 102.8571. 


第 三 他 无 约束 最 优化 方法 


下 面 两 节 ， 分 着 研 究 无 约 束 最 优化 和 约束 最 优化 的 方法 。 
一 、 无 约 东 和 晤 优化 问题 的 概念 
考虑 无 条 件 极 值 问题 : 
Min 站 人 一 【6.3.1) 
其 中 变量 x = {ziyzrz ziTER， 目标 函数 Fr(z) 是 x 的 非 线性 函数 。 
定 又 6.3.1 若 存 在 z ER 和 82>0， 使 得 YzEizr lzr-z <sl， 均 有 不 等 式 
天 (6 ,3.2) 
成 立 ， 则 称 * ”是 极 划 问题 (6.3,1) 的 局 部 概 小 点 ; 若 对 任何 的 r 和 ER， 上 述 不 等 式 都 成 
二 ， 则 称 rY 是 极 值 问题 (6.3.1)》 的 全 局 极 小 点 。 
在 非 线性 规划 片 题 中 ， 要 求 出 们 局 极 小 点 〈 即 整体 最 优 解 ) 是 困难 的 ， 一 般 只 能 求 得 它 
的 局 部 极 小 点 〈 即 启 部 最 优 解 )。 下 面 的 定理 给 出 了 无 约束 非 线 性 规划 的 最 优 性 条 件 。 
月 标 病 数 下 降 方 向 的 充分 条 件 ; 
定理 6.3.1 江上 数 帮 站 在 点 汪 E 民 处 可 微 ， 如 果 存 在 方向 并 下， 后 AD 
则 方 同 台 是 站) 在 点 主 处 的 下 降 方 向 ， 
局 部 极 小 点 的 一 阶 和 一 阶 必 要 条 件 ; 
定理 6.3.2 设 更 数 大 rr) 在 点 工 世 民 " 处 可 徽 ， 背 开 是 航 值 癌 题 mmFro) 的 局 部 极 小 
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点 ， 则 妆 上 六 示 ) = 及 ; 

定理 6.3.3 民 遇 数 六 z) 在 品 葡 和民 处 二 次 可 微分 ， 符 东 是 极 值 癌 题 min F(z) 的 局 部 
极 小 点 ， 则 立 关 去) 0 ， 且 海 塞 眠 阵 立 -二 示 ) 半 止 定 。 

局 部 极 小 点 的 一 阶 充 分 条 件 : 

定理 6.3.4 说 国 数 六 rr) 在 点 ER 及 处 二 次 可 德 分 ， 如 果 在 工 处 满足 Y_ Fr)=D 辣 时 
Y” 天 地 ) 正 定 ， 则 三 是 极 值 疝 题 minfz) 的 局 部 极 小 点 - 

定理 6.3.3 与 定理 6.3.4 的 区 别 仅 在 于 海 塞 抵 阵 闪 ”六 rr) 是 半 正 定 的 还 是 正定 的 。 对 于 
其 些 特 殊 问题 ， 还 可 以 得 齐全 局 极 小 点 的 充 要 条 件 

定理 6.3.5 设 f(z) 是 可 微 凸 函数 ， 则 太 是 全 局 极 小 点 〈 即 整体 最 优 解 ) 的 充分 必要 
条 件 是 六 ED)=0n。 

上 面 虽 然 列 出 了 无 约 东 问题 的 最 和 优 性 条 件 ， 但 是 对 大 多 数 实际 问题 ， 用 最 优 性 条 件 来 求 
解 是 很 转 难 的 ,一 般 采 用 选 代 法 求解 非 线性 规划 。 

选 代 法 的 基本 思 秀 是 : 从 最 做 点 的 一 个 初始 估计 全 出 发 ， 按 一 定 的 迁 代 规则 产生 点 序 
列 i ”=i2)， 使 月 标 满 数值 六 六 逐步 茂 小 ， 所 以 选 代 法 也 称 为 下 降 选 代 算 法 。 
当 序列 :z 和 全 | 蚌 有 限 点 列 时 ， 其 最 后 一 点 即 是 非 线性 规划 问题 的 最 优 艇 ， 当 1z490| 是 无 穷 
总 列 时 ， 其 极 眼 点 即 是 非 线性 规划 问题 的 最 优 解 。 

定 必 6.3,2 设 用 迁 代 法 求解 无 条 件 极 值 问题 (6.3.1)， 记 与 是 第 点 轮 欠 代 时 的 迭代 
点 , 太 是 第 六 轮 的 选 代 方 向 ,站 (5 芋 0) 为 第 下 轮 的 只 代 步 长 , 则 将 迭代 式 

下 [ 白 .3.3) 
称 为 基本 选 代 格式 。 

用 基本 大 代 格式 求解 非 线 性 规划 的 关键 是 : 构造 选 代 方向 入 和 确定 迁 代 砂 长 上 。 确 定 
步 民 可 以 通过 - 维 搜索 方法 进行 ;而 枸 造 选 代 方 向 的 不 同方 法 ， 会 得 到 不 同 的 算法 。 

储 选 挤 和 迭代 法 时 ， 需 昌 考 虑 它 的 收 敏 性 和 收 敏 速 庶 。 类 似 于 非 线性 方程 组 的 渤 代 法 ， 可 
以 用 局 部 收 伍 和 全 局 收 伍 表示 迁 代 法 的 收 笋 忻 ; 收 敏 速度 也 可 由 线性 收 策 、 一 次 收 伍 和 超 线 
件 收 妆 来 衡量 。 较 好 的 选 代 法 应 具备 全 局 收 伍 性 和 超 线性 收敛 速度 。 

二 、 一 维 搜索 方法 

在 基本 达 代 格式 6.3.3) 中 ， 如 果 已 知 > 拓 和 性， 则 步 綦 二 可 由 人 1 二 FT 二 
ze 的 极 小 值 确定 ， 即 : 

mino 人 ty 一 Fr 十 二 《6.3,4) 
这 种 确定 六 的 方法 称 为 一 维 搜索 。- 一 维 搜索 过 程 实质 上 就 是 求 函 数 gt 的 极 小 值 。 

定 兴 6.3.3 设 多 (是 区 间 [a,] 上 的 一 元 实 函 数 ， 若 存在 六 Eta 6， 便 p() 在 
区 间 .at ) 上 递 左 ;而 在 区 间 (7 ,加 ] 上 递增 ， 则 果 数 pt 称 为 区 间 [ae 5] 土 的 单 峰 
陋 效 ， 区 朵 [ee,5 称 为 函数 =fz) 的 单 峰 区 间 ， 

一 维 搜索 方法 分 为 两 类 ; 一 是 不 锅 要 求 导 运算 ， 适 用 于 单 峰 函 数 的 试探 法 ， 有 黄金 分 割 
渤 和 菇 波 那 契 法 ; 一 是 需 划 求 半 运 算 的 解析 法 ， 有 和牛 瑚 法 和 抛物 线 法 等 。 

所 衣 记 近东 ， 实 际 上 是 通过 晒 数 值 比较 ， 缩 小 包含 函数 极 小 值 点 的 区 间 ， 以 此 逼近 一 纵 
搜索 问题 tninefoi> Fr + 的 极 小 值 点 . 商 金 分 割 法 与 斐 波 那 契 法 的 计算 简单 ， 同 时 
可 以 确保 失 索 区 加 [we 名] 按 最 传 庄 峭 比 缩小 。 这 里 只 介绍 斐 波 那 丰 法。 

让 1 请 : 是 莫 波 那 帮 (Fibonacei) 数列 ， 即 满足 ， 
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了 = 了 1=|， | 三 了 十 了 .| (大 二 上 ,2 { 间 .3.5) 
辈 波 那 鼻 法 的 计算 步骤 如 下 。 
研究 一 维 搜索 辣 题 minoft) = 六 下 + 斌 人 )。 
第 1 步 给 定 补 始 区 间 [aa ，a ， 精 度 要 求 上 >0， 置 人 >0, 并 =1， 用 玉 之 (5 一 ax 
确定 迭代 次 数 > 和 试探 点 : 





-ai+ 全 20-an， ait 
计算 ea4) 和 呈 CRT)a 
第 2 比 捷 oA>PCaAk) 转 第 3 砂 ; 否则 ， 转 第 4 步 。 
第 3 步 今 mi1= 如 Bi 三 站 ， 计 算 : 
4 二 1 
行业 -~ 有 1， 转 第 6 步 ; 否则 令 pf -=el)， 计 算 ofy)， 转 第 5 步 。 
党 4 步 全 ii 二 人 六 + 二， 计算 ， 
AtT 二 GkrT 二 ARR1 
荷 &=72 -1， 转 第 6 步 ; 否则 令 CA 一 人 (5)， 计算 of 1)， 转 第 5$ 步 。 
常 3 步 置 &=A+1， 转 第 2 步 。 
第 1 落 置 1 = 1，h=A +3S， 计 算 pf 人 AT 和 op 下 oO， 今 
ca 否则 令 a=e ii 总 =As 停止 计算 ， 取 极 小 点 上 =(a 十 丰 )7A2。 
一 维 搜 索 法 的 牛顿 法 实际 上 是 -种 适 代 方法 ， 选 择 待 搜索 函数 eg( 二 在 点 六 处 的 二 阶 泰 
惑 展 开 式 的 级 小 点 作为 新 的 选 代 点 ， 直 到 满足 精度 要 求 | po" (aa)|<e。 扫 物 线 法 则 是 一 种 揪 
值 方法 ,用 待 搜索 函数 p( 在 寺 个 不 同 点 处 函数 值 构造 的 二 次 多 项 式 极 小 点 作为 ef 区 的 近似 
髓 小 扣 ， 近 步 缩 短 区 间 的 长 度 。 
通过 … 维 搜索 可 以 确定 基本 迁 代 格式 中 的 选 代 步 长 让， 下 面 将 研究 如 何 构造 使 目标 国 
姓 倘 下降 的 大 代 方 同 二 。 
例 6.3.1 用 Fibonacci 法 求 单 峰 末 数 A(z)= rzr2-sinzr 在 区 间 [0,1] 内 的 最 小 值 。 


解 选择 计算 精度 ge=10“， 由 所 ,之 (6 =- atjxe， 计 算 相 应 的 Fibenacei 数 ， 由 此 确定 
开关 ]， 


具体 计算 结果 见 瑚 6-2。 











表 0-2 
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最 后 求 出 最 小 值 点 的 为 =0.45016， 最 小 值 为 上 = -0.23247 。 与 精确 值 的 误 疙 非 


三 、 最 速 下 降 法 与 牛顿 法 

负 樟 度 方向 和 牛顿 方向 是 两 个 最 常见 的 下 降 方向 ， 基 于 这 两 个 方向 ， 可 以 构造 无 约 东 问 
题 的 最 速 下 降 法 和 牛顿 法 。 

最 速 下 降 法 是 柯 西 首先 提出 的 ， 其 基本 思想 是 :从 选 代 点 出 发 ， 沿 目标 函数 值 的 最 速 下 
降 方向 进行 一 维 搜索 ， 求 出 新 的 选 代 点 ， 直 到 找到 局 部 极 小 点 或 满足 精度 要 求 。 

定理 6.3.6 给 定 无 约束 极 小 值 问题 minf(z) 的 迭代 点 r， 则 此 时 函数 fx) 的 最 速 
下 降 方向 为 才 = 一 立 FzrtD)。 

证 ” 设 选 代 点 rz “处 一 个 单位 下 降 方向 只， 则 函数 Fz) 沿 方向 必 的 变化 率 为 : 
lm 区 2 二 二 大 一 (VCzG)JT (6.3.6) 


了 一 用 


显然 最 速 下 降 方向 可 以 由 下 面 线性 规划 问题 的 最 优 解 确定 ， 
mninf FUztt)]Idz 


6.3.7 
[tl =1 ) 
对 于 了 工 忆 问题 46.3.7)， 由 于 : 
上 Fr 有 TYRFztol zl= Fozreoy | (6.3.8) 
一 7 
所 以 (VD 人 -| YFOzrt) 下 ,于 是 二 = T 人 和 人 为 最 速 下 降 方向 。 
(证 毕 ) 
最 速 下 降 法 的 选 代 公 式 为 : 
证 人 0 十 下 
二 一 人 (6.3.9) 


mn + 

求解 无 约 东 非 线性 规划 (6.3.1) 的 最 速 下 跨 法 计算 步骤 如 下 。 

第 1 步 给 定 初 始 选 代 点 rx 吕 ， 计 算 精 度 se>0， 置 到 =1， 

第 2 砂 确定 搜索 方向 ; 计算 斑 = 一 YFCrto)s 

第 3 步 ”检验 和 一 维 搜索 : 著 ‖YFztc) | <s ， 则 停止 迁 代 ，x65 为 所 求 近似 极 小 
点 ; 否则 ， 从 点 zt 的 出 发 沿 方向 二 作 一 维 搜索 ， 确 定 步 长 和 ， 

扩 ED)=minF(z 人 + 《6.3,.10) 

第 4 步 更 新 碗 代 点 : 令 荆 = +ad， 置 有 = 天 +1， 转 第 2 步 。 

最 速 下 降 法 的 特点 是 : 方法 简单 ， 选 代 所 需 存 储 空 间 较 小 ; 但 由 于 相 邻 两 个 选 代 方 向 是 
相互 牌 直 的 ， 即 趋 于 极 小 点 的 选 代 沿 着 正 交 方 向 进行 ， 仅 具有 线性 收敛 速度 。 因 此 最 速 下 隆 
法 适宜 计算 过 程 的 前 期 选 代 ， 当 接近 极 小 点 时 ， 可 改 用 其 他 更 有 效 的 方法 。 

午 顿 法 的 基本 思想 是 : 在 选 代 点 办 近 ， 用 二 次 多 项 式 近似 表示 目标 函数 ， 选 择 从 和 渤 代 点 
措 辐 读 二 次 多 项 式 极 小 点 的 方向 选 代 方向 ， 进 行 一 维 搜索 ， 得 到 新 的 选 代 点 。 


构造 牛顿 只 代 方向 为 : 
二 (6.3.11) 
牛顿 法 的 只 代 会 式 为 : 
六 
人 (6.3.12) 
mi 


] 8 





求解 无 约 东 非 线 性 规划 (6.3.1) 牛顿 法 的 步骤 与 最 速 下 降 法 类 似 。 请 读 考 自行 写 出 。 
实际 上 , 式 (6.3.12) 给 出 的 计算 公式 称 为 阻尼 牛顿 法 ; 牛顿 法 本 进行 一 维 搜索 ， 直 接 
由 = 人 + 二 确定 新 的 撑 代 点 。 阻 尼 咎 顿 法 的 特点 是 : 迭代 点 在 极 小 点 附近 的 收 敏 
速度 较 快 ; 但 此 时 立 2 A(zt) 的 计算 量 和 存 贮 量 较 大 ， 有 时 项 言 YV2ffzrto) 不 可 北 。 为 
了 殉 服 这 些 瞧 点 ， 握 出 了 下 面 的 拟 牛 顿 法 ， 
四 、 拟 牛顿 方法 
拟 牛 顿 法 的 基本 思想 是 : 按 一 定 规则 产生 一 个 对 称 正 定 第 阵 召 , ， 取 代 阻 尼 牛 顿 法 中 的 
搜 阵 立 “Ar 选 代 方 向 可 以 由 
< 下 一 一 有 TV) (看 .3.13] 
确定 。 如 果 令 下 = 瓦 ， 就 得 到 前 面 介 绍 的 最 速 下 降 方向 ; 令 下 = YIzt0) ! 就 得 到 牛顿 
方向 。 前 音 收 委 太 香 ， 后 者 计算 量 太 大 。 
为 了 使 拟 牛 疗法 保留 牛顿 选 代 收 伍 速 度 局 的 优点 ， 和 于 阵 有 喇 应 该 具有 2Fzt) :的 某 
些 特征 。 类 人 于 非 线 性 方程 组 的 拟 牛 顿 法 ， 了 B: 满足 拟 牛顿 方程 ， 
县 :1 上 2 站 .3, 14) 
其 中 Azrs 一 了 tt 日 一 性 ， 内 一 Vizr -Ya 为 了 便于 计算 ， 一般 选 择 
如 ,= 王 ， 采 用 旗 阵 修正 的 方式 改进 召 ;, ， 即 : 
有 呈 :+ 且 十 辣 吾 ， 《和 .3.15) 
营 见 的 有 两 种 构造 瑟 的 方法 。 一 是 由 Davidon 提出 ， 后 经 Fletcher 和 Powell 改进 ， 称 
DFP 法 或 变 扩 度 法 。DFP 法 的 和 代 公式 为 : 
AAA 再 :Ag 人 ASB 
1 AglBLAgt 
廊 一 个 是 由 Broyden ，Fletcher， Gocldfarb 和 Shanno 共同 提出 的 ， 称 为 BFGS 法。 其 达 代 
全 起 为 : 





(6,3,16) 








由 内 册 cr 工 工 . 工 
Bt-|E- 证 上 间 | 二 下 亲 人 


Ar 全 避 4 六 了 AS Ar AR 
vv 拟 咎 顿 方法 求解 无 钓 韦 非 缆 姓 规划 3 TY 的 计 笛 毕 亚 - 


[6.3.17) 


效 的 方法 之 一 。 


五 、 共 暂 梯 度 法 
定义 6.3.4 设 和 4 是 #* 阶 对 称 正 定 矩 阵 ,， 若 民 * 中 的 两 个 方向 如 和 人 满足 : 
(ea 一 (6.3.20) 
则 称 这 两 个 方向 关于 上 革 红 : 若 民 " 中 的 并 个 方向 Gd 晤 pp 怀 关 于 4 两 两 共 生 ， 即 ， 
(大 1 4 =0， ii 到) (三 ,3.21 ) 


则 称 这 组 方 回 是 4 共 氏 的 ， 或 称 它们 是 和 的 丰 个 共 辆 方向 。 
葵 斩 梯 度 法 是 基于 共 斩 方 向 的 选 代 算法 ， 它 的 基本 思想 是 : 将 最 速 下 降 法 与 共 屿 方向 相 
顷 合 ， 和 迭代 时 按 某 种 规则 析 造 一 组 共 印 方 回 作为 选 代 方 疝 ， 选 代 点 沿 这 组 方向 依次 搜索 ， 得 
到 新 的 达 代 点 。 
最 贡 用 的 共 箔 方向 构造 方法 是 由 Fletcher 和 Reeves 首先 提出 的 ， 故 称 为 FR 共 斩 梯 度 法 。 
(@= 一 立 FOy0)， < 
F 【此 十 
8 ，A<s | 
FR 共 簿 梯度 法 求解 无 约束 非 线 性 规划 (6.3.1) 的 计算 步骤 
第 1 步 给 定 初 始点 zx 和 计算 精 麻 =>0; 置 y=zD，d= 一 Yo 二) =] 
第 2 步 基站 YF3o 过 ss， 停止 选 代 ，ze = 0 是 近似 极 小 点 ; 罕 则 有 愉 选 代 点 
y 出 发 ， 沿 方向 五 作 一 维 搜索 ， 确 定 步 长 上 ， 使 
+ 一 minF(y 7 + (6.3.23) 
再 今 时 
第 3 步 若 j< rz， 转 第 4 步 : 否则 ， 转 第 $ 步 。 
第 4 些 计算 了 F(y0r0)， 8 二 二 YA 一 ) 二, 令 选 伐 方向 直 14 
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站 了 7=J+1， 寺 第 2 步 : 

第 5 步 今 tt 一 汐 mt) ， 3 一， dlI= 一 了 FwD)， 开 一 开 十 工 ， 了 = |， 转 第 2 步 。 

奉 目 标号 数 关 zx) 是 正定 二 次 表 数 ， 则 FR 共 斩 梯 度 法 在 有 限 步 内 必定 可 以 达到 最 优点 。 
FR 共 琵 梯度 法 的 特点 是 : 具有 超 线性 的 收 伍 速 度 ， 方 法 简单 ， 质 需 的 存 贮 量 少 ， 对 维 数 较 
大 的 问题 电 为 适用 。 

求解 无 约束 非 线性 规划 的 方法 ， 除 了 最 速 下 降 法 ， 和 牛顿 法 ， 拟 牛顿 法 和 共 胰 梯度 法 等 解 
析 方 法 外 ， 还 有 上 所谓 的 直接 法 ， 即 采用 固定 的 选 代 方 向 ， 通 过 不 断 缩 小 步 长 ， 膛 近 极 小 值 
点 。 直接 法 的 渤 代 方法 简单 易 行 ， 但 其 收敛 速度 较 慢 。 

例 6.3.2 用 ER 共 印 梯度 法 求解 min7(z zz)=(zl-2)4+(z -2zr)2， 取 初始 点 
xs= (0,3) ， 表 6-3 给 由 了 各 次 迁 代 的 有 具体 数值 。 随 着 选 代 的 继续 ， 将 图 渐 趋 向 于 最 优盘 
*xY ”=(2,1) 
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第 四 节约 束 最 优化 方法 


一 、 约 束 最 优化 问题 
定义 4.4.1 将 约束 最 优化 模型 
jmin 帮 ) 
人， 
称 为 约 东 最 优化 问题 的 一 般 形 式 ， 今 : 
号 = 17|8zr)200=12 ZJ)=0O = 2 《6.4.2) 
称 集 合 S 为 约束 最 优化 问题 《6.4.1) 的 可 行 域 ; 可行 域 S 中 任 一 点 称 为 式 6.4.1) 的 可 
利用 可 行 域 的 概念 ， 约 束 最 优化 问题 (6.4.1) 又 可 写成 : 


16.4,1) 





min 关 之 ) 
.fc (0.4 .31 
有 时 为 了 方便 起 抑 ， 可 以 将 约 东 最 优化 模型 中 的 约束 条 件 写 成 等 式 和 不 等 式 形式 ; 
min Fr) 
3) 6.4,41) 


0 =.2) 
定义 6.4.2 设 给 定 约束 最 优化 问题 (6.4.3)， 其 目标 函数 F(z) 是 定义 在 Rs 上 的 实 值 
函数 ，z ES 是 可 行 域 S 的 内 点 ，z 是 非 零 向 量 ， 如 果 存 在 数 98>0， 使 对 每 个 六 EL0 ,全 ) 
都 有 


有 zt) (6.4.5) 
则 称 & 是 目 标 函 数 Az 在 点 z 避 处 的 下 降 方向 ; 若 F(z) 可 徽 ， 则 条 件 (6.4.5) 可 写成 ， 
zincS 且 FazeTO<D (6.4.6] 
将 可 徽 郴 数 Afz ) 在 点 z 避 处 所 有 下 降 方向 用 集合 
Fo=i|dzl7FOrxJI<0O ES| (6.4.7) 


衣 示 ， 称 为 疙 ) 在 点 rt 处 的 下 降 廊 向 集合 。 
ct 表示 可 行 域 S 的 边界 ，r 2E ci3， dd 是非 零 向 量 ， 如 果 存 在 数 8S>0， 使 对 每 个 
人 二 人 10O, 人 SS) 都 有， 
zi +TAaES (6.4.8) 
则 称 4 是 集合 S 在 ”处 的 可 行 方向 。 对 于 集合 S 内 部 的 点 ， 则 任何 方向 都 是 可 行 方向 。 
将 S 在 z 和 处 所 有 可 行 廊 向 用 集合 
万 = dz EeeS,d 天 0, 存 在 8B>0, 当 )E00.3) 时 ,zt+ 和 ES| (看 ,4.9) 
表示 ， 称 为 集 台 SS 在 z 9 处 的 可 行 方 向 锥 。 
T8S 


约束 最 优化 问题 的 最 优 性 条 件 ， 

定理 6,.4,1 设 约束 最 优化 问题 (6.4.3) 的 可 行 域 S 事 R" 非 空 ，zE SS， 目标 困 数 
六 ) 在 工 处 可 知 ， 契 开 是 式 〈6.4.3) 的 局 部 瓜 小 操 ， 则 三 处 的 下 降 方向 集 和 可 行 方向 集 
满足 


Fi 门 疡 = 贞 【6.4.10) 
定 光 41.4.3 考 虚 约束 最 优化 问题 (6.4.1)， 其 可 行 域 为 ; 
一 zz|BCzJ2B0 =1 2 【6.4.11) 


设 z 如 ES 是 可 行 点 ， 称 满 足 gitzc)=0 的 约 东 为 点 zt 处 的 起 作用 约束 ; 而 满足 
gifre 0 的 约 东 ， 称 为 不 起 作用 约 东 ; 称 集 全 


[= 有 re (6.4.121 
为 起 作用 约 东 指标 集 。 在 zt 处 的 可 行 壤 向 仅 受 起 作用 约束 的 限制 ， 记 为 ， 
G0= | di 有 古人 0 [6.4.13) 


基于 不 等 式 约 东 的 约束 最 优化 问 题 (6.4.1》， 有 以 下 结论 : 

定理 6.4.2 设 r'9 是 约束 最 优化 问题 【6.4.1) 的 可 行 点 ， 和 集合 了 工 是 xz 的 处 的 起 作用 
约束 指标 集 ， 在 六 Fr)，p(r) ET) 在 xz 处 可 徽 ，gfz) (人 区 ) 在 zt 处 连续 ，r 人 0 
十 去 4.4.14) 的 局 部 极 小 点 ， 则 Fu 用 G= 风 。 

定理 6.4.3 设 z 避 是 约束 优化 问题 (6.4.1) 的 可 行 点 ， 集 合 工 为 zx 恒 处 的 起 作用 的 
更 指 标 ，Jfz)， gz)tiET) 在 zx 处 可 徽 ， gzrzy0 宫 ) 在 曲 处 连续 
YECzDiET 线 性 无 关 ， 若 x0 是 式 (6.4.1) 的 局 部 极 小 点 ， 则 存在 由 六 0 ie 及 
满足 ， 

VC -> 号 ) = (6.4.14) 
了 了 

式 《6.4.14) 称 为 约束 最 优化 问题 的 库 因 - 塔 克 条 件 。 

求解 约束 最 优化 问题 的 基本 方法 分 两 类 。 一 是 可 行 方向 法 ， 其 基本 思想 是 ， 从 某 可 行 占 
出 发 ， 油 下 降 的 可 行 方向 进行 一 维 搜索 ， 求 出 使 目标 函数 值 减 少 的 新 可 行 点 。 二 是 惩罚 函数 
法 ， 瑟 的 基本 思想 是 : 将 约 永 最 优化 问题 转化 为 无 约束 最 优化 问题 求解 ， 邯 对 不 可 行 点 施加 
大 的 惩罚 因子 ， 或 设置 障碍 阻止 迁 代 点 靠近 可 行 域 边 界 ， 确 保 迷 代 点 留 在 可 行 域内 。 

下 面 分 别 介绍 这 两 种 方法 。 

二 、 本 行 方 向 法 

为 了 方便 起 见 ， 考 虑 在 线性 约束 下 的 最 优化 问题 

min 六 六) 
7 
其 中 下 阵 4 wx， 可 行 域 3S= 1 下。 

Zoutendijk 方法 是 一 种 基本 的 可 行 方向 法 ， 其 基本 思想 是 ， 利用 构造 的 煞 性 规划 问题 ， 
确定 式 (6.4.15)》 的 下降 可 行 方向 ; 将 条 件 一 维 搜索 转化 为 无 条 件 一 维 探 索 ， 确 定 下 一 个 闪 
代 点 。 

定理 6.4.4 最 优化 问题 〈6.4.15) 的 约束 条 件 在 z 避 生 S 处 分 解 为 ， 

141 ( 风 ， 


间 = | = 间 (6.4.16) 


(6.4.15) 


了 8 


其 中 47 后 = 和 和 Ar>a， 则 非 零 向 量 本 是 z 的 处 的 可 行 方 向 的 充 要 条 件 是 : 


上 110 (6.4.17) 
在 z 对 处 构造 如 下 线性 规划 问题 ， 确 定 下 噬 最 快 的 可 行 方向 。 
minw je 工 训 
| (6.4.18) 
一 1 冬 才 入] 三 1 2 


若 线性 规划 问题 (6.4.18) 的 最 优 和 解 入 满足 祥 太 Eeec0， 则 二 为 zx 处 下 降 最 快 
的 可 行 方向 ; 着 Y 大 关 ) 乓 =0， 则 zt 是 约束 最 优 北 问题 (6.4.15) 的 库 恩 - 开 克 点 。 

确定 针 代 点 z 生 处 的 下 降 可 行 方向 王后 ， 选 代步 长 可 由 以 下 方法 确定 ， 

记 <= 轨 -Ar 0，7sA:d， 计 算 


1 -| 0 (6.4.19) 
mint5zm<0i， 其 他 
确定 欠 代 步 长 的 一 维 搜索 可 以 转化 为 无 条 件 -- 维 探索 
,Inin 大 (十 二 下 [6.4.20) 


它 的 最 优 解 大 即 为 二 ”处 的 选 代步 民 ， 

根据 式 46.4,18)、 式 (6.4.19) 和 式 (6.4.20)， 不 难得 到 求解 约束 最 优化 问题 《6.4.15) 
的 Zourendijg 可 行 方向 法 步骤 。 

Rosen 棉 度 投影 法 是 荔 一 种 可 行 方向 法 ， 其 基本 思想 是 ， 从 可 行 点 zt 出 发 进行 造 伐 ， 
若 Y “在 可 行 域 S 的 内 部 ， 则 沿 负 梯 度 方向 进行 一 锥 搜索 ; 若 xz 在 可 行 域 S 的 边界 上 ， 
则 先 将 负 梯 度 方 向 投影 到 边界 上 ， 肯 沿 该 投影 方向 进行 一 维 搜索 。 

定义 6.4.4 设 工 是 约 东 最 优化 问题 (6.4.15) 可 行 域 的 边界 点 ， 对 和 矩阵 4 和 向 量 卢 





分 块 : 
41 ， 
和 
册 : 已: 
满足 41 工 = 二 和 4A 示 >5， 设 4 行 满 秋 ， 令 : 
王 = 王 -4 和 1 【6.4.21) 


显然 对 任意 的 ?ER 都 有 Ai(Cpy)=0， 即 已 将 任何 向 量 y 投影 到 矩阵 4， 的 零 空 间 ， 或 者 说 
投影 到 可 行 域 的 边界 上 ， 所 以 称 呈 为 投影 矩阵 。 

下 面 介 绍 如 何 将 负 梯 度 方向 投影 到 边界 上 。 

定理 6.4.5 设 zx“ 是 约束 最 优化 问题 (6.4.15) 可 行 域 的 边界 点 ， 且 FF(zt9 二 0 
对 和 抵 阵 4 和 向 量 志 按 式 (6.4.16) 分 块 ， 王 是 由 式 (6.4 .2 1 定义 的 投影 矩阵 。 计 算 
PPw Fr yy， 则 

人 行 玉 Fr) 天 0, 则 令 : 

地 一 一 上 下 史 Fr 人 (日 .4 .221 

即 为 点 二 ”处 的 下 降 可 行 方 向 ; 

已 和 在 卫 Vzee)=0 先 仿 ， 


于 人 1 有 所 二 16.4.23) 


行 冯 s20， 则 ”是 剖 题 (6.4.15) 的 库 恩 - 卉 克 点 ;否则 设 去 表示 从 生 ; 中 去 掉 也 的 
190 


负 分 量 对 庶 行 后 得 到 的 矩阵 ， 上 峙 令 : 
~ ( 石 , 和 .24 1) 


则 二 = 一 五 立 存 (ze 为 点 妆 和 处 的 下 降 可 行 方向 。 

定理 6.4.5 中 ,4 天 g 表 示 tz 中 有 非 负 分 量 ; 和 否则， 表示 zi 全 是 负 分 量 。 

确定 和 下降 可 行 方向 后 ,一 维 搜索 方法 与 前 面 的 Zoutendijk 可 行 方向 法 的 一 维 搜索 方法 相 
回 。Reosen 梯度 投影 法 的 计算 步骤 略 。 

Rosen 梯度 投影 法 在 确 息 下 降 可 行 方 襄 时 ， 由 于 不 必 求 解 线性 规划 问题 ， 因 此 比 Zou- 
rendijg 了 可行 方向 落 的 计算 量 小 ， 故 计算 效果 较 好 。 虽 然 这 里 介绍 的 方法 都 是 求解 线性 约 京 
最 忧 化 问题 的 ， 但 是 可 以 将 这 些 方法 推广 到 非 线 性 约束 问题 中 去 。 

三 、 短 罚 函数 法 

对 于 一 般 的 约束 最 优化 问题 (6.4.1)， 介 绍 两 种 具有 全 局 收 敏 性 的 惩罚 函数 法 ， 

自 先 介绍 的 而 函数 法 ， 也 称 为 SUMT 外 点 法 。 它 的 基本 思想 是 : 根据 目标 画 数 和 的 东 
条 件 ， 构 造 含 有 繁 罚 项 的 增 广 日 标 函 数 ， 也 称 为 竹 罚 函数 。 在 问题 (6.4.1) 的 可 行 扣 处 ， 
增 广 目标 值 等 于 原 目 标 值 ; 在 不 可 行 点 处 ， 增 广 目标 值 等 于 原 目 标 值 加 上 一 个 很 大 的 惩罚 
珊 。 通 过 求 贰 以 惩罚 函数 为 上 日 标 函 数 的 无 约束 问题 ， 可 以 确保 极 小 值 只 能 存在 于 原 问题 的 可 
行 域内 ， 所 以 无 约 昌 问 题 的 极 小 值 ， 就 是 约束 最 优化 问题 (6.4.1) 的 极 小 值 。 

对 于 约 划 最 优化 问题 《6.4,1)， 定 立 增 广 目标 获 数 为 ， 

FT 所 二 ) 二 PPfr) 《得 ,二 ,25) 
其 中 ma 是 很 天 的 正 数 ， 称 为 惩罚 因子 ，ppPtxz) 称 为 惩罚 项 ，P(x) 称 为 征 罩 函数 ， 


P(zr) = 2 [minl0,g(x) 和 1 《6.4.26) 
求解 约束 最 优化 问题 16.4.1) 的 罚 函 数 法 计算 步骤 ， 
第 东 给 定 初 始点 z”，， 初 始 惩罚 因子 xi ， 罚 因子 放大 系数 <c>0， 计算 精度 es >0 
置 束 =]1; 
第 2 步 以 z4 为 初 值 点 ， 求 解 无 约束 最 优化 问题 
IE 一天) AP 【日 ,十 .27) 
其 中 PCzr) 的 表达 式 由 式 (6.4.26) 给 定 ， 将 式 〈6.4.27) 的 极 小 点 记 为 rt+D ， 
第 3 步 若 paPtz 人 Se ， 则 ee 人为 近 做 极 小 点 ， 停 止 闪 代 ; 
否则 ,， 令 As1= cy 天 = 二 1， 转 第 2 步 。 
需要 指出 的 是 ， 在 算法 中 惩罚 因子 几 对 算法 的 计算 量 有 较 大 影响 ， 大 上 本 小 ， 则 增 广 
日 标 请 数 的 极 小 点 可 能 远离 原 问题 极 小 点 ; 车 mu 太太 ， 则 将 给 求 增 广 目标 函数 的 极 小 值 增 
加 困难 。 一 般 来 说 ， 放 大 系数 在 5-10 之 间 。 
罚 曙 数 法 实际 .上 是 通过 对 可 行 城 以 外 的 点 附加 -- 个 惩罚 项 ， 迫使 被 小 点 只 能 存在 于 可 行 
域内 。 订 时 可 以 看 出 ， 符 到 胃 数 法 是 将 原 约 东 最 优化 问题 转化 为 一 系列 无 约束 问题 求解 。 
第 二 种 是 障 厚 数 法 ,也 称 为 SUMT 内 点 法 。 它 的 基本 思想 是 ， 根据 月 标 三 数 和 约束 
曙 数 ， 构 造 会 有 障碍 项 的 增 广 目标 冰 数 ， 也 称 为 障 得 梢 数 。 在 选 代 过 程 中 ， 对 企图 腊 离 可 行 
左 的 点 设 痢 障 帮 ， 以 迫使 选 代 点 保持 在 可 行 域内 ， 并 利用 障碍 冰 数 的 极 小 值 点 ， 逐 步 通 近 原 
问题 的 极 小 止 点 。 


也 了 


对 于 约束 最 优化 问题 (6.4.1)， 定 尽 增 广 目标 困 数 为 ， 
Frz= 拓 了 +YEBG7) [6.4.28) 
其 中 > 是 很 小 的 正 数 ， 称 为 障 骨 因子 ; ?8(z) 称 为 障碍 项 ; (z) 称 为 障碍 函数 : 


B(z) = > (lgi(z)) (6.4.29 


或 及 ( 定 ) = 一 > oggi(z) 【6.4.30) 


了 式 (6.4.29) 称 为 分 忒 障碍 果 数 ; 陈 (6.4.30) 称 为 对 数 障 三 晤 数 。 
求解 钓 划 最 人 钛 化 问题 (6.4.1) 的 障 得 国 数 法 计算 步骤 : 
第 1 步 给 定 初 始点 *') ,初始 障碍 因子 | ， 障 碍 因子 缩小 系数 BE (0,1 )， 计 算 精 度 
E m> 有 人， 半 开 =1; 
第 2 步 以 工 ” 为 韧 值 点 ， 求 解 无 约束 最 优化 问题 
minE 三 拓 区 十 因 且 ( ( 石 .4 .31 ) 
其 中 中 (z) 的 表达 式 由 式 〈6.4.29) 或 式 (6.4.30) 给 定 ， 将 式 (6.4.31) 的 极 小 
点 记 凋 工作 下 
第 3 步 若 jBfzeerb)ses， 则 二 4+0 为 近似 极 小 点 ， 停 止 选 代 ， 
否则 ， 令 六 1 三 记 R=+1， 转 第 2 步 。 
类 似 玉 图 数 法 ， 障 碍 因子 六 越 小 ,问题 (6.4.31) 的 最 优 解 就 越 接 近 原 问 题 的 极 小 点 ; 
但 六 杰 小 ， 会 对 式 【6.4.31) 的 求解 带 来 很 大 的 困难 。 
障 得 晃 数 法 与 吧 玫 数 法 是 处 理 非 线性 约束 最 优化 问题 的 有 效 方法 。 但 是 在 计算 过 程 中 
会 因为 惩 多 因子 几 太 大 或 障碍 因子 办 太 小 ， 导 致 增 广 且 标 函 数 病 态 ， 带 来 计算 上 的 
十 难 。 


第 五 字 ”利用 数学 软件 求解 最 优化 问题 


前 面 介绍 了 求解 最 优化 问题 的 基本 方法 ， 现 在 进一步 研究 如 和 何 借助 于 数学 工具 软件 ， 不 
编程 或 少 编程 ， 尽 可 能 运用 函数 调用 来 实现 这 些 方法 。 主 要 介绍 使 用 MATLAB 软件 和 调 四 
LMSL 程序 库 求解 最 优化 问题 。 

一 、 用 MATLAB 软件 求解 量 优 北 问题 

在 MATLAB 软件 中 ， 有 一 个 专门 的 最 优化 工具 箱 〔Optimization Toolhbox) 可 以 用 来 解 
次 最 优化 问题 。 其 中 本 数 linprog 用 于 求解 线性 规划 问题 ， 其 调用 形式 为 ， 

x=jinprogtfi Ab,Aeq,beq,lh,ub,x0,options) 
盟 数 fminbnd 用 于 进行 一 维 搜索 ， 其 调用 形式 为 ， 
x = fninbnd(fan ,xl ,x2 ,options】 
国 煞 fminunc 和 fminsearch 用 于 求解 无 约束 最 优化 问题 ， 它 们 的 调用 形式 分 别 为 ， 
X = frminunctfun,x0 ,options) 和 x= fminsesrchffun ,xn ,OP1ions ) 
阴 数 fmincon 用 于 求解 约束 最 优化 问题 ， 其 调用 形式 为 : 
= fmincontfuny,x0 ,点 ,b, 和 eg,beq,lb,ub,nonlecon,options) 

此 外 利用 MATLAB 编程 容易 的 特点 ， 还 可 以 自行 编制 单纯 形 法 ,对偶 单纯 形 法 等 
程序 。 

例 6.5.1 求解 线性 规划 问题 : 

了 2 


mimz 一 3 巡 | 本寺 工 y 十 亲 工 3 
5 十 37 二 3373 
ti 十 Ta 十 工 3-2 提 


租 ”约束 条 件 的 系数 怎 阵 4 与 右 端 需 请 为 : 


4-1 2 | ， 
2 2 1 广 


方法 1 调用 函数 linprog 求解 。 
在 MATLAB 命令 窗口 中 输 人 命令: 

f=[33455] :AAA= 一 [1232213b= 一 5536 

]b = zerosf3 ,1 

| x ,zyexitfiag ,outbput ,latmbda] = tnprogti, Ab,5 .LI],lb) 
就 可 得 到 所 求 线性 规划 问题 的 解 ， 


xX= 工 .0000 
< .0000 
.OU0UbU0 

z 二 11.0000 


方法 2 编写 对 偶 单 纯 形 法 程序 求解 : 
funmetionl xzyilag,iter]= dsimplex(AaA0,b0,c0) 
[mnj=asizefA0)y;p=n+l:n+minb=n+m+1i 
Ab=[-A0,eyefm],-b0jjic= [on0,zeros(l,tmy]iw= 一 Ci 
iter 一 03;Lbr,r]= tminfAbf: nb)y); 


while(br<D) 
jter= itet 十 上 ;ar 三 和 br 5XS hf 划 a 区 一 个 ; 
for 1 三 二 ; 
许 ai 计 雪 人 twfiyxar(iy itxs XS 一 ti 5 一 iiend 
eno 
en 过 


计 xXS = 一 in Tag=infybreakyend 
CH 一 sj; 和 DT， :一 各 hr， : ) AAAbhttry sy 


for 1 三 1:m 
让 1 一 一 Abi :=Abl:y-Abfisysx Abfr,: end 
cmd 
WwW 三 WwW-wfs) < 下 btr, lnat+tm)ilLbr,rj=mint Abf: ,nab)y); 
en 本 
人 二 Zetostm 二 DT)i 
Hor i=1'm xfpti)= 和 btiynb)yienaq 
z 一心 基 XXX 二 XITn)， 
于 由 下 列 命令 调用 求 解 : 
c=1343];A0=-A;b0=[56] 
[xzyflag,iter]= dsimplex(A0,b0，c0) 
求解 结 昌 同 方法 1。 
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min 帮 一 了 1 一 33 一 光 3| 
.SUri 一 3 六 二 + 一 Ts 大 0 
例 6.5.2 求解 约束 最 优化 问题 : 旨 = 
TAOD0.S+T +223 一 4 二 0 
上 
解 ”调用 MATLAB 图 数 fmincon 求解 。 
编写 上 月 标 攻 数 和 约束 茶 件 本 数 : 
funeticna 于 = fomn6S2t | 
上 二 -区 人 区 人 和 3 和 -人 天 和 人 
functionl cyceq] = fuon6s2econkx) 
c=[0.5* (xf(1l)-3). 2+x(2)，2+x(3) 2-1x(1) AO0.5TX2). 2)T2#x(3)-41; 
Cegq 三 叶 1 十 XC2T+TX3)-Si 
凋 用 fmincon 求解 : 
x0=[1;141 1 
[xfval,exitflag | = fninconft fun6s2 ,x0,[ ,DT fon6s2con 
计算 结 采 为 :; 
X=z.0000 
0.35000 
0 .5000 
fwais 一 2.2500 
cxitftlag 一 | 
即 求 出 极 小 点 xx = (2,0.5,0.5) ,目标 函数 极 小 值 minF(z)= -2.25 。 
二 、 调 用 IMSL 程序 库 求解 最 优化 问题 
在 LMSL 程序 库 中 ， 有 一 个 求解 最 优化 问题 的 Optimization Systems 子 程序 库 ， 它 将 最 
优化 站 题 分 成 不 阿 的 糯 型 ， 在 每 一 种 类 型 中 ， 可 以 采用 多 个 程序 进行 求解 。 无 约束 最 优化 问 
典 分 为 一 维 、 多 维 问 题 和 非 线性 最 小 二 乘 问题 ; 约束 最 优化 问题 分 为 简单 边界 问题 、 线 性 的 
曙 问 题 〈 包 括 线性 规划 和 非 线性 规划 问题 ) 和 非 线性 约束 问题 。 表 6-4 列 出 了 部 分 求解 最 优 
化 问题 的 程序 及 说 明 ， 然 后 下 过 -个 调用 TMSL 库 程序 求解 无 约束 问题 的 例题 ， 米 说 明 如 何 
出 用 TMSL 程序 库 求 解 最 优化 问题 。 


表 6-4 























保 “ 放 
DLPRS 必 改 进 复合 地 算法 求解 线性 规划 问题 
CSMIF 用 函数 值 计算 求解 单 伙 量 光滑 冰 数 最 小 点 | 





一 -一 人 一 - 


UYMID 用 函数 值 和 导数 倩 计算 求解 单 变 且 光滑 函数 最 小 点 
1 RMTTNF 用 拟 半 顿 法 和 有 限 六 分 梯度 进行 避 个 恋 是 报 小 化 


一 




















LMJNH 出 氢 牛 顿 法 和 几 户 提供 和 焕 度 进行 AN 个 变量 裤 小 化 
MGCGFE _ 玫 鞭 钢 樟 度 这 和 右 限 划 ? 分 樟 族 进 止 行 个 全 量 极 小 化 
LNLSE 用 改进 L- M 算法 和 有 有 限 莽 分 Jacobisn 求解 直线 性 最 中 一 乘 站 是 四 
LONEF 求 : 短 的 线性 等 式 或 丰 等 式 约 豆 的 最 优化 问题 四 














人 记 


ANCONE 加 用 移交 二 次 规划 算法 和 洗 限 益 分 梯度 求解 一 - 般 约 束 最 优化 问题 
一 月 连 次 一 伺 规 划算 法 和 用 户 提供 境 度 求解 - 艇 约 束 节 优化 问题 


了 8 


例 6.5.3 用 IMSL 库 中 的 程序 UMINF 求解 无 约束 最 优化 问题 ; 
minFfzry=tO0zrs 一 区 1 十 《1 一 二 入 

解 ”调用 程序 UMINF 求解 。 

调 骨 过程 : 
INTEGPER 局 
PARAMNETERER (YY = 了 2) 
TINT 工 CER IPARANT 7 LODUTI 
RENAL 下 ,FS ALE ,RPARNAMI7D XI KGUESSTND ,XSD ALETIND) 
EXTERNAL ROSSBRK USINE UNMACHUTYMINF 
DATA XUESS -1.2F0 ,007,XSCALEZEOREO, DOEDO FSCALE DOEDO7 
CALL LU4ITNF CTJEARANM，RPARNMWI 
及 中 上 民 矶 RE 二 站 用 < 慌 PARAM ) 
(aaLL UNMINFE 

CROSBRK N ,XGTUESSXSCALE FSCALE ,TITPARAM REPARAM ,X,F) 
CAiLL UVMACH 2 NOUT) 
吏 RITEITINGOUT ,9999 其 ,IPARARNTTLY 一 和 ,5 
959909 下 O 有 MATTE The solarion is 6 其 ,2E8 .3 The funeton ， 

股 Value 证 FS .3 The number of iterations j3 ， 


且 10 基 ,到 ,7 ，The number of function evaluations is ， 
绍 I3 ,7“，The nunber of gradient evaluations iTI31 
上 END 
SUBROUTINF ROSERRKICN ,X,T) 
TINTECER 
RTFAL JE 
F=1.0E2 (和 (2) XIL) XXX < 2+(1.0E0O 一 XC1)) 关 关 2 
RETURM 
END 
计算 结果 
开 he soluticn js 1.000 1.000 
The function valueis .000 
工 he nutribper of irerations i 15 
了 The number of fanctioa evaluations 各 可 5 


The nutmnber o 吉 Eradiettt evaIuatictns is z] 


评 广 与 进一步 阅读 


最 优化 问题 在 数学 上 是 满足 一 些 药 束 条 人 忻 的 求 函 数 极 得 的 问题 。 祖 据 目 标 函 数 和 约 东 画 数 的 类 型 ， 服 
优 人 问 题 可 以 分 为 线性 规划 问题 、 无 约束 非 线性 规划 问题 和 约 案 非 线性 规划 问题 。 本 章 主 要 介绍 最 优化 方 
法 的 基本 办 想 、 算 法 和 实现 ,基于 最 优化 理论 的 系统 稍 带 ， 可 以 参见 有 关 的 书籍 。 

在 线性 规划 部 分 ， 为 了 便于 研究 ， 引 入 了 线性 规划 问题 的 标准 形式 ， 任 人 一 信 线 性 规划 问题 都 可 以 等 
分 化 为 其 怀 准 形式 ! 线性 规划 问题 的 可 行 域 在 几何 上 是 一 个 多 要 凸 集 。 单 纯 形 法 是 最 时 提出 的 方法 ， 它 从 
呈 行 城 的 一 个 极 扣 移动 烈 另 一 个 极点 ， 降 低 目标 函数 值 直至 达到 最 优 解 。 在 此 基础 上 为 了 降低 计算 误差 和 
漫 光 计算 量 ， 提 出 了 修正 单纯 形 法 。 线 性 规划 的 对 偶 理 论 拓展 了 求 租 线 性 规划 的 泛 径 ， 利 用 奈 因 - 典 克 当 
件 ， 导 出 了 对 盟 单 纯 形 法 和 原 - 对 慢 单 纯 形 法 。 对偶 规划 最 优 甫 在 经 济 学 上 称 为 影子 价格 。20 世纪 80 年 谍 
闲 ， 多 共 式 时 间 算 法 逐 湖 从 理论 走向 电 果 ,尤其 是 以 卡 玛 卡 算 活 为 代表 的 内 点 算法 ， 在 实际 计算 中 的 表 
现 已 经 与 单 丝 形 法 不 相 上 下 想 了 解 更 洛 的 线性 规划 理论， 可 参见 有 有关 文献。 

求解 非 线性 规划 问题 的 基本 方法 是 选 代 志 法， 计算 关键 在 于 闪 代 方向 的 选择 和 内 代步 长 的 确定 。 迁 代 
长 通过 一 维 搜 索 进 行 ， 分 为 试探 法 【包括 黄金 分 割 法 与 裴 波 那 契 法 ) 和 解析 法 《包括 牛顿 法 和 疯 牺 线 


了 了 忆 


法 )。 凋 者 不 喜 要 导数 运算 ， 方 法 简单 ， 可 以 确保 搜索 区 间 定 比 缆 短 ; 后 者 借助 导数 方法 ， 用 二 次 多 项 式 的 
概 小 点 逐步 温 近 搜索 问题 的 极 小 点 。 

在 无 约束 最 优化 部 人 务 ， 最 速 下 降 法 选择 负 入 度 方向 作为 只 我 方向， 虽然 名 称 中 有 最 过 两 人 小字， 人 己 是 它 
的 收获 速 魔 公 为 线性 收 襄 ; 牛顿 法 选择 牛顿 方向 作为 迁 代 市 向 ， 在 概 小 点 附近 具有 二 次 收效 速 庆 ， 人 己 是 需 
要 计算 目标 函 数 工 队 导 数 竹 电 给 降 的 六 给 阵 ， 往 往 会 出 现 选 代 无 法 杰 续 进行 的 情况 ; 药 牛顿 法 用 过 简 单 的 
正定 对 夭 克 阵 代替 牛 否 法 中 的 海 蜜 虐 隆 的 送 拭 阵 ， 具 有 计算 简单 各 超 贱 性 收效 的 特点 ， 最 常用 的 两 种 算法 
是 DFP 英法 和 BRFGS 算法 ; FR 苍 圈 度 法 则 选 泽 一 组 共 辑 方向 作为 灶 代 方 南 ， 对 于 正定 二 次 多 项 式 具 有 
二 次 终止 性 ， 利 用 这 个 性 质 可 兴 采 用 共 罗 烯 度 法 求解 线性 方程 组 。 中 外， 求解 元 约束 最 优化 问题 还 有 所 谓 
的 直接 法 ， 即 及 用 置 定 的 迁 代 方向 ， 通 过 不 断 适 小 步 长 ， 珊 近 极 小 值 点 ， 其 特点 是 过 代 方法 简单 易 行 ,但 
收 比 速度 较 椰 。 

戏 于 编 性 约束 的 最 优化 问题 ，Zourendijik 豆 行 方向 法 实际 上 是 一 种 秘 性 化 方法 ， 它 首先 构 车 一 个 比 性 规 
划 辣 题 ， 选 音 该 问题 的 最 优 解 华为 选 和 方 向 ， 堆 若 将 条 件 一 维 搜索 转化 为 无 条 件 一 维 探索 进行 选 代 ;， Rosen 
梯度 投影 法 则 将 负 香 度 方 向 拉 影 到 边界 上 作为 选 代 方 向 ， 再 沿 访 投影 方向 进行 一 维 搜 索 以 求 出 新 的 选 代 点 。 

对 于 一 般 购 约束 最 优化 问题 ， 可 汉 用 具有 全 局 收 笋 性 的 无 罚 轴 数 法 求解 ， 通 进 夭 罚 项 或 障碍 项 将 约 东 
优化 问 囊 转化 为 无 约 东 问题 其 中 罚 函 数 法 属于 外 点 法 ， 障碍 范 数 法 局 于 内 点 法 ，。 

最 优化 计算 方法 的 实现 ， 可 以 参见 MATILAR 和 [MSL 程序 库 的 有 关 书 藉 。 
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习 题 
6.1 将 下 面 的 线性 规划 问题 化 为 标准 形式 : 


tnin 这 一定 1 一 2Y3 一 于 
TI 用 基 一平 1 一 卫 3 


、_ Ti 一 冤 十 下 < 了 
二 ,要 江 1 十 与 二 


人 时 。 和 上 十 5 十 空 
工 | 十 413s 呈 几 3 四 
0 3 了 1 + 一 27F3 一 一生 

1 工 2 去- 用 
Tin 过 二 荆 | 十 21 

t+ 
二 ] 一 号 宁 3 一 12 

6.2 设 革 企 业 需 将 - 批 长 为 9m 的 原料 ， 切 割 成 下 面 三 种 长 度 ， 以 满足 生产 的 需求 。 长 度 和 mm 的 80 


根 , 4imn 的 120 根 ,2.5m 的 200 根 ， 试 建 立 并 求解 线性 规划 模型 ， 确定 如 和 何 切 制 ， 可 以 使 所 用 的 原料 
芭 少 ， 
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纪 


6,.3 用 单纯 形 法 求解 下 列 线性 规划 问题 : 


『 mimz 一 一 20+ 3 一 工 3 minz 一 一 2 Ta 一 QT 
.rz1+dya1l zx3s60 5 1 十 械 十 于 3 和 
人 < 一 二 10 伽 了 一 Tri +T4 芝 2 ， 
主 1] 十 相 了 一 工 4s- 30 也 一 5 
了 1 二 37173452 昌 YayY3 2 


minz 一 一 3341 十 3 十 .3 
| 
全) < 一 471 二 3 十 27T3223 
一 了 1 工 1 十 于 3 二 
了 了 
6.4 某 会 司 生产 一 种 草莓 饮料 ， 称 为 Strawb， 它 是 由 章 攻 苏 打 水 和 草花 汁 混 人 台 而 制 成 。 每 但 可 人 @ 草 
莓 苏打 水 会 0.5 从 司 辅 和 1 mg 维他命 C; 每 公 司 草莓 半 舍 0,.25 骨 司 精 和 3 mg 维他命 C。 生 产 一 网 司 草药 
苏打 水 的 成 本 是 4 分 钱 ; 生产 工 哈 司 草 故 并 的 成 本 是 6 分 钱 。 饮 料 标准 要 求 ,， 每 10 父 司 一 瓶 的 饮料 必须 至 
尘世 合 20 mg 维他命 C 和 至 多 4 冀 司 糯 ， 斌 确定 该 种 饮料 的 配方 ， 使 成 本 最 抵 - 
6.5 写 出 下 列 线性 规划 的 对 偶 问 题 ， 


TDiH 之 袜 | 十 了 .3 十 站 江 tln 乌 . 丰 1 十 在 ra 一 填 荆 3 
YITT3r 二 Sr Yi 3z71T+RTy 一 S735214 
[7 汉人 1 + 人 > 二 7 忆 ) Js 7 2 了 3 十 台 工 ;一 17 ; 


了 十 4 二 5 多 
1 TY 站 工 1 挟 : 几 ，2r3 站 
max 之 工 | 十 工 2 十 3 十 于 
1 十 二 
起 ; < 了 2 一 工 二 3r3 二 十 


已 


了 ”3 十 344 之 1] 


-1 3 

6.6 用 Fibonaeci 法 求解 下 列 一 - 维 搜 索 问 题 ， 计 算 精 度 = = 10 4; 
卫 @ ,pinig(r)= 妇 -6z+2。 
0.7 求解 无 约束 非 线性 规划 问题 ， 
由 imin 亲 rr) 一 (ti 一 2 二 Tri 一 7 minFfzr)y 一 28- 3r1 一 6ririfzrl- Ya 一 1)。 
6.g 求解 下 列 的 束 非 线性 规划 问题 ; 

minAfry= 一 2 十 工人 3 miint Fr 一 21 十 了 > 十 了 3 -631 一 2 一 11273 
四 4451 二 0 | 


避 ; 
1 立 | 十 下 十 下 3 一 册 
一 江 十 总 下 + 二 :二 昌 


之 Tray 
| kzl+3) 
3 1 12 


0 


6.9 为 了 研究 药物 在 人 体 中 的 吸收 情况 ， 将 药物 在 血液 中 的 该 度 称 为 血 药 浓 度 ， 记 为 cf 们 。 经 过 对 
口服 组 药 明 四 与 排除 的 二 室 模 型 讨论 ， 得 到 关系 式 : 


mi 六 你 ) 一 


一 一 一 一 


各 1cz( 坎 同 )=28.349523 和 


了 吕 7 


ft 二 在 (ee 2 


其 中 含有 参数 上, 和 ， 现 给 出 不 同时 间 中 心 窜 血 药 浓 度 的 观察 数据 ; 





试 利用 非 线 人 性 规划 方法 ， 确 定 这 3 个 参数 的 最 小 二 乘 氢 侣 。 
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第 七 章 ”应 用 统计 方法 


应 用 统计 方法 包括 概率 论 和 数理 统计 两 个 部 分 ， 其 中 概率 论 研究 随机 〈 或 偶然 }) 现象 的 
统计 规律 御 ， 数 理 统 计 研 究 随机 数据 的 搜集 、 整 理 、 分 析 和 推断 的 方法 。 

统计 方法 在 科学 研究 与 工程 技术 中 具有 广泛 的 庶 用 。 例 如 面 对 大 量 的 信息 与 数据 ， 如 何 
分 析 处 理 ， 找 出 数据 反映 的 规律 与 模型 ， 在 研制 一 种 新 的 产品 时 ， 影 响 产 品 的 性 能 与 质量 的 
因素 非常 多 ， 如 何 科 学 地 安排 试验 ， 才 能 找 出 影响 性 能 的 主要 因素 以 及 它们 的 数量 关系 ， 以 
降低 成 本 ， 缩 短 研 制 时 间 ; 工厂 每 天 生产 一 大 批 产 品 ， 如 何 进行 质量 管理 与 抄 制 ， 如 何 项 测 
未 来 产品 的 销售 量 等 等 。 数 理 统计 将 为 这 些 门 题 提 人 殿 富 有 司 发 性 的 思维 方法 与 强 有 力 的 二 
只。 本 章 主 要 介绍 各 种 基本 统计 方法 的 理论 与 实现 。 


第 一 节 “利用 的 趾 机 变量 与 统计 重 


随机 变量 是 为 了 便于 描述 随机 现象 ， 赋 究 随机 事件 的 统计 规律 而 引入 的 。 根据 取 值 不 
辣 ， 随 机 变量 可 以 分 为 离散 型 随机 变量 和 连续 型 随机 变量 。 下 面 简 要 介绍 几 种 重要 的 随机 变 
量 及 其 分 布 。 

一 、 离 散 型 随机 变量 

1， 二 项 分 布 (4Binomial distributicn ) 

扰 介绍 Bernoulli { 贝 努 利 ) 试验 的 概念 : 设 试验 王 可 以 独立 地 重复 进行 ? 次， 如 果 每 
次 都 只 有 两 个 可 能 的 结果 4 和 4, 且 PIA)= 关 PI4)=1- 记 =g ， 则 称 这 rr 次 试验 为 7 
重 Bernoulli 弃 驻 。Bernoull 试验 应 用 三 滋 ， 古 一 入 很 重要 的 数学 模 弄 。 

若 设 随 机 变量 X 表示 ?2 重 Bernoulli 试验 中 事件 A 发 生 的 次 数 ， 其 可 能 取 值 为 0,1， 
2,…,1 s。 由 于 各 次 试验 相互 独立 ， 故 在 ” 次 试验 中 发 生 关 次 的 概率 为 : 

巴 |X= 有 = 人 1 一 六 ”人 R=0,1,2…,9) (7.1.]) 

定 多 7.1.1 如 车 随机 变量 和 的 分 布 律 满足 式 《7.1.1)， 则 称 陵 机 变量 X 服从 参数 为 
?1 ， 声 的 二 硕 分 布 或 Bernoulli 分 布 ， 和 侧记 为 各 一 是， 户 ) 

二 项 分 布 是 一 种 简单 而 非常 重要 的 分 布 ， 它 描述 具有 两 种 结果 的 随机 试验 模型 ， 一 般 可 
以 用 “成 功 ” 和 “失败 ”来 表示 ， 这 种 模型 在 实际 问题 中 大 量 存在 ， 具 有 广泛 的 应 用 。 二 贰 
分 布 的 数学 期 望 和 方差 分 别 为 : 


下 (其 ) = 7 方 ， 万 (其 ) 一 四 ( 一 方 ) (7 了.1.2) 
当 2=1 时 ， 二 项 分 布 恋 成， 
恶 } 慰 = 上 | 三 外 (1 一 训 )1 《有 一人 和,1) 《7.1.3) 
姥 : 
忆 1 其 = 全 1 一 声 ， 王 | 其 二 计 三 诈 {7 了 .1.4) 


称 为 10-1) 分 布 ，(0-1) 分 布 是 二 项 分 布 的 一 个 特例 ， 可 以 记 为 日 (1 , 户 )。 
设 有 沁 个 独立 且 服 从 相同 (0-1) 分 布 虽 1,p) 的 随机 变量 三, ,XXX ， 根 据 二 项 
分 布 的 实际 亚 多 可 划 ， 它 们 的 和 概 从 二 项 分 布 Bfm ,pp)， 即 : 
其 十 害 二 人 【7.1.s) 
] 9 


2， 泪 松 分 布 【Poisson disttibution ) 
定 多 了 .1.2 如 果 随 机 变量 蕊 的 分 布 律 满 足 : 


-和 
已 | 帮 三 下 | 三 一 一 《三 0, 112 (7 了 .1 ,和 6) 


其 中 )>0 是 常数 ， 则 称 蕊 服从 参数 为 的 Poisson 分 布 ， 简 记 为 生 一 PIA)。 
Poisson 分 布 也 是 概率 论 中 的 一 种 重要 分 布 ， 一 方面 是 因为 Poisson 分 布 在 信 筷 学 、 生物 
学 及 排 陵 问题 中 广 沁 应 用 。 鲍 如 :“ 服 务 台 ”在 给 和 证 时 间 上 到 达 的 “顾客 ” 数 ， 某 容器 内 的 
微生物 数 ， 一 段 时 间 内 某 故 射 性 物质 发 出 的 wx 粒子 数 等 都 服从 Poisson 分 布 。 另 一 方面 Pois- 
son 耸 布 可 以 看 成 二 项 分 布 的 家 限 分 布 ， 在 实际 应 用 中 ， 当 天 很 太 ，pp 不 太太 时 ， 则 二 项 
分 布 Bfn3, 户 ) 可 以 用 Poisson 分 布 PUA) 近似 ， 其 中 参数 关 = mp。 
Poisson 分 布 的 数学 期 望 和 方差 均 为 参数 和， 即 ; 
( 生 ) 一 和， D(X) = (7.1.7) 
3.， 全 二 项 和 分布 【Negative binomial distribution) 
定 艾 7.1.3 在 贝 努 利 试验 中 ,， 记 4 为 “成 功 ”， 其 概率 P(A)= 声 ， 用 随机 变量 和 表 
示 第 > 次 成 功 出 现时 的 试验 次 数 ， 则 X 的 分 布 律 为 : 
忆 i 其 = 下 | = 和 一] (7.1.8) 
称 移 杭 变 量 X 服从 参数 为 r， 袁 的 负 二 项 分 布 。 
当 r=1 时 ， 负 二 项 分 布 的 分 布 律 可 以 与 成 : 
下 1 其 一 开 1 一 由 (1 一 坟 ? 闪 一 《一 1 2，…)} (7.1.9) 
这 时 称 随机 变量 X 服从 几何 分 布 。 几 何 分 布 是 负 二 项 分 布 的 一 个 特例 ， 它 描述 了 “首次 成 
功 发 生 在 第 上 次 试验 ”的 概率 模型 。 可 以 证 明 ， 几 人 和 何 分 布 上 共有 无 记忆 性 。 
二 、 连 半 型 随机 变量 
1. 正 态 分 布 【Normal distribution ) 
定 久 7 了 .1.4 设 连 续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 为 : 
AD)= -六 (oo<r< Too) (7.1.10) 
其 中 参数 A 和 zf0 均 为 常数 ， 则 称 X 服从 参数 为 和 : 的 正 态 分 布 ， 简 记 为 大 一 AL RE 
c)。 正 态 分 布 的 分 布 函 数 为 : 
尼 ( 工 ) 二 -ed (一 所 鼠 二 oo) (7.1.11) 
正 态 分 布 是 概率 论 和 数理 统计 中 应 用 最 广泛 的 分 布 ， 根据 中 心 极限 定理 知 ， 当 一 个 随机 
变量 可 以 表示 为 大 量 随机 变量 之 和 ， 且 每 个 随机 变量 对 总 和 的 影响 都 不 起 决定 作用 时 ， 它 们 
和 的 分 布 可 以 近似 看 成 满足 正 态 分 布 的 。 例 如 : 测量 的 误差 ， 一 个 地 区 成 年 男子 的 身高 ， 农 
作物 的 产量 等 等 ， 都 骤 从 或 近似 服从 正 态 分 布 。 
正 态 分 布 的 数学 期 望 和 方差 就 是 分 布 记 号 中 的 两 个 参数 ， 即 
形 ( 知 } 一 由 万 (和 ) = 3.1,12) 
当 产 =0， 呈 =1 时 ， 将 正 态 分 布 称 为 标准 正 态 分 布 ， 记 为 NW(0,1)。 
轩 准 正 态 分 布 的 概率 密度 函数 和 分 布 王 数 分 别 为 ， 


] 一 交 交 


后 (了 ) = 下 XXX s) = | Ce)dx = 广 | 2d (7 了 .1.14) 
标准 正 态 分 布 函数 钊 (z) 的 值 ， 可 通过 查 表 得 到 。 一 般 的 正 态 分 布 如 和 ~ NOnse")， 对 十 


任意 区 间 (aa, 5)， 有 : 





Pla<X 拉 人 = 碍 | | -本 | 和 攻 | 【了 .1.15) 


厅 

根据 中 心 极限 定理 ， 许 才 常 用 分 布 【 如 二 项 分 布 和 Paisson 分 布 )， 在 一 定 条 件 下 可 以 用 
正 态 分 布 来 近 侯 。 例 如 当 二 琐 允 布 Ba ,py 的 吕 很 大 pmp 也 较 大 了 时， 可 以 用 正太 分 布 
NA oa) 近 亿 ， 其 中 参数 权 关 = ap 和 o= zf(L 一 直 )。 

2, 指数 甸 布 【Exponential distribution ) 

定 光 7.1.5 这 连续 型 随机 莹 量 X 的 概率 密度 为 : 





Me 人 工 妆 0 
兵 字 二 0 ng {7.1.16) 
其 中 参数 14>0 为 花 数 ， 则 称 总 服从 参数 为 1 的 指数 分 布 ， 记 作 ~-EA 指数 分 布 的 分 
- _ 上 一 人 工 -站 
F(r)= 网 本 (7.1.17) 


指数 分 布 可 以 看 成 在 Poisson 过 程 中 等 待 第 一 个 记 数 出 现 的 时 间 的 分 布 ， 因 此 它 常 在 可 
恩 性 分 析 中 用 来 表示 各 种 寿命 的 分 布 。 例 如 各 种 部 件 的 寿命 ， 电 话 的 通话 时 间 ， 随 机 服务 系 
统 的 服务 时 间 等 通常 都 假定 服从 指数 分 布 。 指 数 分 布 一 个 重要 的 性 质 是 具有 无 记忆 性 - 

指数 分 布 的 数学 期 望 和 方差 分 着 为 : 


E(X)= 一 ， D(X) = 天 (7.1.18) 


3. 情 否 分布 【Gamtma distribution 
定 丸 7.4.6 设 连 续 型 随机 变量 蕊 | 


1 -各 
re 0 


Fr) = _ Ps (7.1.19) 
必 ， 并 挟 修 


其 中 入 >0，7y>0，FY) = | te da 是 Gamma 陋 数 ， 则 称 X 服从 参数 为 1，7 的 
Ganmma 耸 布 ， 简 称 为 卫 分 布 ， 记 为 一 CGO 7y)。 
和 分 布 在 实际 中 表示 等 待 > 个 事件 发 生 所 需 的 时 间 分 布 ， 在 排队 论 ， 可 车 性 分 析 中 常用 
来 展示 寿命 分 布 。 当 参数 7>= 工时,， 卫 和 分布 G(4,y) 就 化 为 指数 分 布 下 (1 )。 
变 有 YY 个 独立 且 服 从 相同 指数 分 布 王 (14) 的 随机 变量 时 XK: ，…,X ， 则 它们 的 和 最 从 
疡 分 布 如 (7)， 即 : 
乱 二 和 | 十 生 3 二 0 寺 基 一 个 (和 7) (7.1.20) 
三 、 统 计量 及 其 分 布 
研究 对 象 全 体 构 成 的 集合 称 为 总 体 ， 总 体 的 每 个 元 素 称 为 个 体 。 
芷 数 蚂 统计 中 ， 我 们 主要 关心 研究 对 象 的 其 些 数 量 指标 的 统计 规律 性 ， 办 此 可 用 随机 闽 
量 习 的 让 值 全 体 作 为 总 体 ， 摘 还 总 体 哇 本 总 体 的 分 布 ， 其 总 伍 抽 出 的 部 分 个 ， 
居 称 为 总 体 的 样本 ， 样 本 中 个 体 的 数 日 称 为 样本 的 容 容量 为 1 的 样 林 可 表示 为 -个 和 于 
2 人 





维 的 随机 变量 (Xi Xa2，…X)s 如 果 样 本 中 的 Xi 4=1,2… 2) 相互 独立 ， 且 均 与 局 体 
X 具有 相同 的 分 布 ， 则 该 样本 称 为 简单 样本 。 下 面 所 说 的 样本 一 般 都 指 简单 随机 梓 本 。 

数理 统计 的 任务 是 通过 样本 来 认识 总 迟 。 为 此 需要 先 对 桩 本 进行 提炼 加 工 ， 针 对 不 同 的 
问题 构造 不 同 的 不 会 未 知 参 数 的 样本 果 数 ， 即 统计 量 ; 再 利用 统计 量 对 总 体 的 某 些 参数 与 性 
质 做 出 尽 可 能 精确 的 佑 计 与 可 天 的 推断 。 下 面 介绍 几 个 背 见 的 统计 量 。 

1. 杆 本 的 数字 特 任 与 样本 夫 

定义 7.1.,7 设 (XXX ) 是 从 总 体 和 中 抽取 的 一 个 样本 ， 称 统计 量 





入 - 二 X (7.1.21) 
为 样本 均值 ;统计 量 
S = COX -7 (7.1.22) 
为 樟 本 方差 ，S 称 为 样本 标准 差 。 称 四 
和 -六 站 = (7 了 .1.2 人 
分 别 为 样本 的 大 阶 原点 矩 和 大 阶 中 心 矩 
32. 统计 量 


设 总 体 和 -Nano)， 给 定 样本 【 开 ,X2,…:,X)， 则 根据 正 态 分 布 的 可 加 人 性 ， 易 知 样 
本 均 重 也 服从 正 态 分 布 : 


各 = 半生 Ne (7.1.24】 
上 且 样 村 坝 和 值 的 期 望 和 方 盖 为 ; 
玖 (其 ) 一 天， 万 (和 ) 一 av (7.1.25) 
即 样本 区 年 革 与 总 体 X 共有 相同 的 期 望 值 ， 但 分 布 更 加 集中 。 由 弟 构 造 服 从 标准 正 态 分 布 
的 志 统 坟 景 为: 
U 人 NO (7.1.26) 


3 ， 六 统计 量 
定 尽 7.1.8 设 总 体 X~ NI0,i， 简 单 随机 样本 (Xi ,XXX ， 则 称 随机 变量 


X2 = X (7.1.27) 
服 共 目 由 虚 为 ?的 卡 方 分 布 ， 记 为 姑 一 X2(m)。 


分布 实际 上 是 个 独 衬 的 标准 正 态 分 布 
随机 变量 的 和 的 分 布 。 它 的 概率 密度 为 : 





到 ] 一 四 
< jjG 斌 站 
避 ， 十 裤 

《7 了 ,1 .28) 





入 (Ca) 分 布 的 概率 密度 函数 见 堪 图 。 

入 分布 满足 可 加 性 ; 它 的 数学 期 望 和 方 关 
分 别 为 : 
3 


羽 (和 三 王 ， 厂 (y”)》=27 (7 了 .1.291) 
设 已 知 总体 刁 一 NI， 天)， 给 定 样本 【Xi ,X …,X,)， 则 利用 样本 方差 S: 可 以 构造 
构造 服从 卡 方 分 布 的 刀 统计 量 : 


0 (7.1.30) 
4. 工 统计 量 
定 尽 7.1.9 设 随机 变量 一 NI0,1) ,Y 一 Ya)， 且 X 与 了 独立 ， 则 称 随 机 变量 
T=XAwA YA 


服从 目 由 度 为 ?的 上 分布， 记 为 了 一 Er)o 分 
布 zf) 的 概率 密度 为 ， 
PT+1) AI) 了 【并 十 下 1 
六 7 :| 
(7 了 .1.31) 
f 分 布 概率 密度 函数 关于 原点 对 称 〔 见 左 
图 )， 其 图 形 与 标准 正 态 分 布 N(0,1) 的 密度 汞 数 
的 图 形 类 似 。 由 中 心 极限 定理 易 知 : 当 zco 时 ， 
上 分 布 的 极限 分 布 是 标准 正 态 分 布 。 
设 已 知 总 司 X~ Nu sg)， 给 定 样本 〈Xi， 
x2，…:o}， 则 利用 样本 均值 X 和 样本 方差 S 可 构造 构造 服从 上 分 布 的 工 统 计量 为 : 


站 _ 
了 二 < 六 太一) (7.1.32》 





5. 严 统 计量 
定义 7.1.10 设 随 机 变量 X 一 Na2(mi)， 
Y 一 扩 (za)， 且 天 与 了 独立 ， 则 称 随机 变量 0? 
- 兴 ma 
站 7 得 2 人 
服从 目 由 度 为 (zi，z2) 的 下 分 布 , 记 为 
下 一 下 (7 82)o ~ 


【TS 2) 








【了 .1.33) 站 (也 于 (3.3] 


( 品 声 广 1] 








全 .了 
下 分布 的 概率 密度 画 数 图 形 见 右 图 。 0.1 
] 芝 已 各 总 司 和 一 NI yo 对 应 的 样本 ] 了 了 下 可 
(9 X2 总 体 了 一 和 (pya3) 对 应 
的 样本 《〈Yi1, Ya，…，, Y。)， 则 根据 样本 方差 ， 构 造 服从 下 分 布 的 正统 计量 为 ， 
司 ] 7/ 了 
FF 7 一 Fo 一) (7.1.34) 


通 前 把 好 ,上 和 下 这 三 个 分 布 合 称 “统计 上 的 二 大 分 布 ”， 是 册 为 它们 在 统计 学 中 有 广 
六 的 应 用 。 
第 二 蔬 参数 估计 与 假设 检验 方法 


参数 合计 是 统计 推断 的 基本 问题 ， 当 总 体 分 布 含有 未 知 参 数 时 ， 它 通 过 对 样本 的 分 析 ， 
米 佑 计 未 知 参 数 的 值 。 参 数 估计 的 方法 分 为 点 估计 方法 和 区 间 估 计 方 法 。 


二 修了 


一 、 参 数 点 估计 方法 

在 点 估计 中 ， 介 绍 两 种 方法 : 一 是 撼 惧 计 法 ， 二 是 极 大 似 然 佑 计 读 。 

1. 撼 佑 计 法 

所 谓 矩 估计 ， 就 是 将 样本 的 各 阶 原点 所 看 做 总 体 相 应 的 各 阶 原 点 算 ， 以 此 作为 芯 体 参数 
估计 的 以 撕 。 

具 恒 居 东 如 下 。 

说 总 体 基 的 分 布 陋 数 中 吝 有 六 个 未 知 务 数 人 0 0 ， 疙 者 的 并 芥 【E=1)2 7 ) 
原点 所 五 (和 ) 存在 ; 给 定 样本 【Xp :时 ， 用 样本 的 天 阶 原点 给 ay 作为 已 【和 环 ) 的 
估计 ; 

ECGXOD = 二 阅 对 (天 一 1 2， 广 ) (7.2.1) 


这 梓 得 到 六 个 方程 ， 从 中 确定 参数 的 矩 估计 值 页 ,3 ,让 。 

筷 居 计 法 的 思想 很 直观 ， 但 是 它 的 精度 较 低 。 

2. 梓 大 位 然 佑 计 法 

设 总 体 入 的 概率 密度 困 数 为 Fr,6)， 其 中 是 未 知 参 数 ; 将 样本 【Xi ,XXX ) 的 
联合 概率 密度 


LO = An 的 = Tryg) (7.2.2) 
称 为 的 似 然 盯 数 。 
极 大 似 热 估计 的 思想 是 ;选择 参数 日 ， 使 得 样本 落 在 观察 值 (zi ,x,,…,z,) 的 邻 域 里 
的 概率 T Ar, ,9)dx; 达到 最 大 ， 或 者 说 选 搓 参数 8， 使 概率 密度 了 | 7( zx, ,6》 在 已 知 的 
观察 点 (zi ,xi,… ,zx ) 处 达到 最 大 , 即 似 然 函数 工 (0) 达 到 最 天， 一， 


极 大 似 然 估计 的 具体 步骤 如 下 。 
第 1 步 根据 总 体 X 的 概率 密度 A(z ,9), 求 出 样本 的 联合 概率 密度 


Fr 8)= ] Fr 8 
第 2 步 写 出 公然 函数 亏 (9 = Fr vi)。 
第 3 步 求解 似 然 方程 


dlntLtBii 
0 (7 了 .2.3) 


得 到 参数 的 瓜 大 伺 然 估计 值 。 
对 于 高知 型 的 总 体 ， 可 以 用 分 布 律 Pir,8l 代替 概率 密度 Ffz,6)， 进 行 极 大 似 然 
估计 。 
例 7.2,1 设 总 体 X 服从 指数 分 布 
Fae xz。 (>0] 
0， 工 妇 昌 

(zivray52zn) 为 总 体 关 的 一 组 样本 观测 值 ， 求 参数 1 的 极 大 公然 估计 。 
解 柜 据 指数 分 布 的 密度 函数 ， 构 造 做 然 机 数 为 ， 

于 《AL) = 外 | he 二 Ar"e 人 
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琴 边 取 对 数 ， 得 到 lnLU) = mini- 1 1 r， 两 边 对 4 求 导 ， 构 造 亿 然 方程 为 ; 
:=1 ; 





求 解 似 然 方程 得 : 


相应 地 ， 得 到 参数 的 极 大 似 然 估计 为 = 二 


昌 然 极 大 似 然 佑 计 的 计算 量 比 失 估 计 法 大 ，、 但 是 它 的 知 计 精度 高 。 一 般 来 说 ,评价 估计 
量 好 坏 的 标准 有 二 条 ， 即 无 俞 性、 有效 性 和 一 致 性 。 所 谓 无 侦 是 指 参 数 居 计 值 的 数学 期 望 应 
该 等 于 参数 的 真 值 ; 有 效 是 指 参 数 估 计 值 的 方 关 越 小 越 好 ; 一 臻 是 指 随 着 样本 容量 的 增 大 ， 
参数 估计 值 稳定 地 接近 参数 的 真 值 。 

一 、 参 数 区 闻 佑 计 方 法 

设 总 停 和 会 有 一 个 未 并 参 数 ， 给 定 它 的 一 个 样本 《XXX 区 间 知 计 是 用 一 
个 区 了 尚 去 估计 该 未 知 参 数 ， 即 把 未 知 参 数值 估计 在 某 两 界限 之 间 。 有 时 参数 的 区 间 和 估计 比 点 
个 计 更 有 意义 。 

对 于 参数 ， 如 果 有 两 个 统计 量 旬 = 0 (XXX )， 人 = 一 训 (X Xp 和) 满足 
对 给 定 的 ec 氏 40,1)， 有 :; 

P(0isDsc0 =1-w 

则 称 [6，p] 是 9 的 (1-a) 置信 区 间 (或 区 间 佑 计 )，8 与 六 分 别称 为 置信 下 限 
和 置信 上 限 ，(1 - ae) 称 为 置信 庶 。 对 参数 做 区 间 佑 计 的 原则 是 : 在 保证 估计 置信 和 度 的 前 提 
下 ， 尽 量 减 少 区 间 长 度 ， 提 高 估计 精度 。 

1， 总体 均 值 的 区 间 估 计 

如 果 总 体 的 分 布 未 知 ， 惠 当 样 本 容量 ， 充分 大 ， 即 《Xi,X;,…,X ) 是 大 样本 时 ， 根 
据 中 心 缀 了 上限 定理， 样本 的 值 近似 服从 正 态 分 布 : 


各 ~ NO no 《了 .2.4) 


其 中 辣 ， 呈 分 别 为 总 体 的 列 值 和 方差 ， 它 们 均 是 未 知 的 。 用 样 末 的 方差 代 夫 co: 后 可 以 构造 
近似 服从 标准 正 态 仇 布 的 筑 计 量 为 : 
下 
了 3 六 NI0,1) [7.2,5) 
利用 上 式 可 以 确定 满足 -- 定 置信 度 的 参数 /的 置信 区 间 。 
如 果 和 总 体 服 从 正 态 分 布 X~NIn seo)， 则 当 总 性 方差 玉 已 知 时 ， 和 烛 造 T 统计 量 为 ; 
和 一 
[7 7 广 NI0 1) (了 7 了 .2.6) 
当 总 体 方差 ae 未知 时 ， 和 构造 了 统计 量 为 ; 
.RE 
了 S7 太一 1) (7 了 .2,7) 
以 确定 总 恒 均 值 x 的 置信 区 间 。 
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2. 总 都 方差 的 区 间 司 计 
为 了 咎 计 正 态 总 体 的 方差 ,可 以 构造 x 统计 量 : 
DSS (7 了 .2.81) 
这 

以 此 确定 总 体 方 差 e 的 置信 区 间 。 

3. 两 个 目 态 总 悼 的 区 间 居 计 

如 果 有 两 个 正 态 总 恒 ,同样 呀 以 通过 构造 六 或 企 统 计 县 估计 它们 的 期 望 差 ;构造 七 统计 
量 估 计 它 们 的 方差 比 。 详 细 内 容 可 参见 有 关 文 献 。 

例 7.2.2 灯具 三 质量 和 榨 制 部 经 理 希望 佑 计 一 批 灯 渔 的 平 夫 寿 命 。 现 随机 地 抽取 50 只 
灯泡 进行 测试 ,其 平均 寿命 是 1600 h( 小时) ,样本 方差 是 2500 上 。 试 给 出 这 批 条 泡 平 均 寿 命 
95% 的 置信 和 度 区 阳 和 估计。 

解 扎 郑 样本 均值 x = 1600 h ,样本 容量 m=350, 样 本 方差 王 =2500 b 置信 度 1 。- 
95% 。 由 于 ”大 于 如 ,是 大 样本 情形 ,根据 中 心 极限 定理 ,样本 二 值 近似 服从 正 态 分 布 : 

科 一 No 
用 样本 的 方差 和 代替 o 后 可 以 构造 近似 服从 标准 正 态 分 布 的 统计 量 : 
Z- 汉 - -~ NO0 
局 
对 于 给 定 的 置信 和 度 1-a， 应 有: 
中 一 RS 一 1 一 


止 态 分 布 NI 的 sa/ 分 位 点 ， 得 到 xp=1.%。 因 此 ， 总体 均值 w 的 95% 置信 和 度 区 
间 二 : 


而 
定 一 文 1 :一 = 1600 一 13.806，1600 十 13.86 


印信 计 该 批 灯 泡 的 平均 寿命 在 1$86.14 一 1613.86h 之 间 。 

三 、 参 数 检验 方法 

假 庶 检验 是 统计 推断 的 只 一 个 基本 问题 ， 它 首先 对 总 体 的 某 些 特性 做 出 假设 ， 然 后 根据 
样本 提供 的 信息 ， 运 用 “小 概率 事件 的 不 可 能 性 原理 ”来 检验 这 些 假 设 是 否 可 信 。 

在 检验 之 前 ， 需 要 先 傅 定 检验 水 平 〈 或 称 显 著 性 水 平 ) we ， 即 小 概率 值 ， 然 后 依照 王 面 
的 步骤 进行 假设 检验 : 

溃 上 步 根据 问题 要 求 担 出 原 假设 机 。， 司 时 给 出 对 立 假 设 本 |; 

第 2 步 在 有 成 立 的 前 提 下 ， 选 择 包 含 待 检 参 数 、 已 知 分布 的 统计 旺 ; 

第 3 步 根据 姨 鞭 性 水 平 g， 按 照 对 立 假 设 互 |, 和 检验 统计 量 的 分 布 ， 写 出 小 概率 事件 

第 4 此 由 样本 值 计算 统计 量 值 ， 同 时 查 表 确 定 小 概率 事件 的 临 滤 值 ; 

第 $ 步 ”根据 小 柚 率 事件 是 否 发 土 ， 判 断 接 受 或 拒绝 原 假设 百 ，。 

1. 总 悼 芍 借 的 检验 

考虑 待 检 假设 再 六 AP=A0， 对 订 根 设 瑟 |:A 天 As 

如 用 总 体 服 从 正 态 分 布 乓 -No)， 则 漂 总 体 方差 o 已 知 时 ， 构 造 T 统计 量 ， 

TD- 荆 - 2 WO,1) {7.2.9) 


可 
2 


当 冯 体 方 盖 go 未 知 时 ， 攀 造 工 统计 量 : 
T= 一- 冲 _-1) (7.2.10) 


以 检验 总 个 均值 是 否 等 于 po。 
如 果 总 体 的 分 布 未 知 ， 在 大 样本 的 情况 下 ， 根 据 中 心 极限 定理 ， 构 造 近 做 服从 标准 正 态 
分 布 的 统计 量 : 
入 一 
= NO (7.2.11) 
来 检验 假设 是 否 成 立 。 
2. 总 性 方差 的 检验 
只 考虑 正 态 总 体 的 情形 。 设 总 体 刁 一 Nan so )， 待 检 假 设 百 o: 人 = 中， 对 立 假设 刀 |: 
杂 天 G0a 
如 果 总 体 均 值 w 已 知 ， 构 造 如 于 的 六 统计 量 ， 





。 2 
MX 一 汪 一 YY 区 ) (7.2.12) 
| 
一 1)S- 1)S- 一 1 ) (7 了 .2.13》 
0 


对 待 检 假 设 进行 检验 。 

3. 了 个 正 态 总 体 的 假设 检验 

对 于 两 个 正 硒 总 体 的 检验 问题 ， 类 似 于 两 个 正 态 总 体 的 区 间 佑 计 ， 可 以 构造 Q 或 了 统 
计量 来 检验 它们 的 期 望 差 ; 构造 下 统计 量 检验 它们 的 方差 比 。 

例 7,2.3 设 用 某 仪 部 测定 的 站 石 抗 张强 度 服 从 正 态 分 布 ， 其 方 善 为 仙 ， 后 用 新 仪器 对 
屿 石 抗 张强 度 进行 10 次 测定 ， 其 数据 如 下 (单位 ， Pa): 

578，572，570，568，572，570，572，570，596，584 
问 新 仪器 测定 的 效果 与 旧 仪 器 测定 的 效果 是 否 一 样 《检验 水 平 w =0.05)]? 

解 ”根据 题 意 ， 本 题 属 于 正 态 总 体 在 均值 w 未 知 的 情况 下 ， 对 方差 进行 检验 。 

符 检 假 刘 ”万 0: 叶 = 机 = 人 对立 眼 设 瑟 | :，a 关 时 。 

在 号 n 成 立 的 前 提 下 ， 构 阁 的 炉 统计 量 满足 


2 一 【为 一 1 号 
太 本 


其 中 上 =10。 对 于 给 定 的 检验 水 平 =0.05， 使 假设 瑟 。 成 立 的 接受 域 为 : 

(Xu -wan 一 1) XI)) 
查 太 分 布 表 ,得 xf _ atkn 一 巧 =Xo.9rs(9) 27,Xa2 人 (一 1)= Xo.os(9) = 19.023; 计 算数 
据 ， 得 到 的 样本 值 和 统计 量 的 值 为 ， 


- . __ 了 
z=575.2， S2=75.733， = 11S- -10.65 
20 





一 Y2(m 一 


显然 2.7< Xi 10.65< 19.023， 接 受 假设 末 , ， 即 认为 新 里 仪器 的 测定 效果 一 样 。 
上 区 介绍 的 此 参数 个 计 和 检验 的 基本 方法 . 它们 的 共同 之 处 在 于 都 需要 构造 统计 量 ， 和 人 
用 村 作 癌 估计 的 统计 量 是 由 样本 数据 和 一 个 待 估 未 知 参 数 构成 的 ， 而 假设 检验 的 统计 量 中 木 
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存在 未 知 参 数 ， 它 是 由 样本 数据 和 竺 检 和 假设 确 定 的 参数 构成 的 。 

在 参数 的 区 间 佑 计 中 用 来 确保 估计 可 靠 程 度 的 指标 为 置信 度 ; 在 假设 检验 中 用 于 判别 小 
慨 率 事件 的 指标 是 检验 水 平 。 

除了 前 面 介绍 的 区 间 佑 计 和 假设 检验 类 型 外 ， 根 据 实 际 问 题 的 需要 ， 还 存在 所 请 的 单 例 
置信 区 向 和 单 俩 检验 .。 

四 、 非 夯 数 检验 方法 

在 实际 问题 中 ， 有 时 不 知道 总 体 眼 从 的 分 布 ， 需 要 对 总 体 分 布 进行 假设 检验 .由 于 这 种 
假设 检 不 是 对 参数 进行 检验 ， 就 称 为 非 参 数 检验 。 这 里 介绍 关于 分 布 函数 的 % 检验 法 ， 
以 及 比较 两 个 总 体 均 值 的 Witcoxon 秩 和 检验 。 

试 总体 入 的 分 布 靖 数 FIz) 未 知 ，(X XXX) 是 三 的 一 个 样本 ,XXX ， 习 
为 样 李 观察 值 、 根 据 样 本 观察 值 来 检验 待 检 假 设 ， 

0: 下 (rs Po) (7 了 .2.14) 

上 共 中 FuGz) 为 已 知 图 数 。 

X 恰 蛤 的 基本 册 想 是 : 将 随机 试验 结果 全 体 分 为 去 个 五 不 相 容 的 事件 入 1 
在 假 候 品 o 成 立 的 条 件 下 ， 利 用 0(z) 计 算 Pi=PIA0=1,2,…)。 显 然 在 ， 次 试验 
中 ， 澡 件 4; 出 现 的 频率 mi 与 概率 卫 有 一 定 的 差异 。 如 果 恨 设 5 蕊 立 ， 这 种 差异 就 比 
较 小 ; 旭 果 BF 不 成 立 ， 则 差异 应 该 比较 大 。 基 于 这 一 想法 ，Perarson (皮尔 进 ) 构造 了 和 
统计 量 为 : 





好 = > 人 (7.2.15) 
并 证 明 当 样本 容量 充分 大 【一般 >50) 时 ， 它 近似 服从 自由 度 为 大 ~ 一 1 的 六 分 布 ， 共 
中 = 是 分 布 函数 Pn(z) 中 被 估计 的 敌 数 个 数 。 
分 布 果 数 * 检验 法 的 基本 步骤 为 
第 1 和 步 根据 实际 问题 ， 提 出 待 检 假 设 和 对 立 假 说 
克利 百 1 :FrziSeTCr) (7.2.16) 
溃 2 步 ”根据 样本 数据 ， 用 极 大 似 热 估计 确定 分 布 函数 Fi(zr) 中 的 个 参数 ， 根 据 样 
本 数据 的 大 小 将 其 分 成 点 个 组 ; 
第 3 步 选取 统计 量 
X2 = > 本 (7.2.17) 
当 假 履 琵 成 立时 ， 该 统计 量 近 似 服从 X2( 开 -1) 分 布 ; 
第 4 步 给 定 显著 性 水 平 ec ， 确 定 小 概率 事件 的 概率 表达 式 
王 术 并 1 {7 了 ,2.18) 
殷 据 样本 值 计算 X2 值 、 查 表 殉 定 z2 (k- -1) 值 ; 
第 5 和 步 检验 判断 : 在 和 区 X (上 -一 1)， 接 爱 息 设 Fi 否则 拒绝 假设 五 Na 
说 明 : 在 实际 计算 时 ， 组 数 头 与 翌 本 容量 的 关系 .一 般 用 下 式 确定 ， 
开 三 Inin 十 玉生， 了 7.2，19] 
用 参数 方法 比较 两 个 总 体 的 风 值 时 ， 要 求 每 一 组 数据 都 服从 正 态 分 布 . 如 果 茶 件 不 能 满 
小 ， 厂 可 以 采用 基 寺村 本 秩 统计 量 的 非 参数 检验 方法 一 一 克 ilecoxon 称 和 校 验 。 
2 








首先 引 人 样 本 特 统 计量 的 概念 ， 设 《XI,X2，…,X) 为 一 组 料 本 【不 一 定 来 身 同 一 总 
恒 ) ,将 和 XXX 从 小 到 太 排 成 一 列 ， 用 尽 ; 记 半 | 在 土 述 排列 中 的 位 置 序号 , 称 玉 ，， 
民有 ， 为 由 样本 XXX 产生 的 秩 统计 量 。 

如 果 采 用 不 同方 法 进行 同一 试验 ， 分 别 得 到 两 组 样本 数据 ， 

其 1 
用 xi 和 ra 分 别 表 示 和 和 Y 的 均值 ， 考 虑 如 下 的 假设 检验 问题 ， 
Fo:pi=P2 和 上: 天 Aa 《7.2.20) 
利用 秩 统 计 莉 构造 的 检验 方法 如 下 : 首 千 将 样本 下 1 人 YY 合并 
成 一 个 太 的 痒 本 ,有 吊 开 | 4 开 ，， 0 TCY; ， 了 2， 人 在 整个 合并 样本 中 的 秩 ， 慌 让 1 = ] ， 
2,…,7) 的 取 值 范围 为 1 到 +P 之 间 ; 当 瑟 成 立时 .XXX ,和 和 下 |， 
可 以 看 成 是 共同 一 总 迟 中 抽取 的 容量 为 关 + 六 的 独立 样本 ， 这 时 民 ,RR 和, 民 应 该 比较 均 
本 地 分 布 在 1 到 ”+ 之 间 ; 而 当 再 | 成 立时 ， 样 本 Y 的 取 值 应 该 显著 地 偏 大 或 偏 小 。 
根据 上 述 思想 ， 是 义 殉 ileoxon 秩 和 统计 量 ; 
钱 三 民 + 民 十 十 下 (7 了 ,2.21) 
可 以 证 明 ， 在 成 立即 XXXa Yi YY ， 独 立 则 分 布 时 


数学 期 望 BE( 卫 )= 信 (PT 坟 十 了 (7.2.22) 


方差 D( 见 )= Tom 人 + 曾 十 ] {7 了 ,2.23) 


并 且 妆 ”+ 旺 四 饮 大 时 ， 统 计量 殉 近似 服从 正 态 分 布 。 
更 ileoxon 秩 和 检验 的 基本 示 双 为: 
第 1 落 根据 实际 问题 ， 提 出 待 检 假 设 和 对 立 假 设 
Do:pi=Pz 和 吾 :pi 天 呈 
溃 2 此 将 样本 XXX 和 YY Y。 合并 成 一 个 大 的 样本 ， 确 定 样 本 器 ， 
X2 的 穆 民 |， 慌 开 |; 
第 3 步 档 造 Wilcoxon 秩 和 统计 量 
王 = 三 民 + 及 十 十 本 (7.2.241) 
当 假 这 HE。 成 立时 ， 该 统计 量 近 伺服 从 期 望 值 和 方差 分 别 为 起 【7.2.22》 和 式 (7.2.23) 的 
止 奏 分 布 ; 
种 4 步 给 定 显著 性 水 平  ， 确 定 小 概率 事件 的 概率 表达 式 
王 ; 环 世 到 = 玉 | 侠 > 让 |=a2 (了 .2.25) 
恨 据 样本 的 秩 计 算 W 值 ， 查 表 确 定 wj ，z 的 值 ; 
第 5 步 检验 判断 : 车 mi 去 克 去 tu， 接受 候 设 刀 ;否则 拒绝 假设 帮 0。 
例 7.2.4 为 了 研究 两 种 化 学 添加 齐 对 电池 寿命 的 影响 ， 对 13 个 同类 型 电池 ， 随 机 先 
取 6 个 加 入 添加 剂 4， 其 余 7 了 个 加 入 添加 剂 召 ， 各 组 电池 的 寿命 如 下 : 
4 组 : 18，24，25，27，30，35; 巨 组 : 20，21，28， 3J2，34，38，40 
茎 术 验 两 种 添加 剂 对 电池 寿命 是 否 有 显著 的 影响 (ae =0.10)? 
解 ” 关 为 不 知道 电池 寿 命 的 分 布 ， 所 以 采用 非 参 数 假设 检验 。 设 pi 和 Paz 分 别 表示 疝 
组 利 扣 组 的 平均 寿命 ， 入 组 和 所 组 习 本 的 容量 为 证 =6， 和 = 了 7， 所 出 等 检 假设 和 对 立 息 设 ， 
Da 和 角 万 :AI 天 As 
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根据 观测 值 ， 计 算 组 各 电池 寿命 的 秋分 别 为 2,3，7，9，410，12，13。 因 斤 Wilecox- 
on 秩 和 统计 量 的 值 为 研 =2+3+7+9+10+12+13= 56。 
由 式 《7.2.22) 和 式 【7.2,23) 计算 统计 莉 殉 的 期 望 值 和 方差 


(多 )= 方 由 (z+i++1)= 49， D( 多 )=woa(a+m+I)=49 


当 五 0 成 立时 ， 统 计量 殉 近似 服从 正 态 分 布 N(49,49)， 根 据 给 定 的 显著 性 水 平 ， 查 标 
准 正 态 分 布 表 , 由 PICZ< no)= 人 .9 得 到 xos=1.64。 计 算 小 概率 事件 的 临界 慎 : 

局 (区 ) -YY 有)=37.$2， wy = 下 (t+w ww 万 (本 = 的 .48 

显然 wt=37.52 广 克 =49< as=60.48， 接 受 五 。， 即 酚 神 添加 剂 对 电池 寿命 影响 没有 
显著 的 差异 。 


第 三 节 回归 分 析 方 法 


亚 量 之 间 的 关系 可 以 分 为 两 类 : 一 类 基 确定 关系 。 即 变量 间 的 美 系 可 以 秀 数 关系 来 擂 
述 ; 万 一 尖 是 相关 关系 ， 它 表示 变量 间 具 有 随机 性 的 一 种 趋势 。 回 归 分 析 是 研究 相 美英 系 的 
统计 方法 ， 它 利用 样本 数据 来 牧 定 回归 模型 ， 寻 找 变 量 关系 的 近似 表达 公式 。 
定 艾 7.3.1 设 目 变量 x 与 应 变量 v 之 间 具 有 相关 关系 ， 称 公式 
和 十 下 【7.3,1) 
为 名 局 模 型 ; 含有 待 确 定 未 知 参 数 的 上 数 Frz) 称 为 回归 靖 数 ; e 是 期 望 值 为 零 的 随机 恋 
量 ， 标 为 随机 误 老 ， 一 般 假 定 es 的 分 布 满足 : 
= 一 MID {7 了 .3.2) 
如 果 回 归 郑 数 是 未 知 参 数 的 线性 函数 ， 则 回归 模型 称 为 线性 回归 模型 ;否则 称 为 非 线 性 
四 上 归 找 型 。 利 用 观测 数据 佑 计 同 归 郊 数 的 问题 称 为 回归 问题 。 
回归 分 析 的 -- 般 步 至， 
第 ] 步 ” 对 试验 数据 进行 分 析 ， 构 造 含 待定 参数 的 回归 模型 ， 
第 2 步 ”对 模型 中 的 未 知 参数 进行 估计 ， 确 定 回归 责 数 ; 
种 3 上 和 步 对 回归 模型 进行 显著 性 检验 ; 
第 4 步 ”利用 回归 模型 对 y 值 进行 预测 ， 对 zx 进行 控制 。 
一 、 一 元 钱 性 回归 方法 
一 元 线 狂 回归 研究 只 有 一 个 昌 变 量 ， 并 且 辐 归 函 数 为 线性 函数 的 最 简单 的 回归 问题 . 
1 .一 元 线性 回归 模型 
定 光 了 7.3.2 将 模型 


人 


， (7.3.3] 
一 IO0,a) 
称 为 一 元 线性 网 归 模 型 ， 其 中 ae， 娟 及 于 是 未 知 的 待定 参数 。 用 给 定 的 样本 观察 数据 
(ri 2 (7.3.4) 
对 回归 明 数 进行 估计 ， 得 到 的 近似 公式 
= 人 十 页 (7.3.5) 


条 为 % 对 > 的 线性 回归 方程 。 
直面 讨论 一 元 同好 分 析 的 其 体 实现 ， 
2. 参数 as,A 和 喇 的 最 小 二 乘 佑 计 
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根据 第 五 章 的 最 小 二 乘 拟 合 内 容 ， 和 用 式 〈7.3.4) 给 定 的 样本 数据 ， 可 以 求 出 参数 a， 
六 的 最 小 二 乘 钻 计 。 


1C: 
二 工 Sv 利 = 上》 y (7 了 .3.6) 
”号 1 
则 法 方程 组 可 以 写成 ， 
| 十 定 一 YY (7.3.7] 
rra 十， > = > rm 
再 记 : 
S = Dizirz2 和 So= 2 (7.3.8) 
:一 2 (rz yy 一 】 (7 了 .3.91) 
于 是 参数 e，8 的 最 小 二 乘 怖 计 为 ; 
| 
(7.3.10) 
在 二 站 一 下 人 


可 以 证 明 ， 佑 计 值 a ,8 分 别 是 参数 sa, 五 的 无 篇 佑 计 。 当 误差 分 布 满足 正太 分 布 时 ， 
最 小 二 乘 估 计 的 结果 与 级 大 亿 然 枯 计 的 结果 一 致 。 

为 了 估计 误差 s 的 方差 只， 慌 出 下 列 定义 。 

定 尽 7.3.3 设 a, 电 是 线性 模型 式 (7.3.3) 的 参数 的 最 小 二 乘 佑 计 ， 记 了 妾 =a+Bpr， 
将 观察 但 导 们 计 值 的 差 汪 - 芒 称 为 处 的 残 差 ;并 称 平方 和 


QQ = > (x 到 ) = 站 (7.3.11) 
为 残 羡 平方 和 。 将 上 式 展 开 ， 残 差 平方 和 也 可 以 写成 ， 
只 =S 一 (号 7S (7.3.12》 
由 残 差 平方 和 构造 的 统计 基 光 足 分 布 : 
号 一 2 -2) (7.3.13) 
根据 卡 方 统计 量 的 期 望 值 可知 ， 参 数 c 的 无 偏 估计 为 ; 
= 候 A(a 一 2) (7.3.14) 


3. 线性 假设 的 显著 性 检验 

在 回归 模型 式 (7.3.3) 中 ， 若 线性 系数 5=0， 则 说 明 变 量 * 对 v 的 取 值 没有 影响 ， 它 
们 之 间 不 人 存 在 线性 相关 关系 ; 如 果 2 夫 0， 就 说 明 它 们 之 间 有 线性 相关 关系 。 可 以 采用 他 检 
验 法 或 生 检验 法 进行 线性 假设 的 显著 性 检验 。 

竺 检 很 设 万 o: =1T， 对 立 假设 忆 | : 请 夭 0。 

中 工 检 验 法 由 式 (7.3.13) 和 式 (7.3.14) 知 ; 


3 
【入 2 【7 了 7.3.15) 
另 一 方面 ， 有 
一,ac7S ) 《7.3.16) 


2 


在 假说 所 o 成 立 的 条 件 下 ， 和 构造 工 统计 量 为 : 


T = 全 VS 一 引用) (7.3.17) 
给 证 检验 水 平 e 后 ， 小 概率 事件 的 概率 表达 式 为 : 
瑞 半 | 了 ii 站 2 《了 ,3.1S)》 
根据 样本 计算 统计 量 值 工 ， 查 表 确 定 + (az -2): 再 由 式 17.3.18) 判别 接受 或 拒绝 
假设 Fn 。 
已 和 上 检验 法 考虑 到 ， 
昌 -YY)+CW 一 人 (7 了 .3.191 
可 以 对 S， 进行 平 方 和 分 解 ， 
吧 一 > 可 3 二 > (5 一 了 十 之 (3 一 如 和 (7 了 .3.20) 


工 式 右 端 第 二 项 为 残 差 平方 和 口 ， 将 第 一 项 称 为 回归 平方 和 ， 记 为 ， 


只 


DJ = 人 (和 一 和 (7.3.21 


= 


式 〈7.3.20) 的 总 义 是 : 3 反映 了 数据 y 总 的 波动 情况 ， 它 是 由 两 方面 引起 的 ， 一 是 
由 变量 r 变化 引起 的 【 即 回归 平方 和 ); 另 一 个 是 由 和 随机 误差 引起 的 【 即 残 差 平 方 和 ) 。 S 
的 日 由 度 为 - 革 ， 残 差 单 方 和 和 的 自身 度 为 a -2， 最 后 回归 平方 和 IT 的 自由 座 只 能 为 1. 
了 式 〈7.3.20)】 也 可 以 写成 : 


S =U+ (7.3.22) 
在 假设 瑟 , 成 立 的 条 件 下 ， 有 : 
根据 式 【7.3.1S$) 和 式 (7.3.23)， 枸 造 丰 统计 量 为 ， 
四 国 _ 
一 部 天 (tt ,1 一 2) (了 .3.24 1) 
给 定 检验 水 平 e 后 ， 小 概率 事件 的 概率 表达 式 为 ， 
PiRR>R(a-2) =a (7.3.25) 


根据 样 不 计算 统计 量 值 已 ， 查 表 确 定 已 (1,2 2); 再 由 式 (7.3.25) 判别 接受 或 拒绝 
假设 号。 


例 7.3.1 基 种 合金 钢 的 抗 拉 强度 y 与 钢 的 含 碳 量 * 有 关系 ， 现 测 得 如 下 数据 ， 


由 求 出 了 对 > 的 线性 回归 方程 ， 并 计算 o 的 无 篇 枯 计 |; 


必 榨 难 回归 效果 是 否 显著 (a = 有 0.05). 
解 呈 根 据 数 据 计 算 ， 










号 ] .名 






8 127=0.12,y=45.4，3 = (rr = 0.0212 
1 


So=139.72， 5 =- (Ce -COw -Y) =1.7210 
1 ， 


2 2 


5 = SS =8118，a=y 一 各 =35.606 
所 求 线性 回归 方程 为 
3=35.66+81.18r， 0 三 (9 -DSS 人 一 2)=0.0009 
@@ 采用 了 工 检验 法 。 提 出 待 检 贝 设 叫 0: 户 =0， 对 立 假 设 互 1:5 关 0。 


T= 半 VSs = 393,.9995， 查 表 1 op-2)=tios(10)=2.2281 


显然 工 > 世 oz-2， 所 以 拒绝 互 ， 即 认为 梧 归 效果 显著 。 

在 线性 假设 的 显著 性 检验 中 ，T 检验 法 只 适用 于 一 元 回归 的 检验 ; 而 顾 检验 可 以 推广 
到 对 多 元 线性 回归 进行 检验 。 

利用 回归 方程 ， 可 以 进行 数据 的 预测 和 控制 ， 有 关内 容 见 下 一 章 。 

二 、 多 元 线性 阳 归 方法 

多 元 线性 回归 研究 多 个 自 变 量 的 线性 回归 问题 。 

1. 多 元 线性 回归 模型 

定 多 7.3.4 将 模型 


， 《7 了 .3.26) 
ECOc) 
称 为 霓 元 线性 苛 妇 模型 ， 其 中 ec ,0 中 及 好 是 待定 参数 。 用 给 定 的 样本 数据 
(和 (一 1 ,2 【7 了 .3.27) 
对 回归 函数 进行 估计 ， 得 到 的 近似 会 式 
忆 一 Q 十 六 Ti 十 PR (7.3.28) 


称 为 多 元 线性 回归 方程 。 
2, 参数 的 最 小 二 乘 估计 
类 似 于 一 元 线性 回归 ， 利 用 样本 数据 ， 可 以 构造 法 方程 组 估计 参数 a ,b ,……，, 吕 的 值 。 
为 了 个 计 误差 的 方差 o  ， 同 样 对 S、, 进 行 平方 和 分 解 : 


So= 2 +TDOTYP= Dr (7.3.29) 
其 中 忆 为 回归 平方 和 ， 和 @Q 为 残 差 平方 和 。 


此 时 Sw 的 自由 度 仍 然 为 -1; 残 差 平 方 和 入 中 有 下 +1 个 根据 样本 估计 的 参数 ， 所 以 
它 的 月 由 度 为 一 雪 -1; 剩 下 的 回归 平方 和 习 的 自由 度 只 能 为 二 。 


由 残 差 平方 和 构造 的 统计 量 上 其 有 分 布 : 
生 一 z2(m -一 1 《7.3.30) 
于 是 在 多 元 线性 回归 模型 中 ， 参 数 c* 的 无 往 估计 为 : 
太一 下 一 1 《7.3.31 ) 


3, 替 元 线性 假 误 的 显著 性 检验 

对 于 多 元 线性 回归 模型 ， 不 仅 需 要 对 线性 关系 的 显著 性 进行 检验 ， 还 需要 检验 某 个 变量 
是 理 对 因 变 量 的 取 值 有 影响 。 这 两 个 检验 都 采用 下 检验 法 ， 下 面 分 别 加 以 介绍 。 

山 线性 假设 的 显著 性 检验 ” 待 检 假 设 Bt = …= 呈 = 和， 对 立 候 设 百 , : 声 尖 0 至 少 存 
在 一 个 了 

申 于 败 归 平方 和 的 自由 度 为 上 ， 所 以 存 于 成 立 的 条 件 下 ， 有 : 


| 


7 


三 一 X 《有 《7.3.32) 
构造 正统 计量 为 ; 
加 天 _ 
“1 ( 一 并 一 1) (7 了 .3317 
给 定 检 验 水 平 s 后 ， 小 概率 事件 的 概率 表达 式 为 : 
已 | 下 > 下 人 天 天 一 天 一 1 二 (7.3.341) 


根据 样本 计算 统计 量 值 下， 查 表 确定 瑟 (人 ,2 一 1; 对 这 两 个 值 进行 比较 ， 判 别 接 
受 或 拒绝 假设 只。 

节 单个 参数 的 显 着 性 从 验 通过 了 线性 假设 的 显著 性 检验 后 ， 怎 衬 来 检验 某 个 变量 的 
线性 显著 性 呢 ? 为 此 提出 符 检 假设 了 Ho: 吕 =0， 对 立 假 设 豆 ; : 咏 天 0。 

癌 归 平方 和 搞 述 了 全 体 自 变 量 zi，…xxs 对 变量 ， 的 影响 ， 为 了 研究 变量 *) 的 作用 ， 记 


Di = (3 一 (7.3.35) 
表示 去 抑 mi 后 点 - 工 变 量 的 回 具 平方 和 ， 并 记 
上 二 人 一 (了 .3.361 
称 为 变量 z 的 偏 回 归 平 方 有 和 有 和。 显然 wu 的 自由 度 为 1， 在 互 , 成 立 的 条 件 下 ， 有 : 
地 一 2 人) (7.3.37) 
类 似 地 构造 下 统计 量 为 ， 
下 = 厅 7T 全 阅 FL - 11 (7 了 ,3.38) 
给 定 榨 验 水 平 “ 后 ， 小 邮 率 事件 的 概率 表达 式 为 : 
巴 | 产 > 下 (L ,一生 一 1 = (7.3.39) 


棚 据 样本 计算 统计 量 值 尺 ， 查 表 确 定 F.(l,n-&-1)， 对 这 两 个 值 进行 比较 ， 判 别 搂 受 或 
拒绝 假设 疡 o。 

刘 二 变量 羡 没有 通过 显著 性 检验 ， 就 意味 着 它 是 一 个 “ 索 效 变量 "， 此 时 的 拟 合 模型 是 
一 个 过 度 拟 合 模型 ， 需 要 从 模型 中 去 掉 该 变量 。 

三 、 可 化 为 绑 性 模型 的 非 线性 回归 

乍 实际 局 题 中 ， 有 时 两 个 变量 间 的 关系 不 是 线性 相关 关系 ， 而 是 某 种 曲线 相关 关系 。 在 
一 些 特殊 情况 下 ， 非 线性 回归 问题 可 以 通过 变量 代 换 ， 化 为 线性 回归 问题 

利用 线性 回归 求解 非 线 性 回归 问题 的 步骤 为 ， 

第 1 步 由 样本 数据 ， 在 直角 坐标 系 中 画 出 散 点 图 ;并 根据 图 彤 ， 设 定 回归 模型 

第 2 步 ”利用 变量 代 换 ， 将 非 线性 回归 模型 化 为 线性 回归 模型 

第 3 步 依照 线 人 性 回归 方法 ， 确 定 参 数 ; 再 经 过 变 换 ， 得 到 非 线 人 性 回归 方程 。 

为 了 帮助 大 家 设 定 回归 模型 ， 下 面 列 出 几 种 可 以 化 为 线性 关系 的 郑 数 关系 ， 请 读者 自己 
将 它们 化 为 线性 模型 。 

(有 双 柚 线 型 : 


1 

2 (7.3,40) 
心 指数 曲线 型 : 
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yet 《7.3,411) 





一 cesz (7 了.3.42) 
电 寡 函 数 型 : 
咏 一 Ci (7.3 了.43) 
有 二 和 十 让 hr (了 .3.44) 
总 S 曲线 型 : 
加 1 
7 一 一 (7.3,45) 


第 四 方 盖 分 析 与 正 交 设计 方法 


芷 实际 工作 中 ， 影 啊 一 个 事物 的 内 素 很 多 ， 往 往 需要 考虑 其 中 哪些 因素 具有 显著 的 影 
啊 。 方 差分 析 就 是 通过 试验 数据 ， 分 析 各 因素 的 效应 ， 从 而 找 出 有 显著 影响 的 因素 的 统计 方 
法 ; 当 可 能 的 因素 较 多 时， 希望 通过 尽 可 能 少 的 试验 ,获得 数据 后 对 各 因素 的 影响 进行 分 
析 ， 正 区 设计 将 告诉 我 们 怎样 制定 试验 方案 。 这 里 将 介绍 单 因 素 方 差分 析 、 双 因素 方差 分 析 
和 正 交 设计 方法 等 内 容 ， 

一 、 单 因素 方差 分 析 

一 个 和 远 验 的 结果 往往 受到 索 个 因素 的 影响 。 因 素 的 不 同 状 态 称 为 水 平 ， 一 个 因素 可 以 取 
多 个 水 平 。 不 岗 的 罗素 、 不 同 的 水 平 可 以 看 成 是 不 同 的 总 体 。 试 验 得 到 的 数据 可 以 看 成 是 从 
不 同 总 体 中 得 到 的 样本 数据 ， 方 差分 析 利 用 这 些 数 据 ， 通 过 假设 检验 的 方法 ， 分 析 不 同 因 
素 、 不 同 水 平 对 试验 的 影响 。 

1. 单 因 素 方差 分 析 的 数学 烧 型 

如 果 进 行 的 试验 只 考虑 一 个 因素 的 葡 应 ， 面 让 其 余 的 因素 保持 不 变 ， 就 称 为 单 因素 试 
验 。 在 单 因素 试验 中 ， 设 因素 4 有， 个 水 平 4 和 … 羔 ,在 水 平 & (=1,，…,s) 下 进行 7 
次 独立 试验 ， 得 到 样本 观察 值 (zil…,zm )。 我 们 假定 它们 来 自 具 有 相同 方差 ":z 、 均 值 分 别 


为 占 的 正太 总 体 革 一 No)， 其 中 上 和 呈 均 未 知 ， 且 不 同 水 平 4, 下 的 笠 本 之 间 相 互 
独立 。 于 是 可 以 构造 下 面 的 线性 统计 模型 ; 
汪 二 二 人 人 (7.4.1) 
其 中 随机 误差 sj 相互 独立 ， 且 : 
si 一 NI0,c) (7 了 .4.2) 
并 于 三 人 十 十 晤 和 称 
A = 一 > (7.4.3) 
为 总 平均 逢 ; 令 
全 一 上 一 (7.4.4) 


表 朱 水 平 4, 的 效应 , 则 有 >， mnG =0。 统 计 模型 式 (7.4.1) 可 以 写成 ， 
下 (全 1 
1e 一 N(0,a2) 

方差 分 析 的 全 务 是 检验 线性 统计 模型 式 (7.4.1) 中 个 瘟 体 NU se) 中 的 各 六 的 要 
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(7.4.5) 


等 性 ， 为 此 提出 : 

符 愉 假设 再 o: pi=……=A 对 立根 度 五 同和 关 癌 至 少 存在 一 对 二 和)。 

拒绝 息 设 互 " 人 意味 着 因素 的 不 同 水 平 对 试验 缚 果 有 显著 的 影响 ; 接受 傻 设 豆 , 表示 因素 
对 试验 结果 设 有 显著 的 影响 。 从 而 方差 分 析 要 解雇 的 问题 就 转化 为 检验 假设 殖 ，。 

2. 方 郑 分 析 的 基本 思 相 

记 水 平 44; 时 的 样本 均值 为 : 


Ti 一 二 (7.4.6) 
样本 数据 的 总 平均 值 为 : 

过 = 工 》 > r (7.4.7) 

总 次 差 的 平方 和 为 : 
乌 了 了 一 > 人 (Ti 一 全 人 &7.d4.8) 

组 内 离 差 平方 和 为 : 
w 一 》 (zz 一 了 .9) 

组 回 离 差 平 方 和 为 ， 
纺 。 = > 2 (7 -nn (一 (7.4.10) 


二 了 一 


小 雁 证 明 ， 总 离 差 的 平 六 初 可 以 分 解 为 两 部 分 ， 一 部 分 完全 由 随机 误 莽 效应 引起 的 ， 即 
组 由 离 差 平方 和 Sr; 另 一 部 分 由 因素 不 同 水 平 效应 引 超 的 ， 即 组 妆 窗 差 平 方 和 Sao 于 是 可 
以 得 到 如 下 的 总 离 差 平方 和 分 解 公 式 : 

号 站 一 号 FF 十 总 《7.4,.11) 

方差 分 析 的 基本 思想 是 : 利用 S, 相对 于 Sr 的 大 小 来 衡量 因素 的 效应 ， 当 Sa 与 SF 相 
比 很 大 时 ， 就 可 以 认为 因素 的 效应 是 显著 的 ， 应 该 拒绝 假设 鼠 , ， 理 则 ， 因素 的 效应 不 显著 ， 
接受 假 误 甩 " ， 即 因素 的 不 局 水 平 对 试验 结果 没有 显著 的 影响 。 

3. 方 善 分 析 的 方法 

由 总 离 差 平方 和 构造 的 统计 量 服 从 自由 度 为 - | 的 YX 分 布 : 


5 
有 一 (1) (7.4.12) 
记 : (1)S3 = (Try 一 工 .3 (7.4.13) 
了 | 
即 5; 表示 水 平 4; 下 的 样 林 方 益 ， 于 是 ， 
【mi 一 -Si 
了 二 -一 一 和 (一 上 (了 ,4.141 


又 因为 SEE= > fi 一 DS3 月》 人 -1 ”ns 即 ， 


2 (7.4.15】 


如 
2 0 


同时 ,在 假设 Ho 成 立 的 条 件 下 ,有 : 








320 一) (7.4.16) 
了 
构造 下 统计 量 为 : 
册 Sa 一 1) 
人 Fl,z 一 5) 《7 ,4.17) 
给 定 检验 水 平 es 后 ,小 概率 事件 的 概率 表达 式 为 ; 
忆 ; 下 人 > 一 1 一) = (3.4.18) 


眼 据 样本 计算 统计 量 值 F， 查 表 确 定 (s -1,m -ss); 对 这 两 个 值 进行 比较 ， 判 别 接 受 
或 拒绝 假设 忆 0。 








4, 方差 分 析 表 
为 了 方便 起 抑 ， 方 差分 析 的 计算 可 以 采用 下 面 的 方差 分 析 表 7_1 进行 。 
表 7-1 
方 鞭 来 源 平方 和 月 出 度 方 ” 辣 | F 慎 
组 间 S， :一 1 SA fy 一 1) 


四 


一 、 双 和 丁 素 方差 分 析 

企 多 因素 试验 中 讨论 其 中 最 简单 的 双 因 素 试 验 。 如 果 在 每 个 因素 的 不 同 水 平 组 合 上 都 有 
志 验 ， 则 称 为 完全 试验 ; 如果 进 一 步 在 每 个 因素 的 不 同 水 平 组 侣 上 的 试验 次 数 相 同 ， 则 称 为 
平衡 试验 。 下 面 的 试验 一 般 均 为 平衡 试验 ， 根 据 两 个 因素 是 否 存在 交互 作用 来 讨论 双 因素 广 
差分 析 。 

1. 无 变 互 作用 的 双 因 素 方 差分 析 

说 有 两 个 因素 4 和 日 ， 因 素 4 有 r 个 水 平 41，…,4,; 因素 也 有 * 个 水 平日 ，… ,日 ， 其 
真人 各 水 平 的 每 一 种 组 合 〈4,,B,) 都 只 进行 一 次 无 重复 的 试验 ， 则 得 到 x * 个 试验 结果. 

民 (1 (7.4.19) 

假定 它们 分 别 服从 正 态 总 体 z~ Nus ,e2)， 各 z 相 互 独立 。 类 似 于 单 因 素 方差 分 析 

构造 下 面 的 线性 统计 模型 ， 





证 站 二 天 六 本 上 有 人 = 《7.4.20) 
其 中 随机 误差 sr 相 开 独立 ， 间 si 一 NO 。 
进一步 ， 训 : 
/5 二 在 二 二 (7.4.21) 
其 中 : 户 二 二 >》， 本 《7 了 .4.22 1) 
”2=] -人 


“: 称 为 因素 A 的 4 水平 的 效应 ; 8 称 为 因素 召 的 屯 水 平 的 效应 ， 它 们 满足 ; 


>， ar =0 和 和 8 = 曲 {7.4.23) 
;=1 1 


2I7 


册 线 性 统计 模型 也 可 这 与 威 : 
上 天 (一 1 
Lo = 0 补 8 = 0，e NO 
其 中 rap 和 ce 都 是 林 知 参数 。 
提出 待 检 殷 说 互 0: al=…=ar=0， 对 立 崩 设 五: ao 天 0 至 少 存 在 一 个 站 待 检 假设 
FoB 一 = 有 =0， 对 立根 说 五 pt:8 关 0 至 少 存在 一 个 了。 


(了 . 填 . 了 4 1) 


类 做 于 单 因素 方差 分 析 ， 记 := 二 > ez = 十 忆 攻 和 一 去 > > ny ， 对 总 
大 平方 种 


-as 一 工 ) (7.4.25) 
进行 平方 和 分 解 : 
号 了 一 斩 填 昌 。 十 号] (7 ,4.261 
上 共 中 ， 
随机 误差 平方 和 sx = > -二 (7.4.27) 
风 素 4 效 应 和 方 和 SG NG (7.4.28) 
因素 日 效应 平方 和 Sa = >， Sr - 工 ) = 1( 工 ， 一 了 (7 了.4.29) 


进行 与 单 因 素 方差 分 析 类 似 的 讨论 ， 可 知 Sy*，5，S,， 以 及 S 的 自由 度 分 别 为 ， 
(和 一 10rlits 一 1 Cr 一 fr 一 |) 
在 假设 百 W 和 玉成 立 的 条 件 下 ， 构 造 两 个 正统 计量， 


sarl _ 
SET FIr--1fr-1yfs 一 1 (了 .4 ,301 
sm-D _ 
SET Fr 一 lfr-1li0s 一 1 【了 .二 .31 
人 对 别 用 它们 对 假设 吾 ,, 和 刀 ,进行 检验 。 也 可 以 用 无 变 互 作用 双 因 素 方 差分 析 表 7-2 计算 。 
表 了 -2 
























方差 来 肖 丘 由 度 ，_ 方 状 F 值 
因素 一 1 
因素 月 : 1 Se7 0 1 SP 一 TS 


一 一 一 -一 . 一 一 - 














| 0 Di 1 由 四 和 
， 一 一 一 一 -一 1 = 3 虽 ; 










2 一】 


2. 有 交互 作用 的 双 因 素 方 差分 析 


二 因 妈 4 有 个 水 平 4 ,4 因素 瑟 有 * 个 水 平 是 ，…, 瑟 .。 为 了 观察 相 万 作用 ,对 各 
水 平 的 每 种 组 合 (A Bi) 进行 m 次 试验 ,得 到 试验 结果 
区 (了 .二 .321 
2 18 


假定 它们 分 别 服 从 正 态 总 体 xm 一 Nar,o) ,于 是 得 到 线性 统计 模型 : 


文 拓 二 下 十 全 十 语 十 国 十 E 拓 人 


， - ， 《7 了 . 才 .331) 
[> 一 0 ， > 启 = 省， 人 Di 三 心 ， pi 一 笑 ， 长 ， 计 一 NIO,a” 
1 1=1 1 并 


其 中 请 mi， 记 ， 上 由 和 上 都 是 未 知 参 数 。 
竺 检 假 设 再 :ai=… 和 = 一 a = 人， 对 立 假 设 五: ai 天 0 至 少 存 在 一 个 了; 
符 检 假设 再 so: 8 =…= 六 =0， 对 立 假设 瑟 b: 有 和 0 至 少 看 在 一 个 六 
待 检 傻 设 HaAsgo: py =0 对 所 有 的 〈i， 门 ， 对 立 假设 Hant:， 训 天 0 至 少 存 在 一 对 《ii 门 。 
类 似 奶 ， 记 : 


了 刀 片 下 半 

- ] Na3 y， 一 ] Si 一 [ S， 和 了 1 Sn Sn 

了 了" 二 一 ，。 " 1 一 .1 - 三 ”一 ”. 一 ,时 

. 汪 = 一  ， 叫 3 中. 届 ， 身 证 让 ， 局 症 本 ， 了 这 
7 全 1 人 ?Fr 全 刘 3 全 ”全 全 


对 自由 度 为 〈(nrs - 1) 的 总 离 差 平方 和 Sr = SN SU ，_ 工 ) 进行 平方 和 分 解 : 
T 一 1 了 一 1 上 R=1 


SS 一 Sr+S +STS，n (7.4.341) 


其 中 随 视 误差 平方 和 Sr = > (za ， 志 2, 自 由 度 产 (a 11 


(7 -2 ,自由 度 (r 二 1) 


I- 


因素 A 效应 乎 方 和 S， -= 内 SC 
一 mr SVG 一 六 计 ,自由 麻 fr 一 1); 
因素 4 与 B 交互 效应 平方 和 Su = 0 GT -开工 +) 自由 庆 (r 1) 
(人 一) 


与 无 交互 作用 的 双 因 素 方 差分 析 表 相 比 ， 有 交互 作用 的 方差 分 析 表 喉 需 添加 一 个 交互 效 
应 行 即 可 ， 此 时 需要 椅 造 3 个 王 统计 量 ， 分 别 对 段 设 五 ,。、PHao 和 五 ,mn 进行 检验 。 请 读者 
日 行列 出 有 交互 作用 的 方差 分 析 表 。 

三 、 正 莫 设 计 方 法 

碍 多 崔 束 多 水 平 试验 中 ， 为 了 研究 一 个 因素 不 同 水 平 对 试验 结果 的 影响 ， 即 主 效 应 ; 任 
意 两 个 因素 不 同 水 平 的 组 侣 对 试验 结果 的 影响 ， 即 一 阶 交互 效 应 ， 必 须 先 进行 试验 设计 。 正 
交 设 计 就 是 这 样 一 种 安排 和 分 析 试 验 的 方法 ， 它 采用 正 交 表 来 合理 地 安排 试验 方案 ， 再 根据 
数理 统计 的 原理 科学 她 分 析 试 验 结果 。 正 交 设 计 方法 广泛 应 用 于 科学 研究 、 产 品 设 计 及 工艺 
改革 等 技术 领域 以 及 经 营 、 计 划 和 管理 领域 。 

1. 正 变 设 计 的 概念 

月 殉 介 绍 下 列 与 正 交 设计 有 关 的 基本 概念 。 

示 验 次 数 ”在 多 因素 试验 的 线性 统计 模型 中 ， 独 立 参 数 (包括 总 体 均 和 值 、 主 效应 和 -一 阶 
父 互 效应 等 ) 的 个 数 大 与 试验 次 数 具有 下 列 美 系 。 当 z > 走时， 除了 合计 参数 ， 还 有 ， 
的 自由 度 用 来 进行 方 芝 分 析 ; 当 交 = 到 时 只 能 人知 计 参数 ， 不 能 进行 方差 分 析 ; ?二 二 无 法 进 
行 参 数 估计 。 
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试验 安排 ”在 满足 试验 要 求 的 条 件 下 ， 为 了 尽 可 能 减少 试验 次 数 ， 必 须 精心 安排 每 次 试 
验 时 各 因素 的 水 平 组 合 ， 正 交 表 是 实现 这 一 目标 的 有 效 工具 。 
试验 结果 分 析 “可 以 采用 方差 分 析 的 方法 ， 利 用 平方 和 分 解 和 下 统计 量 进 行 。 实 
际 工作 中 ， 在 随机 误差 与 因素 影响 相 比 很 小 的 情况 下 ， 也 可 以 用 极 差 代替 方差 进行 
分 析 -。 
止 安 试 验 ”满足 每 一 因素 不 同 水 平 在 试验 中 出 现 的 次 数 相同 (均衡 性 ); 任意 两 因素 不 
辣 水 平 组 合 在 试验 中 出 现 的 次 数 相同 〈 正 交 性 ) 的 随机 试验 ， 称 为 正 交 试验 。 
2. 正光 表 
正 交 表 实 际 上 是 一 个 在 给 定 试验 次 数 和 央 子 水 平 数 之 后 ， 可 以 容纳 最 多 因子 个 数 的 正 次 
试验 表 ， 它 是 正 交 设 计 的 主要 工具 。 正 交 表 的 每 一 行 对 应 一 次 试验 ; 每 一 列 对 应 一 个 因 素 
(或 办 子 )。 正 交 表 可 分 为 黄 类 :单一 水 平 正 交 表 和 混合 水 平 正 交 表 。 
单一 水 平 正 交 表 的 因子 具有 相同 水 平 ， 记 为 L。( 共 )， 其 中 ” 为 试验 次 数 〈( 表 的 行 数 )， 
f 为 因子 水 平 数 ，& 为 最 多 可 安排 的 因子 数 〈 表 的 列 数 )。 例 如 工 s(2?7) 表示 在 8 次 试验 中 最 
多 可 安排 7 个 两 水 平 因子 ，Ls(34) 表示 在 9 次 试验 中 最 多 可 安排 4 个 三 水 平 因子 等 。 混 合 
水 平 正 交 表 用 于 安排 水 平 数 不 同 的 正 交 试验 ， 它 的 因子 可 以 有 不 同 水 平 ， 记 为 了 ( 引 x 
地 )。 例 如 La(4 x2) 表 可 用 来 在 8 次 试验 中 安排 1 个 四 水 平 因子 和 4 个 两 水 平 因子 。 
常见 正 交 表 ; 2 水 平 有 L4(23)，La(27)，Lia(2)，Li6(25) 等 ，3 水 平 肛 (34)， 
Laf(3 ) 等 ,4 水 平 有 Lus(4)，5 水 平 的 有 工 x(56) 等 等 。 
正 交 表 具 有 下 列 性 质 : 
性 质 1 每 列 中 不 同 数字 出 现 的 次 数 相等 ; 
性 质 2 在 任意 两 列 中 ， 将 同一 行 的 两 个 数字 看 成 有 序数 对 时 ， 每 种 数 对 出 现 的 次 数 是 
相等 的 。 
由 于 正 交 表 有 这 两 条 性 质 ， 所 以 用 正 交 表 来 安排 试验 时 ， 各 因素 的 各 种 水 平 的 搭配 是 多 
衡 的 ， 这 是 正 交 表 的 优点 。 
3. 正 交 设 计 的 步骤 与 方法 
利用 正 交 表 安 排 试验 并 分 析 试验 结果 的 步骤 为 : 
第 1 步 ” 明 确 试验 目的 ， 确 定 要 考核 的 试验 指标 ; 
第 2 步 ”根据 试验 目的 ， 确 定 各 因素 及 其 水 平 ; 
第 3 步 ”选用 人 台 适 的 正 交 表 ， 安 排 试 验 计划 ; 
第 4 步 根据 安排 的 计划 进行 试验 ， 测 定 各 试验 指标 。 
第 5 步 ” 对 试验 结果 进行 计算 分 析 ， 得 出 合理 的 结论 。 
在 确定 因素 时 ， 必 须 对 实际 问题 进行 具体 分 析 选 出 主要 因素 ， 赂 去 次 要 内 素 ， 以 减少 因 
素 个 数 ; 如 果 对 问题 不 太 了 解 ， 可 先 适 当 多 取 一 些 央 素 ， 然 后 经 对 试验 结果 的 初步 分 析 选 出 
主要 因素 。 选择 正 父 表 时 ， 先 根据 因素 的 水 平 ， 再 依据 因素 的 个 数 ， 选 择 水 平一 致 、 因 素 个 
数 稍 大 或 相等 的 正 交 表 。 对 试验 结果 分 析 时 ， 可 以 采用 极 差 以 减少 计算 量 。 
例 7.4.1 某 炼 铁 三 为 了 提高 铁水 温度 ， 需 要 通过 试验 选择 最 好 的 后 产 方案 ， 经 初步 分 
析 ， 主 要 有 有 三 个 因素 影响 铁水 温度 ， 它 们 是 焦 比 ， 风 压 和 底 全 高度， 每 不 因素 都 考虑 3 个 水 
平 ， 基 体 情况 见 下 表 : 
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1 水 平 1 71 各 170 ] .2 
2 水 宇 1 .18 23n 1.5 
3 亚 芽 


现 用 正 交 表 工 0 (3 ) 安排 试验 ，9 次 试验 测 得 每 钦 试 验 的 铁水 温度 【单位 :和 ) 依次 为 ， 
1365，1395，1385，1390，1395，1380，1390，1390，1410。 问 对 这 3 个 因素 的 3 个 水 平 如 
何 安排 ， 才 能 获得 最 高 的 铁水 温度 ” 

解 本题 中 ， 人 们 关心 的 试验 指标 是 铁水 温度 ， 如 和合 实 排 试验 才能 获得 最 高 的 铁水 温 
度 ， 这 里 有 3 个 因素 ， 每 个 因素 有 3 个 水 平 ， 所 以 是 3 个 因素 3 个 水 平 问题 。 如 果 每 个 因素 
的 每 个 水 平 都 相互 搭配 进行 全 面试 验 ， 必 须 做 3 =27 次 试验 ， 所 有 可 能 的 搭配 试验 编号 见 
下 表 ; 





1 
一 
Ta 
3 2 2 
3 

1 

2 
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进行 27 次 远 验 要 花 很 多 时 间 ， 耗 费 许多 的 人 力 、 物 方 。 能 不 能 在 不 影响 试验 结果 的 前 
手下 ， 焉 少 试验 次 数 。 因 此 不 能 随便 减少 试验 ， 而 应 当 把 有 代表 人 性 的 搭配 保留 下 来 ， 具 体 的 
方法 就 是 使 用 正 交 琢 工 。{(314) 


[| | [3 | 





从 表 中 可 看 出 ， 这 9 个 试验 中 各 因素 的 每 个 水 平 的 措 配 都 是 均衡 的 ， 每 个 因素 的 每 个 水 
笠 都 做 了 3 次 试验 : 每 两 个 因素 的 每 一 种 水 平 搭配 都 散 了 1 次 试验 。 从 这 9 个 试验 的 结果 就 
可 以 分 析 清 楚 每 个 因素 对 试验 指标 的 影响 。 虽 然 只 做 了 9 个 试验 ,但 是 能 名 了 解 到 全 面 情 
沪 ， 可 以 说 这 9 个 试 驻 代 表 了 全 部 试验 。 

县 体 计 算 分 析 仍 然 使 用 表格 ， 由 于 铁水 温度 数值 较 大 ， 为 了 便于 分 析 计 算 ， 我 们 把 每 二 
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个 铁水 温度 的 值 都 减 去 1350， 得 到 9 个 较 小 的 数 ， 这 样 可 使 计算 简便 。 对 这 些 新 数 进行 分 
析 ， 与 对 原 数 据 进 行 分 析 ， 所 得 到 的 续 果 相同 。 列 表 如 下 ， 
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下 【二 政 123) 









赤 1 ,二 7 大 3 从 别 是 各 水 平 所 对 应 的 平均 值 。 同 一 列 中 ,大 ,33 个 数 中 的 最 大 者 减 去 最 
小 少 所 得 的 差 叫 做 级 差 。 一 般 地 ， 各 刻 的 极 差 是 不 同 的 ， 这 说 明 各 因素 的 水 平 改变 时 对 试验 
指标 的 影响 是 林 同 的 。 极 差 越 太 ， 说明 这 个 因素 的 水 平 改变 时 对 试验 指标 的 影响 越 大。 根基 
最 天 的 邦 一 列 ， 就 是 那个 因素 的 水 平 改 变 时 对 试验 指标 的 影响 最 大， 那个 因素 就 是 我 们 要 考 
虞 的 十 要 因素 。 

不 题 中 ，3 列 的 极 差 分 别 为 13.0，11.6，20.0， 第 3 列 即 因素 C 的 极 益 20.0 最大， 这 
访 明 内 素 的 水 平 改变 时 对 试验 指标 的 影响 最 大 ， 因 此 因素 C 是 我 们 要 考虑 的 主要 因素. 
蕊 的 3 个 水 平 所 对 应 的 铁水 温度 平均 值 ( 减 去 1350) 分 别 为 28.3，48.3，40.0， 以 第 2 水 
平 所 对 应 的 数值 48.3 为 最 大 ， 所 以 取 它 的 第 2 水 平 最 好 ; 第 在 列 即 央 素 4 的 极 差 为 15.0， 
仅 次 于 因素 C， 它 的 3 个 水 平 所 对 应 的 铁水 温度 平均 值 ( 减 去 1350) 分 别 为 31.7 38.3， 
46.7， 以 第 3 水 平 所 对 应 的 数值 46.7 为 最 大 ， 所 以 取 它 的 第 3 水 平 最 好 :第 2 列 即 因素 电 
的 极 头 为 11.6 最小， 说明 因 泰 晴 的 水 平 改变 时 对 试验 指标 的 影响 最 小 ， 它 的 3 个 水 平 所 对 
应 的 猴 水 温度 平均 值 ( 减 去 1350) 分 别 为 31.7，43.3，41.7， 以 第 2 水 平 所 对 应 的 数值 
43.3 为 最 大 ， 所 以 取 它 的 第 2 水 平 最 好 。 

共 以 上 分 析 可 以 得 出 结论 ， 各 因素 对 试验 指标 《铁水 温度 ) 的 影响 按 大 小 次 序 来 说 应 当 
是 二 【《 底 焦 高 度 ) ， 和 【 焦 比 ) 、 昌 【 风 压 )， 最 好 方案 为 CA;B，。 

(: 底 焦 商 度 第 2 水 平 1 .5 


1 
1 
| 


上 各 : 焦 比 常 3 水 平 1 :134 
肝 : 风 拷 第 2 水 平 230 

我 们 发 现 分 析出 案 的 最 好 方案 为 CA;B;， 在 已 经 慌 过 的 9 次 试验 中 没有 出 更， 与 它 比 
较 接 近 的 是 第 9 号 试验 。 在 第 9 号 试验 中 只 有 风 压 吾 不 是 处 在 最 高 水 平 ， 但 是 风 压 对 铁水 
温度 的 影响 是 3 个 因素 中 最 小 的 ， 从 实际 做 出 的 结果 看 出 第 9 号 试验 中 的 铁水 温度 是 
1410 世 ， 是 9 次 试验 中 最 高 的 ， 这 也 说 明 我 们 找 出 的 最 好 方案 基本 是 符合 实际 情 襄 的 。 

为 了 最 终 确 定 上 面 找 出 的 试验 方案 CA43B; 是 不 是 最 好 方案 ， 可 以 按 这 个 方案 再 做 一 
次 ， 看 是 否 会 得 出 比 第 9 号 试验 更 好 的 结果 ， 若 比 第 9 号 试验 的 效果 好 ， 就 确定 上 述 方 案 为 
最 好 方案 ; 大 不 比 第 9 号 试验 的 效果 好 ， 可 以 取 第 9 号 试验 为 最 好 方案 。 如 果 出 现 后 一 种 情 
沁 ， 习 明理 论 耸 析 与 实践 有 一 些 差 此 ， 但 最 终 述 是 区 接受 实践 的 检验 。 

这 里 只 介绍 了 单一 指标 的 正 交 设计 ， 对 于 多 指标 的 正 交 设计 ， 可 以 应 用 综合 平衡 或 综合 
评分 态 法 ， 确 定 因 素 的 最 佳 水 平 组 台 。 此 外 对 于 混合 水 平 的 正 交 设计 、 有 交互 作用 的 正 交 设 
订 等 更 多 内 容 ， 可 以 参见 有 关 文 献 。 下 一 章 还 将 介绍 如 何 利用 STATISTICA 工具 坎 件 来 进 
行 试验 设计 各 数据 分 析 。 


评注 与 进一步 阅读 


来 章 介 绍 了 应 用 黎 计 学 的 基本 概念 和 基本 方法 ， 主 要 包括 统计 副 及 其 分 布 ， 参 数 估 计 与 假设 检验 的 方 
法， 国 归 外 析 与 方差 分 析 、 正 交 次 计 等 内 容 ， 为 应 用 统计 方法 进行 数据 的 分 析 与 处 理 美 定 基础 。 频 用 统计 
学 的 方法 与 内 容 涉 及 面 广 ， 如 聚 类 分 析 、 困 子 分 析 、 和 典型 分 析 、 判 别 分 析 、 时 间 序 列 分 析 上 顾 测 等 内 容 ， 在 
多 学 料 ， 多 上 专业、 多 蝴 次 的 范围 内 得 到 广 证 应 用 。 限 于 篇 幅 ， 本 书 没 有 介绍 ， 读 者 可 参考 有 关 书 藉 。 在 本 
者 的 第 一 章 中 ,介绍 了 应 用 统计 学 方法 与 过 程 进 行 数据 各 方面 统计 处 理 与 分 析 的 软件 一 Statistica， 它 可 
满 挟 实现 繁 乞 的 数据 处 理 与 分 析 工 作 ， 从 大 量 的 信息 中 获得 有 科学 价值 的 结果 ， 帮 助 分 析 、 决 策 和 解决 间 
是 ， 值 得 去 扣 悉 和 使 用 。 为 此 ， 在 下 一 章 中 ， 将 从 科学 和 工程 实际 应 用 出 发 ， 量 点 介绍 应 用 Statistiea 来 进 
行 实验 设计 与 数据 分 析 处 理 方 面 的 问题 。 

从 第 从 章 开 始 ， 内 容 与 方法 的 介绍 将 围 娆 科学 和 工程 的 实际 应 用 展开 ， 介 绍 实 用 而 有 效 的 方法 ， 因 此 
练习 与 习题 量 少 ， 但 实用 性 和 强度 大 大 增加 ， 为 真正 掌握 分 析 与 解 次 各 种 实际 问题 的 能 力 建立 共 耐 ， 
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习 题 
7.1] 茶 型 《机 的 最 大 飞行 速度 大 一 Nfpya3)， 但 上 ，o 本 知 ， 现 对 飞机 的 最 大 飞 行 速度 进行 15 次 独 
江 删 试 ， 测 得 数据 旭 下 : 
422.2，418.7，425.6，420.3，425 .8 ， 423.1，43]1. 和 ，428.2.。 438 .3 
二 . 站 ，12.3，417.2，413 了 3 ， d41 3，323 .7 
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成 对 总 伍 均值 和 方差 进行 区 间 居 计 【置信 度 汶 0.9%5)。 

?7.2 莫 元 件 要 求 其 使 用 寿命 让 得 低 于 1006 h 。 现 内 一 批 该 种 元 件 中 随机 抽取 25 件 ， 测 得 其 平均 寿 傅 
为 950h,， 蕊 知 该 种 元 件 的 寿命 服 俯 标准 差 r= 100 8 的 正 态 分 布 ， 试 在 显著 性 水 平 =0.0s 于 确定 该 批 元 
件 是 否 台 格 。 

?7.3 卢 瑟 福 观 察 每 1 min 内 某 放 射 性 物质 所 改 射 粒 子 数 ， 共 进行 2612 次 观察 ， 得 到 如 下 的 数据 ， 





用 * 检验 法 在 10% 的 水 平 上 检验 上 述 数 据 是 天 服从 泊 松 分 布 。 
7.4 为 检 骆 维生素 3 对 刺激 慢 楷 生长 的 作用 是 否 显 著 ， 从 24 失 天 小 相近 的 蔓 委 中 随机 选 出 13 采 施 
以 维生素 B ， 寻 外 11 条 和 不 施 维生素 Bi ， 其 他 条 件 保 持 相 局 ， 一 段 时 间 后 测 得 两 组 茧 巷 的 重量 如 下 。 
使 用 维 生 厌 B,: 27,， 34, 20.$, 29.5，20，28，19，26.5，22，24.5，4，35,5，19 
不 使 用 维生素 B: 18，14.5,，13,35，t2.3，23，24，21，17，18.5，12，14 
利用 更 ileoxon 穆 和 检验 ， 分 析 维 生 素 B, 对 藤 秋 的 生长 是 否 有 显著 的 影响 。 
7 某 种 化 工 产 总 的 得 率 了 与 反应 光 度 Y， 反 应 时 间 X， 及 某 反 应 物 波 度 X; 有 美 。 设 对 于 答 定 的 
Xi，X:，X:， 得 率 了 服从 方 营 为 常数 的 正 态 分 布 。 现 根据 试验 得 到 如 下 的 数据 ; 





其 中 XI，X> 和 X; 均 为 二 水 平 变 量 。 

岂 建立 得 举 了 关于 变量 XI，X: ，X; 的 线性 同时 模型 ， 确 定 回归 参数 并 计算 残 差 ; 

5 给 定 显 者 性 水 平 =0.05， 检 验 线 性 回归 模型 的 显著 性 ; 

呈 对 aa=0,. 叶 ,检验 各 自 变 贡 对 地 影响 的 显著 性 。 

7.6 考察 温度 对 某 种 产品 的 成 品 率 的 影响 ， 选 定 5 种 不 同 的 温度 ， 每 种 温度 下 做 3 次 试验 ， 测 得 数据 
如 于 : 


温度 . 气 : 






全 训 7 


股 各 种 温度 下 成 品 率 总 体 服 内 辕 方 差 的 正 态 分 布 ， 试 分 析 温 度 对 成 品 率 有 无 显著 影响 《ae =0.05)。 
7.7 采 化 工 过 程 在 3 种 深度 、4 种 温度 下 的 得 率 数据 为 ， 





如果 希望 得 率 越 高 越 好 ， 试 分 析 谊 度 、 温度 及 其 交 下 作用 对 得 府 是 否 有 显著 影响 ， 能 否 找 出 最 佳 条 件 组 侣 ， 
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第 八 章 “” 实验 设计 与 数据 分 析 处 理 


科学 本 身 就 是 建立 在 大 量 实验 现象 和 实验 数据 的 获得 和 分 析 处 理 的 基础 之 上 ， 因 此 可 把 
实验 看 做 为 科学 方法 的 一 部 分 。 如 何 科学 地 获取 和 分 析 处 理 实 验 或 试验 数据 基 从 事 任 何 科学 
的 工作 者 都 需 进 行 的 基本 任务 之 一 ， 园 时 采用 数理 统计 方法 来 科学 靶 设 诗 实验、 处 理 实验 数 
据 和 表述 实验 结果 也 是 科学 工作 者 ， 特 别 是 从 事实 验 或 试验 研究 的 人 员 所 必 备 的 一 个 基本 技 
能 ， 实 验 设 讨 方法 与 分 析 在 很 多 学 科 的 研究 、 开 发 、 设 计 等 各 阶段 都 得 到 广泛 的 应 用 。 

计算 机 及 其 软件 的 爱 展 为 方便 地 应 用 统计 方法 来 进行 实验 设计 和 分 析 数 据 提 供 了 工具 和 手 
段 ， 有 专门 的 统计 软 特 可 完 成 实验 设计 与 分 析 的 工作 ，STATSOFT 的 STATISTICA 就 是 其 中 
之 一 。STIATISTICA 提供 的 Experimental Design 模块 可 用 来 进行 实验 设计 和 与 分 析 的 工作 。 实 验 
设计 与 分 析 包 含 的 内 容 很 多 ， 本 章 通过 实例 来 介绍 实验 设计 与 分 析 的 主要 内 容 ， 了 解 并 学 会 用 
STATISTICA 来 进行 实验 设计 与 分 析 以 及 数据 处 理 ; 介绍 数据 模型 参数 化 处 理 的 方法 及 其 分 
析 ， 努 一 方面 ， 随 着 科学 技术 的 发 展 ， 各 种 新 型 有 效 的 智能 计算 方法 不 断 江 更 ， 用 于 复 宗 的 数 
据 处 理 及 分 析 ， 因 此 在 本 章 中 将 介绍 人 工 神 经 网 络 的 计算 方法 及 其 STATSOFT 的 ST Neural 
Metworks 的 基本 应 用 。 本 章 还 将 介绍 现 常 用 的 智能 算法 : 模 氢 退火 算法 和 间 传 算法 。 

第 一 节 正 交 实验 设计 与 分 析 

一 般 来 说 ， 实 验 设 计 与 分 析 包 括 以 下 几 方 面 。 

中 目标 和 问题 的 提出 ”这 点 看 起 来 是 明 自 不 过 的 ， 但 在 实践 中 ， 和 确认 实验 内 容 和 范围 
却 不 是 简单 的 ， 往 往 要 利用 相关 彻 识 和 实际 经 验 。 清 晰 的 内 和 容 和 范围 对 和 更 好 地 理解 现象 和 最 
终 求 得 解答 有 重大 帮助 。 

铅 实验 设计 科学 地 设计 实验 方案 ， 用 低 的 代价 ， 包 括 估 人力、 物力 、 费 用 和 风险 等 ， 
获得 尽 可 能 全 面 的 实验 结果 ， 以 从 中 获得 最 佳 结论 。 常 用 的 实验 设计 方法 有 正 交 设计 、 因 子 
分 级 设计 、 响 应 曲面 设计 等 。 设 计 中 主要 需 考虑 的 因素 是 : 因素 〈 自 变量 ) 和 水 平 【 自 变量 
的 典型 取 值 ) 的 选择 、 响 应 变量 〈 应 变量 ) 的 选择 ， 样 本 量 和 重复 次 数 等 的 选择 。 

实验 数据 分 析 在 进行 实验 获得 数据 后 ， 用 统计 方法 分 析 数 据 ， 使 得 结果 和 得 到 的 
结论 是 客观 的 ， 而 不 是 主观 脐 断 的 。 通 过 分 析 数 据 ， 欠 验 得 到 的 数据 是 否 正 确 可 靠 ， 了 解 各 
种 数据 间 的 关系 ， 从 分 析 结 果 中 妇 纳 总 结 过 程 的 规律 性 。 用 到 的 统计 方法 有 方差 分 析 、 回 归 
分 析 、 协 方差 分 析 等 。 

由 结论 及 建议 ”一旦 分 析 了 实验 数据 ， 就 可 得 出 有 关 实 验 结果 的 结论 和 进一步 工作 的 
方向 。 实 验 本 身 就 是 学 习 过 程 的 一 个 重要 方面 ， 在 实验 设计 与 分 析 过 程 中 免 东 了 要 提出 关于 
问题 的 假设 ,通过 实验 来 研究 这 些 假设 ， 再 根据 结果 又 提出 新 的 假设 ， 如 此 等 等 以 逐步 深 
化 。 在 实验 设计 与 分 析 时 ， 常 会 抛弃 一 些 不 重要 的 因素 ， 而 加 进 一 些 其 他 变量 ， 改 恋 基 些 因 
素 的 取 值 范围 ， 或 加 进 新 的 响 庶 变量 等 。 因 此 实验 设计 与 分 析 是 个 序 贯 的 过 程 ， 通 过 这 样 的 
过 程 ， 最 终 达 到 期 望 的 目标 

正 交 实验 设计 及 分 析 是 实验 数据 分 析 处 理 的 一 个 常用 方法 。 对 正 交 实验 结果 进行 分 析 ， 
可 以 从 较 小 的 实验 数据 中 ， 获 得 较 多 的 信息 。 软 件 STATISTICA 可 以 进行 各 种 正 交 实验 的 
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设计 及 分 析 ， 当 然 还 包括 其 他 的 实验 设计 与 分 析 的 方法 和 过 程 。STATISTICA 6.0 中 Exper- 
imental Design 模块 的 主要 功能 见 表 8-1。 
表 8-1 STATISTICA 6.0 中 Experimental Design 模块 的 主要 功能 


2 "“”(K-p) standard designs【〈《Box，Hunter 人 Hunter) ， 两 水 平 析 因 标 准 设 计 

2-.level setreening(〈Plackett-Burman) designs. 两 水 平 筛选 因素 设计 

2 ””(K-p) max unconfounded or min aberration designs . 两 水 平 最 大 混 区 或 最 小 偏 盖 设计 
3 "””“(K-p) and Box-Behnken designs， 三 水 平和 Box-Behnken 设计 
Mixed 2 and 3 level designs. 混合 二 水 平和 三 水 平 设 计 
Central composite ，non-factorial ，surface designs. 中 心 复 合 . 非 析 因 和 响 应 面 设 计 
Latin squares ，GrITeco-Latin squares. 拉丁 方 .Greco- 拉 丁 方 

Taguchi robust design experiments (orthogonal arrays) . 田口 稳健 实验 设计 ( 正 交 数组 ) 
Mixture designs and triangular surfaces ， 混合 设计 和 三 角 面 

Designs for constrained surfaces and tmixtures 约束 面 和 混合 物 设计 

D-and A-(T-) optimal algorithtmic designs. D- 和 A-(T-) 优 化 算法 设计 


下 面 分 别 通过 用 STATISTICA 5.0 中 Experimental Design 模块 处 理 具体 问题 来 说 明 进 
行 实验 设计 及 分 析 的 具体 方法 步骤 及 基本 特点 。 

一 、2”“”6 全 析 因 实验 设计 及 分 析 

Box 和 Draper 讨论 的 一 着 色 剂 生产 的 情况 ， 由 于 过 程 的 化 学 机 理 不 是 完全 清楚 ， 需 进 
行 影响 因素 的 试验 研究 。 人 研究 的 啊 应 是 产品 的 强度 、 色 泽 和 亮度 ， 考 虑 过 程 的 主要 影响 因 束 
为 聚 硫化 物 、 回 流 、 摩 尔 数 、 时 间 、 溶 剂 和 温度 六 个 ， 试 验 采 用 两 水 平 的 全 析 因 设计 ， 共 有 
2 ” 6=64 次 试验 ， 所 确定 的 六 因素 高 低 限 如 下 所 示 : 


Factor Setting Factor Setting 
Low Hisgh Low High 
聚 硫化 物 6 了 时 间 24 36 
回流 1S0 170 溶剂 30 42 
摩尔 1.8 2.4 温度 120 130 


最 终 64 组 试验 数据 的 全 部 结果 见 Textile.sta。 部 分 数据 如 下 : 

















本 | 刘 不 | 果 同 | 耳 刑 - = 取 
Low LIov LIov LIow LIovr 34 15.( 
igh Low Lovw Lov Low Low 9.7 5.0 
Lov High  Iov  Iov LIov LIo 7.4 23.0. 
High Hgh LIow LIov Low Low 10.6 80 
Iov  Iow _ High  Iov  ， Iov LIov 6.5 20.0 
High ” Iow High LILov Lo ILovw 7 9.0 32.0 


在 许多 情形 下 ， 考 虑 两 水 平 下 因素 对 过 程 的 影响 是 可 以 的 ， 通 过 全 析 因 设计 ， 组 合 各 种 
可 能 性 。 但 是 ， 随 着 因素 的 增加 ， 试 验 次 数 将 以 几何 倍数 增长 ， 如 对 一 个 十 因素 的 两 水 平 全 
析 因 设计 ， 需 进行 2 “10=1024 次 试验 ， 一 般 不 可 能 这 样 去 做 ， 这 时 需 考虑 部 分 析 因 设计 。 

部 分 析 因 设计 的 基本 做 法 是 使 考察 主 效应 〈 影 响 ) 和 交互 作用 都 能 实现 ， 仅 忽略 高 价 交互 作 
用 效应 。 部 分 析 因 设计 主要 用 于 得 选 实验 ， 从 众多 因素 中 找 出 有 大 效应 的 那些 因素 。 在 实验 的 早 
期 阶段 ， 考 虑 的 一 些 因素 有 可 能 对 啊 应 只 有 小 的 效应 或 没有 效应 ， 这 时 采用 部 分 析 因 设计 ， 可 有 
效 节 省 实验 工作 量 。 这 样 能 在 随后 的 实验 中 对 那些 被 确定 为 主要 的 因素 进行 更 为 深入 的 研究 。 如 
考虑 一 个 两 水 平 三 因素 的 部 分 析 因 设计 ， 可 以 选 2”“(3 -1)=4 种 实验 组 合 ， 即 A(+,- ,=-),B 
(-， +，-)CC-，-， +) 和 ABC(+,+,+)， 括 号 内 加 减 符号 表示 为 水 平 的 高 低 取 值 。 下 表 将 两 

226 





水 平 三 因素 的 全 析 因 设计 列 出 ， 则 两 水 平 三 因素 的 部 分 析 因 设 计 为 表 中 的 上 半 部 分 。 











2 ” 3 全 析 因 设计 的 符号 表 
因 素 效 应 
组 合 
] 瑟 CC AB AL BC ABC- 
AA 十 三 一 一 一 十 十 
B 十 一 十 一 一 十 屋 十 
C 十 一 一 二 十 一 全 十 
ABC 十 十 十 十 十 十 十 十 
AB 十 十 十 生 十 一 一 一 
AC 十 十 一 十 一 十 一 一 
BC 十 一 十 十 一 一 二 -- 
《1) 十 加 一 一 十 十 十 一 


其 中 [= ABC 为 设计 的 定义 关系 
有 了 析 因 设计 及 实验 结果 后 ， 就 可 选用 STATISTICA 主 窗口 中 Experimental Design 模块 的 


2 “( 开 一 户 )design (two-level factorial designs) 进行 统计 分 析 ， 其 中 22 表示 区 组 个 数 ，2K-2 表 
未 区 组 大 小 。 上 Experimental Design 模块 主要 进行 两 方面 的 工作 : 如 和 何 优化 设计 实验 和 分 析 实 验 
结果 。 在 设计 实验 时 ， 可 根据 不 同 的 目的 选择 相应 的 方法 ， 这 时 要 注意 的 是 实验 评价 应 该 能 达 
到 无 偏 的 情况 ， 即 改变 某 因素 的 设 定 值 ， 不 会 对 研究 其 他 因素 造成 影响 ， 各 因素 和 因素 间 的 相 
互 作用 关系 都 清楚 。 在 分 析 实 验 结果 时 ， 可 利用 众多 的 方法 和 图 表 来 进行 统计 的 分 析 。 

选择 Analyze results， 应 变量 选 强 度 、 色泽 和 亮度 ， 而 和 目 变 量 选 聚 硫 化 物 、 回 流 、 摩 尔 
数 、 时 间 、 湾 剂 和 温度 ， 这 样 就 进入 各 种 数据 统计 分 析 及 结果 的 界面 : 













tj 于 





| 
一 和 DO~1e 


Vel 了 Factors 









DESIGN SUIDARY (standard design) : 2xf(6-0)，Resolucion R=FULL 
umaberz of Eactors (lindependent Varliable3s): 6 

Nuaber of runs (Standard exXperlimaent): 64 

Totzal Fuabet 0f run3s in EXperiaent: 64 

了 uper of blocks; 1 
Fractional replicacion3s; 








FulL1l faczoritl 












二 所 PETDT2 
晕 站 Histog of resids | 
亡 ] Prob. plot of resids resids | 


扰 个 中 Rs 


FF 志 | 而 wa 时 
时 “Predict dep._ var_ vals 
加 sase| 四 cuepu | 村 - 


”Include conf _ intervals 
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开始 进行 统计 分 析 的 较 好 办 法 是 考虑 多 因素 交互 作用 的 和 情 闹 选择 方差 分 析 
(ANONA)。 从 下 表 给 出 的 ANONA 分 析 结 果 表 的 部 分 数据 可 看 到 ,这 里 没有 2 因素 
(? by? 和 3 因素 (? +*? *?) 的 充 互 作用 是 统计 重要 的 《pp<0.05)。 统 计 重要 的 因 
素 只 有 聚 硫化 物 、 时 间 和 温度 这 二 个 。 这 梓 融 可 以 秋 择 无 欧 互 作用 (JInclude in model 中 
的 No interactions) ， 对 应 变量 汰 虑 用 简单 的 主 歼 应 模型 就 可 以 对 数据 作 进 一 步 的 分 析 。 


STAT. ANOVAYVar. :STRENGTIHT Rsqr= .41832; Adj 48031 【textile.sta) 
芋 XPERIM 2” (6 一 中 designi MS Residual=4.32777 

DESIGN DV: STRENGTH 

Facter SS df MIS F 
(POLYSUTLE 4 .82S2 关 了 48 .8252 ， 11.284183” -002836 
(2)RRFLUX 7.9102 | 7 了 .9102 1.82777 .390H28 
(37MOLES .1702 1 1782 .03932 .844642 
(4)TIME 142.5038 关  ] 关 142.5039* 32.92779* .000009* 
(SSOLVENT 2 .7639 | 2.7639 .3864 .432746 
《6)TEMPERNAT 115.8314 兰 工人 * 113.8314+ 26.76469 关 .000035 
1 by 2 12.6914 1 12.6914 2.93255 .100871 
[by 3 ,33164 ] .3164 .07311 .789381 
L byr 4 .3452 1 .3452 .人 7975 .780371 
| by 5 2.7639 1 2.7639 .63864 .432746 
1 by 6 t0 .8077 10.807? 2 .49728 .128315 
2 by3 5.7002 1 $,7002 1.31711 ,263439 
了 SS 5.2327 | 5.2323 1.20909 -283400 
要 站 本寺 8.1939 1 8 .1939 1 .89333 .182674 
3 站 .4727 1 .4727 .10921 ,了 44167 
了 站 .8327 1 .人 327 , 19240 .665205 
年 6.3127 | 6.3123 1.45864 .239971 
Frror 95.2109 22 4.3278 

DUail 9 24 .034 名 3 


Experimental Design 模块 提供 了 了 几 种 图 示 方 法 来 反 肌 各 种 因素 的 影响 ， 其 中 主要 的 是 因 
袁 的 正 态 概率 图 各 Pareto 图 。 选 择 变量 为 强度 和 Laopez ppt 1 oratel por ， 有 下 面 的 正 坊 
他 率 多 。 除 了 聚 硫化 物 、 温 度 和 时 间 之 外 ， 其 他 的 主 效 应 和 交互 作用 都 集中 在 一 起 ， 日 随机 
分 布 在 零 的 两 边 ， 数 据点 几乎 形成 一 直线 ， 这 充分 说 明了 主 效应 回流 摩尔 数 ， 溶 剂 以 及 各 
种 因素 间 的 交 近 作用 对 强度 作用 的 影响 小 。 而 主 效 应 系 硫 化 物 。 温 度 和 时 间 明 显 偏离 夫 点 ， 
柑 立 从 升 储 网 的 在 上 方 ， 说 明 这 三 个 因素 是 影响 强度 的 主要 因素 ， 上 相 王 之 间 没 有 关联 ， 后 
上 茄 ANGONA 分 析 的 结果 相 一 致 。 


< 


EropbaRility Piot .war :STRENGOTHYRR-SQT 一 . 吕 避 各 上 古寺 4643 
之 二 下 全 -人 寻 ESLEM TS 有 esidUSa1= 二 了 32777 
DV: STREMNGTE 





Standardized EfTegis (Yalues) 
量 一 Inieractions 虽 一 Maimn effeels atd other eects 


由 于 主 效 应 模型 怠 可 以 描述 因素 闻 的 关系 ,内 此 选择 无 交互 作用 后 ， 也 可 作 Parete 图 
( 殉 下 图 )。 这 图 同样 清楚 地 表明 了 强度 主要 由 聚 硫化 物 、 时 间 和 温度 这 三 个 因素 来 决定 ， 并 
用 三 因素 的 线性 关系 就 可 描述 。 
从 本 例 可 看 到 ， 对 正 交 实验 结果 用 ANOVA 来 分 析 处 理 ， 就 可 得 到 明确 的 结果 ， 如 是 
非 线 性 的 阿 题 ， 在 这 样 的 分 析 基 础 之 上 需 作 进一步 的 分 析 工 作 。 
Pareto Chart ef standardizedEFfeets' wariable:STRENGTHR 
了 9 由 -站 JeSiEnRiS Residua] 一 3.6250 


DV:STRENICTR 
蔬 = 人 ,5 


ZIYYY 列 
”3 元 本 












TIME 儿 


[GTEMPERAT 攻 


fTPEODLYSUTI 玫 2 


(2JREFLUX 


【 5jSOLvENT 隐 4 


HGjMOoLES 取 





] 了 3 汪 和 让 7 
上 抹 ct EStinare 点 bsolute walue) 


二 、 中 心 复合 或 网 应 曲面 的 实验 设计 与 分 析 

研究 化 工 过 程 中 温度 和 时 间 对 产 率 的 影响 是 一 典型 的 问题 。 一 般 来 说 . 它们 之 局 的 关系 
是 非 线 性 的 ， 这 时 采用 响应 曲面 法 来 设计 和 分 析 是 首选 的 方法 之 一 。 这 里 介绍 从 试验 的 设计 
开 巡 : 在 丰 xperimental Design 模块 中 ， 局 动 maysis 的 Siertap Putel ， 选 择 Centreag ceo 
P05 扫 HOCIOrtGT  ，respontse Surface designs， 打 开 Central Cosrposite 【《 王 esPogse SSprFace ) 


< 东 


Desigrs 对 话 窗 ， 采 用 两 因素 标准 中 心 复 台 设 计 ， 进 行 10 演 试 验 ， 分 两 区 组 ， 即 272710。 
这 样 从 Displavvsavevprirtf eesisga 可 看 到 如 下 表格 : 


站 “ 【2 eentral conipesite，ne = 二 Hhs 一 呈 nel= 1ngm=1l Rons=10 








Block A B 
] 1 -1.00000 -Oo0000 
2 -1.00000 1.00000 
3 1 1.00006 -1.00000 
4 1 1.00000 1.00000 
SC) 0.0000 0.00000 
6 2 -j .41421 0.00000 
卫 了 1 .41421 必 ,DOD0 
8 2 0.00000 -1.41421 
各 立 .UNION 1 工 . 革 13421 
104C) 2 0.00000 0.00004 





表 中 信 为 因素 水 平 的 标准 取 值 ， 即 因素 编码 值 ， 为 便于 用 试验 数据 表示 结果 及 分 析 ， 可 和 输 和 
因素 设置 用 Feactor naratx ，wataues，etr.， 输 入 因素 的 高 、 低 及 中 心 值 . 有 王 表 ， 








aeter | .cnw [em Center Catter Bigh 
Juame Value 1-abel Walluec Label Value 
贞 7 1 Time 员 由 .0DD 1_Pwr 80 .0000 (CenterEPt 100.0000 


EL) DeErebs 140.0000 ]_ow ]4s .0000 CentcrPa 下 .性 


册 有 从 4ad to he desisa 中 ， 等 区 组 增加 一 相同 的 中 心 试验 。 这 样 做 的 原因 如 下 ， 在 革 些 点 进 
行 重 复 远 验 ， 可 以 街 计 随机 测量 响应 的 可 车 性 ， 检 验 残 差 的 统计 显著 性 (这 从 因素 和 其 交互 
作用 中 得 不 到 ， 上 所 下 面 的 结果 与 讨论 )。 如 果 检 验 残 差 是 统计 显著 的 ， 就 表明 采用 的 统计 分 
本 模型 不 合 遂 【zaetk or 户 t) 

这 翌 进 行 后 ， 有 下 面 结 东 ， 


2 站 【2 nentral enrmtpositce，hec= 二 ns=dnoo-= ln 所 =1 Rons=10 


4 eetirer Points 9ber block 








Bloek 外 ime Tegrenes 

80.0000 140.0000 
2 80.0000 150.0000 
3 100.0000 140.0000 
4 1 100.0000 150 .0000 
5 【7 1 90.0000 145.0000 
6 【C) 1 90.0000 145.0000 
了 了 和 ]43 ,曲目 中 
8 2 104.1421 145.0000 
9 : 90.0000 137.9289 
10 2 90.0000 152.0711 


IC 2 90.0000 145.0000 
了 过 对 必 .HH 十 本 二 和 
仕 此 表 中 上 骨 加 上 试验 条 件 下 的 反应 速率 测定 结 吕 可 保存 数据 文件 以 待 分 析 。 
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本 例 水 到 到 了 区 组 问题 。 有 很 稳 问 题 ， 不 可 能 在 一 个 区 组 内 完成 全 部 的 析 四 实验 ， 锅 将 
其 安排 在 多 个 区 组 内 进行 ， 这 就 是 混 区 设计 ， 这 时 每 个 区 组 内 都 包含 一 个 部 分 析 因 设计 。 如 
乐 著 虑 区 组 有 2“” 户 个 部 分 析 因 的 情况 ， 而 相应 的 2*#* 丰 是 全 析 因 设计 《bp<)， 则 部 分 
析 因 设计 将 在 两 区 组 或 四 区 组 内 实现 。 如 对 一 2** 2 的 实验 设计 ， 需 进行 四 次 实验 ， 而 每 
次 实验 都 需 一 定量 的 原材料 。 当 每 批 原 料 只 够 做 两 次 实验 ， 就 需 两 批 原料 。 如 把 原料 的 批 看 
做 区 组 ， 则 必须 把 四 次 实验 中 的 一 半分 派 到 每 个 区 组 。 

下 面 对 试 验 设计 及 结果 进行 分 析 。 选 Centrez CO 和 六 0s38 ， HOP- FEctorieE ，5SHF1ace cesze738 
的 Amatyse resazss 中 ， 选 产 率 为 应 变量 响应 ， 自 变量 因素 是 时 间 和 温度 ， 区 组 变量 为 区 组 ， 
就 可 进入 与 上 例 类 拟 的 各 种 数据 统计 分 析 选 择 及 结果 的 界面 。 

月 匈 来 看 方差 分 析 。 如 上 所 述 ， 本 例 在 试验 设计 中 每 区 组 增加 了 一 个 相同 的 中 心 点 ， 以 
消除 试验 误差 带 来 的 影响 。 用 线性 模型 〔Linear mein-erfeets orgty)， 从 ANOVA 表 中 ， 可 得 
ANOVAiVar.:YIELD;R- sqr= .11794; Adj:0，(eomposit sta] 

2 facrors，2 Blocks，12 Runsi MS Pure Error 二 2 3525 
DYV，YIELD:， Yicld of process in grams 
虹 











一 









上 aetor 





Bloeks 号 670 人 ,67000 3.68544 .194 和 了 后 

【LTIME [1.) 15.3133 15.31769 石 .了 1124 .1 了 34 入 
【27DEGHEEES 1L) 1 .04 和 2 1 .04823 ,44558 ,573152 

Jack of Fi ]82 .3357 6 宫 .42262 12.93204 .073506 

Pure Error 4.73050 2 2.35250 

Total 号 5 了 ] 补 .之 7 在 了 ] 1 

一 一- 


从 表 中 可 以 看 出 ， 只 有 Lacg of Fit 是 边际 显著 的 《2P<0.1)， 表 明 线 性 模型 太 简单 了 ， 
属于 模型 不 合适 的 情况 。 如 用 二 次 模型 { 造 择 工 22 LO eta erFrF. 二 了 一 ze， 再 来 看 
ANONA 表 : 


NOVYAT YYIELD; 民 - sqt+= .92737; 册 .8d4021 (compexsit ,sta ) 


| 2 factors，2 了 Blocks，12 Runs， WIIS Pure Error = 了 .3525 
DY TI2LD Yield of proecess in gratns 









人 






下 acepoT 叶 f 

Blecias 8.6700 1 8.67000 3.68544 .194876 
(DTIME (L) 1415.3173 1 45.31769 6.51124 .125348 
TIME (QQ) 29.4422 1 3 和 .41225 12.50255 .071510 
(2JDEGREES《L) 1.0482 | 1.04823 .44558 .573152 
DEGREES (QI 61 .2562 1 84.25625 26.03879 .036325 
1L by 32L 95.0625 | 0.06250 4 和 .40914 02386s 
Lack of Fi 10.7128 3 3.57094 1.51793 .420810 
了 Pure 下 rror 1 十 .70USND 了 


之 .了 324 人 0 
竺 采 显 示 出 交互 作用 效应 (? by?) 及 二 次 效应 (o) 不 是 统计 显著 的 《pp<0.05) 就 是 
过 际 记 普 的 (pp<0.t)， 因 此 都 需 在 模型 中 加 以 考虑 。 
有 了 这 结果 ， 就 可 看 参数 估计 和 系数 。 选 择 Meiy efrectis 履 iateractiory ， 有 ， 
2 


S 计 .Err. 一 另 3. 曲 十 3， 唤 





Facte Coef . Cee 撕 ， 人 Cn, Lioal Km Linmti 

Mean2 nterc . 8 34753500 .站 日 了 号 十 .日 了 3 号 0 .407 
RH 1 - ,SOD00 .车 汪 站 和 一 辽 ,7S3 人 7 ] .05s07 
【1 工 LWME 4 3 ,了 227 了 93 -号 半 避 叶 己 
TIWE 《局 ) 一 .14315 ,时 白 之 避 之 中 7 -二 日 二 7 







【EEC 民 下 下 与 “1 | .649 中 .二 字 了 了 生 一 .97 了 12 本 了, 6952 侨 
DECRRES 【 癌 ) -3.09375 . 石 具 石 了 晤 2 ,0237 一 ， 寸 呈 二 上 计 
11 by 2L 一 站 .873500 ,了 生硬 疝 日 了 一 名 .17467 -了 工 .357533 


由 表 中 系数 项 的 数值 可 以 写 出 产 率 预 测 的 二 次 关联 的 表达 式 : 

yord=87.38 一 1.38zr1 一 2.14zr1+0.36ry 一 3.09z -4.887rir3 
式 中 没有 包含 区 组 系数 ， 原 因 是 区 组 影响 不 重要 。 一 般 在 预测 式 中 ， 区 组 值 权 零 。 上 式 中 的 
系数 是 根据 编 码 因 素 值 (+1，0， or ae) 回归 得 到 的 ， 如 用 实际 试验 因素 值 ， 可 从 民 egres- 
siof ceoeFficignts 中 得 到 上 面 类 似 的 结果 








及 eEresstn St Er 

Factor (Ce 这 ， Eure Et - 1 让 

kfean7Interc . ”JS85 必 .93 与 5 当 . 了 全 之 一 了 .人 外 4 和 了 .由 13347 
BLOX KTC -85 .428 一 1.91975 . 19948356 
[TIWE 【 工 } 1 7 .和 了.4779 了 ,站 训 村 -站 1 和 71 
TUYR 【总 ) - 02 .00al 一 了 .535 人 号 ,0071510 
[2DEGREES 《LI) 44 .73 179 丰 .24102 - 目 了 4 了 
DECREES 《全 ) 一 .2 .有 辽 十 了 - 128 了 ,03323 
1L by 2L - -10 .0153 一 在 .本 5 丰 避 了 ,时 了 后 在 5 


有 了 回归 系数 及 公式 ， 订 以 预测 效应 的 值 。 从 Predict cep，Tar。，waragy 中 输 和 人 人 下面 
内 容 ; 
号 LE 人 T1) 3 必 

了 工 工 RE: 100 
1 了 玉民 下 太 ， 150 


行 到 的 产 率 预测 值 是 76.24， 


brerjicted Valuey Var.:YIELDI 及 -sqr= ,92737，A 相 ;SS4021 





2 faetots，2 Hacks， 让 > 民 unsi MMS Pure Error 一 了 ,3525 
DY iD: Yieid c 吕 Process im 可 rams 








Regressn Ce * 
Faetot 《De 并 . Walloe W alme 
Constant 一 3958 .53 
BIOCKTTI 一 . 凡 5 性 .0 0.00 
[DTIME 【UL) 17 .86 100 .的 1785.79 
工 UVIE [已 ) .2 10000 .00 一 全 14.37 
taHDEGRERESTT) 44 .73 1 .0 御 了 ] 作 .233 
JEOREES 【入 ) - .12 223500 .00 278 37 
1L hy 2L 一 .] 15000 .00 -1462 .50 
regicreg 7 ,2 
95. 吧 〔《ant， 71 .0 
+ 95. 电 Comni. 避 ] -46 
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同样 ,可 以 用 Block(0)， 从 Surface 中 得 到 响应 面 和 等 值 线 图 : 
Fitted Surface;i Variable: YIELD 
2 facetors，2 Blocks，12 Runs; MS Residual= 3.083565 
DV: YIELD: Yietd of process in grams 





， 罗 2 
2 下 
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癌 9S7” -< WE 

口 力 ecdthca sa) 

ws 一 RD RCR 

志 一 CoosDeOe SO es 

2 人 

人 过 潮 

2 克 区 千 肖 入 现 

三 一, 史 
国 于 S6.124 放 兴 全 人 UN 
国 一 59.477 5 <- 二 ss 
国 表 6283 六 下 一 en 
国 国 66.183 人 ， 呈 Sec CO 
09.535 Cr NSC ec 号 人 
72 888 N 和 A 小 本 2 ss 外 》 de 
四 76.241 2 2 区、 
国 辐 79 394 Wo， fg: 

7 947 《 CN 忆 

各 3 5 








4 
加 级 above 











本 例 中 ， 采 用 两 因素 中 心 复合 设计 ， 并 分 了 两 区 组 ， 同 析 因 实验 设计 不 同 。 析 因 设计 需 
考虑 因素 的 不 同 水 平 ， 但 在 一 些 场合 ， 有 些 因素 的 组 合 受到 约束 ， 不 能 采用 。 如 果 需 要 在 某 
些 特殊 点 进行 实验 ， 这 些 点 又 不 在 析 因 设计 的 各 个 水 平 上 ， 或 者 需 确 定 重要 因素 的 水 平 条 
件 ， 采 用 本 例 的 响应 曲面 实验 设计 与 分 析 是 较 好 的 选择 。 

三 、 稳 健 实验 设计 及 分 析 的 田口 (Taguchi) 方法 

现在 实验 设计 与 分 析 的 方法 在 改进 和 提高 产品 质量 的 工程 应 用 日 益 广 泛 ， 这 在 一 定 程 度 
要 归结 于 田口 玄 一 20 世纪 80 年 代 的 工作 。 田 口 用 实验 设计 : @ 四 设计 产品 或 过 程 ， 使 得 它们 
对 环境 条 件 的 变化 是 稳健 的 ; 四 设计 /开发 产品 ， 使 得 它们 对 元 器 件 的 变异 是 稳健 的 ; @@ 使 
产品 围绕 上 且 标 值 的 变异 极 小 化 。 下 面 概述 田口 关于 实验 设计 的 思想 ， 并 用 例题 介绍 基本 
方法 。 

田口 实验 设计 的 重要 特点 是 : 采用 质量 损失 函数 、 信 了 品 比 (SZN) 和 正 交 数组 的 概 
念 和 方法 ， 因 此 介绍 要 从 定义 质量 开始 。 要 定义 什么 是 质量 有 时 并 不 是 件 容 易 的 事 ， 说 一 
电视 的 质量 很 好 是 难以 用 一 指标 来 衡量 的 ， 但 可 以 反 过 来 根据 其 质量 的 损失 来 确定 质量 ， 
质量 损失 越 大 ， 则 质量 品质 越 差 、 因 此 可 以 用 质量 损失 来 定义 质量 的 好 坏 。 质 量 损失 函数 
的 形式 可 以 是 连续 的 ， 也 可 以 是 阶 跃 的 。 说 一 产品 在 质量 上 没 问题 ， 这 时 最 高 的 理想 点 。 
在 这 点 左右 的 小 范围 波动 ， 质 量 损失 也 是 可 以 忽略 的 。 当 出 现 质量 问题 时 ， 质 量 损失 就 是 
不 能 接收 的 ， 即 阶 路 性 的 变化 。 质 量 损失 函数 具有 二 阶 的 特性 ， 其 测量 采用 信 品 比 的 
方法 。 

信号 、 了 噪声 和 控制 因素 : 理想 的 质量 没有 差别 (变异 )， 而 有 一 公认 的 标准 。 信 和 号 是 那 
些 可 控制 的 影响 产品 质量 的 因素 ; 而 噪声 是 那些 无 法 控制 的 影响 产品 质量 的 因素 。 测 量 质量 
的 基本 原理 就 是 在 产品 性 能 中 要 尽量 降低 噪声 因素 带 来 的 产品 性 能 的 变异 ， 而 尽 可 能 地 提高 
信和 号 因素 的 变异 性 。 在 田口 的 方法 中 ， 信 了 噪 比 是 个 重要 的 概念 ， 对 不 同性 质 的 问题 ， 有 相应 
的 信 噪 比 计算 公式 ， 因 此 可 把 它 理 解 为 目标 藉 数 。 采 用 了 上 zzperi7aertal Desigmn 的 田口 方法 分 


2 了 3 





析 数 据 结 果 ， 选 择 问 题 类 型 时 ， 有 如 下 界面 : 


TYype of Problea: NMaxiztize average 3/ 了 ratio 83 3pecified ln Gep。Var3 

IC 13 a53Uaed that dependenz Variablel3s) Contaln appzopLiate SignalL-to- 
Nolse (S$/JN) Ratlo3 or ean3s: hoO Trans3ftoranation3 are PerfEoraed， 

Refer LO anual for a 113L of 3S3/ 了 ratlo3 for Statlic and dynamnlc probleas， 


Maximize average 9/N ratio 宇 


Maximize avefagqe 97N ratio 
omalier-the-bett 





信 品 (SAN) 比 产品 的 质量 可 以 通过 产品 对 噪声 因素 和 信和 号 因素 的 响应 特性 来 表征 ， 
理想 的 产品 只 对 信号 有 响应， 不 受 品 声 因素 的 影响 ， 这 就 是 说 要 尽 可 能 提高 信 品 比 。 不 同 信 
品 比 的 计算 公式 如 下 。 

Smalier-tpe-jetter 信 了 品 比 的 计算 公式 为 : 


?一 一 Il0logo( 交 交 ] 
信和 号 因素 的 影响 为 零 是 期 望 值 ， 系 数 - 10 可 以 保证 当 平 方 和 较 大 时 ， 信 品 比 为 负数 ， 且 较 
小 ， 而 使 此 值 变 大 ， 可 以 提高 质量 。 
Nominal-ihe-pest 这 里 有 一 固定 标 值 ， 此 值 附 近 的 方差 被 看 做 为 是 噪声 因素 的 结果 : 


7 = 10logio( zaeam Loariance ) 
此 信 噪 比 可 用 于 理想 的 情况 是 否 与 固定 标 值 相同 的 考察 ， 如 汽车 发 动机 的 活塞 环 尺 寸 需 
尽 可 能 地 接近 规定 值 ， 以 确保 高 的 质量 。 
Larger-tpe-jetter 这 类 工程 问题 包括 混凝土 的 强度 、 材 料 的 耐 磨 性 等 ， 采 用 的 信 噪 比 
计算 公式 是 : 
7 =- 10iogno( 寺 半 (1 ] 
Sisgnted tarsget ”当期 望 特性 的 质量 为 零 时 ， 用 此 类 信 噪 比较 合适 ， 正 负 值 都 可 能 出 现 。 
其 计算 式 为 : 
下 一 10logio(s) 
这 里 * 表示 测量 的 质量 特性 方差 。 
Eractior defectiyre 此 信 品 比 用 于 尽 可 能 降低 负 效 应 ， 如 降低 病人 服药 副作用 的 百 
分 数 : 
?= 一 10logioLpACL 一 坊 ) 
其 中 户 是 缺陷 的 比例 。 


Ordered caftegories (ie accuauiation aalysis ) 有 时 质量 特性 的 测量 只 能 按 类 得 到 ， 
234 


如 产品 可 以 是 好 的 ， 比 较 好 的 ， 一般 的 或 较 差 的 通过 这 样 的 分 析 ， 结 果 有 特性 的 积累 
情 总 。 

例 束 硅 最 片 的 生产 ， 目 的 是 要 采用 田口 的 实验 设计 方法 研究 降低 晶片 的 表面 缺陷 数目 
和 聚 硅 艺 片 厚度 变异 性 的 措施 ， 其 中 可 以 控制 的 四 素 包括 沉积 温度 与 压力 、 氮 气 与 硅 烧 流 
量 、 处 理 时 间 和 清洗 方法 。 在 Exbperimental Design 模块 的 TagecRi ropust desigm erperipients 
(orihogonal arra3s) 中 ， 每 一 因素 设置 莹 水平， 产生 正 变数 组 工 18 的 实验 设计 ，18 钦 实 验 
可 包括 最 密 有 个 因素 (7 个 二 水 平 因素 和 1] 个 二 水 平 因素 )。 其 中 正 交 数组 表示 数组 的 列 之 
癌 相 总 独 立 ， 即 忽略 其 中 的 某 些 列 ， 剩 下 的 列 仍 然 相 互 正 变 ， 可 以 用 来 估计 控制 国 素 的 影 
了 啊 。 实 验 衣 计 结 果 如 下 : 


让 es 区 ttmmLaT 节 


8: 1 factor with 2 LIevels: 了 factors with 当 lbevels 


《Faetofs are 可 Enoted| by numbersy 


F 上 F F 玉 FF F 
及 un | 2 3 5 后 7 8 
1 ] 1 1 1 | 1 
2 1 1 2 2 2 2 2 2 
3 ] 1 3 3 3 3 3 3 
4 2 1 2 2 3 3 
5 1 2 2 2 3 3 1 1 
6 1 这 5 3 t 2 2 
7 1 3 1 2 1 3 2 3 
8 1 3 2 3 2 1 3 1 
9 1 3 3 1 3 2 1 2 
10 2 1 1 3 3 2 2 1 
1 2 1 2 1 1 3 3 2 
12 2 1 3 2 2 1 3 
13 2 2 ] 2 3 3 2 
14 2 2 2 3 1 2 1 3 
15 2 2 3 1 2 3 2 1 
16 2 3 1 3 2 3 ] 2 
17 2 3 2 1 3 ! 2 3 
] 和 8 2 3 3 2 1 2 3 1 


一 般 来 说 ， 实 验 的 影响 因素 有 两 大 类 型 ， 可 控 因 素 与 不 可 控 因 素 或 噪音 。 了 由 口 的 实验 设 
计 中 ， 一 种 是 为 可 控 因 素 选 取 的 ， 另 一 种 是 为 不 可 控 因 素 或 噪音 设计 的 ， 把 两 种 设计 组 全 起 
来 ， 就 构成 一 完整 的 实 验 表 。 在 田口 的 书 中 ， 有 如 何 构建 正 交 数 组 的 详细 讨论 ， 如 组 合 因 喜 
列 ， 形 成 具有 更 多 水 平 的 新 正 变 因素 等 。 

本 例 的 实验 设计 及 结果 在 文件 Taguchi,sta 中 。 根 据 目 标 ， 自 先 可 以 分 析 表 面 缺陷 数据 。 
理想 的 情况 是 晶片 表面 没有 缺 聊 ， 因 此 分 析 问 题 属 于 类 型 wagzier he perter。 啊 应 变量 是 9 种 缺 
陷 测 星 S -ce 六 到 S-def， 自 蛮 量 为 可 控 的 因素 ， 包 括 温 度 与 压力 、 氮 气 与 硅烷 流量、 处理 
时 间 和 清洗 方法 。 设 置 这 些 后 就 有 多 种 结果 可 供 分 析 应 用 。 如 选择 边际 均值 【Adargziraet 
?ea?s) 可 得 到 下 表 结 果 


2 


上 veTaREE 已 ta by Factor Lesels ftagtchi ,sla) 





kfean 一 一 3. 3852 总 下 tria 一 了 二.48341 






Faranmtet . 
上 上 {eet 
蕊 evel weansg 上 stimmate 呈 1 .Te ， St .上 rroFr 








了 上 JEERR 并 0-MT23 一 4.22715 了 .1345 夫 2d4.31904 上 .了 有 后 3 之 
10 一 30. 3 一 二, 19 了 . 全 容 必 之 了 ] .042 7 4 

TD- PS 一 看 1 73547 一 到 20 17 .4517 旬 1 .090947 

了 RES5U RE PP-M2b0 一 卫 .4 了 7 ] 7. 症 1 和 村 辽 d ,有 科 多 立 53 1 .279284 
B0 十 7 ,相生 1 一 立 - 必 79 和 3 2 生 . 1 工 有 自 1 .43433082 

了 0 E2O0 一 在 1 .0967 一 1 734 丰 昌 . 了 714 . 忆 13091 

ATTECCET o 一 :.0277 白 . 3343 432 .4 1 .472234 
-JW wL13N0 一 53.0925 一 ] 丛 .34 11.90224 ,人 和 号 中 站 

WwWI75 一 斗 荆 .由 和 汪 和 斗 .g 提 “4 ,DUOD2na | .2 各 

与 工 总 二 上 -Rd 一 押 .23027 自卫 遇 和 30 .923d 上 .43 和 3 吕 二 
STR 二 虽 . 生 二 7 了 二 和 .是 呈 站 】 .3 了 13223 

一 30 .全 3 了 37 一 起 .66737 2 .05271 1.30361] 

SFTT_ TIM 中 -1.3244 石 .TOzd 0 . 90344 二 .33 汪 立 胡 呈 
TU -ES 一 40.3307 十- 全 2 和 23 .00641 ] .3 了 

TO_ 下 1 ”对 中.0230 1 .5337 忆 .和 二 二 ] .区 看 5 了 

(RESAMNINSG NANE 一 号 ,3 全 .96 34 ,3 和 173 二 .与 巡 全 宁 中 
蕊 > 一 二 1 .5763 了 .7837 辽 汪 ,中 填 了 3 .2295 

9513 一 二 ， 站 信 3 上 但， 344 生 2 寺 1 .061115 





上 表 给 出 了 各 个 因素 在 每 个 水 平 上 的 平均 值 和 参数 估计 ,参数 估计 是 每 因素 水 平 相对 于 
总 均值 的 候 差 。 从 结果 表 中 可 以 看 出 , 信 噪 比 最 大 出 现在 温 庆 因素 的 水 平 (TO M25y 上 ， 再 
进一步 来 看 方差 分 析 ,从 各 Hat3ys ruarinte 中 加 有 下 志 : 


点 naysis cf Waritnmee ftagBucehi stay 





Mean = 一 45.362 Sigrma 一 24 .4841 






王 {fcet 与 与 d kfS 下 P 

和 JITEMPERAT 2 2213.619 27.33269 002033 
;21PRESSURE 3415.549 2 1707.774 21,.086793 .003657 
IITROGEN 1029 .517 2 514.759 6.35599 .04234] 
141STLANE 371 .952 2 185.966 2.29622 .196156 
151SRTT.Tiw 3378 .279 2 189 . 14 2.33540 .192206 
161CLEANING 163 .5] 2 81 .759 1.00953 .428281 
Residual 404 .940 5 80.988 


为 使 误差 方差 的 佑 计 更 稳定 ， 可 以 将 小 的 、 不 显著 的 效应 归 人 到 误差 项 中 。 上 和 未 显 示 : 
球迷 流 量 、 处 理 时 间 和 清洗 方法 不 是 统计 显著 或 边际 显著 的 ， 可 以 将 这 三 项 放 和 人 误差 项 内 ， 
用 Options 中 的 Poog /FEsrzpaate errfect into error 来 实现 ， 这 时 有 下 雪 。 村 注意 的 是 : 这 样 的 
外 理 过 程 一 次 只 能 处 理 一 个 因素 ， 三 个 因素 需 进行 三 次 。 而 且 这 样 处 理 后 也 可 以 取消 ， 对 已 
扫 人 到 误差 项 中 的 因素 再 做 一 次 ， 就 可 以 取消 已 进行 的 归 人 步 双 。 表 中 的 结果 表明 温度 、 压 
九 和 握 气 流量 这 二 因素 都 是 统计 显著 的 〈 记 <0.05)。 

2 业 3 


名 nalysis of Variance【Tra 儿 chi.sth 
Risan = 
















一 号 .3 在 Srma 一 之 十, 直 名 本 






penled int errer terrn 


出 Ms 了 上 PR 


站 一 本 人 eet 
卫 {ffect 


时 工 EAPFERRAT 2 2213.619 1 8 .46S3 之 各 03 人 5 
2 PRESSCRE 呈 叶 及 .54 和 立 1707 .774 14.24s80 人口 洛 总 三 
1 NITROCGEM 1025 .431 了 与 1] 革 .73 旺 寸 . 写 台 3 入 .人 半 了 避 当 之 
# 总 11LAAR 371 .3 之 

”SRTTIT_TIM 378.279 2 

+ CLEANING ] 看 要 -二 1 2 

Residual 1 119.879 


魏 在 来 看 对 询 值 的 作 图 情况 ， 从 Prorf or means 可 以 得 到 下 图 : 


上 werage Eta bw Factor Levwels 


hfean=-45.302 SiEIma=24.4841 MS Error=119.879 df=-11 
(Dashed ]Ime indicates 7 Slabhdard ErroT] 


一 | 人 #lpog ntaeumfy > 7) 


ETA = 





TO_M25 TO pP25  P 
TO PPO_M200 PO_P200 NO MI50 30 MI00 80 
TEMPERAT PRESSURE NITROGEN SILANE SETT TIMCLEANING 


NI JIDM75 S0M5I 和 TOPI6 


TO PR 


CM 2 
NONE  CM 3 


图 中 虚线 表示 平均 信 噪 比 的 二 倍 标 准 差 上 下 限 。 从 这 图 中 可 以 清楚 地 确定 各 因素 的 最 佳 值 . 
也 就 是 使 信 品 比 极 大 化 的 因素 取 值 条 件 。 从 前 面 的 结果 已 看 到 ， 因 素 氮 气流 量 是 统计 重要 
的 ， 但 没有 任何 取 值 点 可 以 使 效应 大 于 平均 依 噪 比 的 二 倍 标准 差 ， 此 因素 值得 进一步 考察 ， 
比如 进一步 做 实验 等 。 

下 面 米 看 预测 信 噪 比 和 实验 检验 问题 。 验证 分 析 结果 的 办 法 之 “是 用 已 得 到 的 显 革 因素 
佳 慎 来 预测 往 品 比 ， 这 里 是 因素 温度 与 压力 。 选择 Era tader 0p5877222 costattios ， 有 下 表 : 


Expected SA Ratio under 患 ptimum Conditdions (taguchi.sta) 


vean 一 一 43.362 Sigma 一 24.4841 

了 ffteet Standarg 

Factecr 
Levwel 忆 ize 上 rrer 

DiTEMPERAT TO M25 21.13454 3.673962 
125PRESSURE PDM200 17 .有 1443 3 .各 73963 
13HNITROCEM NU 6.33433 3 .573962 
141S1LANE S MI00 在. 93 全 3 .6739062 
151SFTT TIM TD_ TS 了 .8253f6 3 看 73962 
161CLEANTNG CM > 3.78573 3.673962 
] .xpectea 马 7 可 二 二 .6 呈 1 了 3 


3 了 


同上 面盆 析 一 样 ， 可 以 从 预测 中 排除 次 要 因素 的 影响 ， 用 Options 中 的 Ja Exzrcgade e 矿 


Fecf 来 实现 ， 这 样 做 后 ， 可 得 到 : 


下 xpected 号 AM 及 atio under 息 ptimum fnnqifinns taguthai stah 


补 -本名 千 了 


一 4 .3402 IErna 


”kteatmnm -= 


下 上 并 ect 


StardaI 本 


Frtmr 
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忆 1ze 


Re 


Eeewel 
了 .| 3343 二 


ITEMPERAT 


了 工作- 23 
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,十 站 与 全 癌 3 


vi20n0 17. 吕 443 和 
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ERESSURE 


十 ,中 丰 日 冲 员 于 


四. 33433 


| NO 


131MITROGEN 


1 3 号 3 吕 
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-MLNO 


# 避 ] 工 AMNE 
“ETET-TIM 


中 . 罚 空 后 写 站 


Di 
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(AT - 


人 工 世 上 IC 
下 xpeetead 把 7 


一 7873 


。 在 数据 文件 


验 9 个 图 员 发 现 的 表面 缺陷 数 。 


计 分 析 ， 了 解 样本 中 的 表面 贞 陷 紧 计 数 


还 可 以 进行 楷 


Taguchi.sta 中 ， 恋 量 .0.3 到 喇 


对 本 实验 数据 


- 包 当 了 每 次 实验 检 


1001 


发 现 表 面 有 4 到 30 个 缺陷 ， 


30 表示 
因此 选择 这 些 为 


变量 刀 -4- 


个 缺陷 ， 
等 等 。 这 样 的 闫 度 分 类 数据 适合 用 问题 类 型 中 的 累计 分 析 。 


变量 P -0_3 表示 发 现 表面 有 0 到 3 


应 变量 ， 而 自 变 


量 不 变 ， 进 行 术 计 分 析 。 


在 泰 订 分 析 中 ， 进 行 方差 分 析 不 合适 ， 所 以 没有 此 类 分 析 ， 但 用 条 形 图 可 清楚 给 出 结果 


的 网 未 避 点 击 ar at 门 矿 尼姑 肌 了 下 让 下 1 了 友 疡 FD 思 OrtDPS 出 琉 下 图 ! 
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SYS | 


SS szd 心 册 
时 SS 








TEMPERAT PRESSURR NITROCGEYN SILANF SRTT TIM CLRAMENC: 
出 了 各 因素 不 同 水 平 下 每 类 缺陷 (D_0 3 一 D_1001 )， 所 占 的 比例 ， 如 第 一 
因素 渤 庶 ， 最 大 的 阴影 面积 出 现在 T0. M25。 除 了 条 形 图 之 外 ， 还 可 以 通过 Line gra 大 加 


由 


上 图 表 


3 放 


产 cior 看 线 图 ， 选 择 因 素 光 度 作 图 ， 得 下 图 : 


丰 ITYUURtLVE 下 ETCEENE 本 全 CRtOT 工 生 J 人 于 及 直下 


册 上 上 贡 罗 轴 世 和 己 症 营 


Cutmalatwve Proporion Defecetive 
[和 


30 





D03 D # 3 D3t300  D30L 1IM D 1001 
TEMPERAT 


线 图 表明 缺 聊 的 累计 分 率 对 T0_M25 最 高 ， 大 部 分 的 表面 只 有 0 一 3 个 缺陷 。 
从 本 例 中 可 以 看 到 ， 温 度 和 压力 是 影响 聚 硅 晶片 缺陷 的 最 主要 因素 ， 将 此 两 因素 设置 在 
第 一 水 平 〔(T0. M25 和 P0_- M200) 上 ， 可 得 到 最 好 结果 ， 即 表面 缺陷 数目 最 少 。 


第 二 节 ”多 元 数据 模型 回归 与 分 析 


在 科学 和 工程 的 分 析 和 设计 中 ， 采 用 基于 实验 数据 关联 的 模型 是 常用 的 方法 ， 而 且 可 方 
便 地 应 用 计算 机 来 回归 估计 模型 参数 。 但 要 使 模型 能 反映 过 程 的 转 性 ， 关 联 实验 数据 得 到 的 
模型 应 是 可 靠 准确 的 。 这 需要 进行 两 方面 的 工作 ; 模型 参数 回归 前 的 数据 分 析 和 回归 模型 
的 选择 和 分 析 。 

一 、 实 验 数据 分 析 

由 实验 数据 回归 模型 ， 得 到 模型 参数 前 ， 对 数据 自 变 量 间 的 线性 相关 性 进行 检验 ， 是 改 
静 阿 忆 模 型 应 用 的 可 靠 人 性 和 准确 性 受 鼠 制 的 有 效 方法 。 因 自 变 量 间 的 铸 性 相关 性 ， 使 得 光 法 
区 分 它们 对 应 变 基 的 作用 ， 回 归 模 型 参数 时 会 遇 到 几乎 是 奇异 的 数据 矩阵 ， 这 样 的 模型 参数 
有 很 大 的 不 确定 性 (95%% 的 参数 置信 度 范 围 宽 )。 下 面 用 回归 二 氧化 硫 的 催化 氧化 速率 方程 
回 题 来 具 性 说 明 。 

效 有 载 铀 氧化 馈 催 化 剂 颗 粒 的 微分 固定 床 反 应 器 中 ， 测 定 二 氧化 硫 的 催化 氧化 速率 ， 总 
讨 为 790 mmHg@ 时 ， 记 录 流 体 相 的 组 成 分 压 ， 有 表 8-2 的 速率 结果 ， 通 过 这 些 数据 求 取 二 
氧化 硫 的 催化 氧化 速率 方程 。 

对 此 氧化 肥 应 的 速率 方程 ， 组 分 的 分 压 是 自 变量 ， 如 将 SO; 分 压 对 O, 分 压 作 图 ， 见 下 
页 图 。 从 图 可 看 出 ， 这 两 分 压 间 有 近似 线性 关系 。 如 采用 一 般 的 指数 速率 方程 形式 

7 一 Pso Pso PD (8 .2.1) 


-一 一 











吉 1mmHg=133.322 Pa。 


2 也 


囊 8-2 二 氧化 硫 的 伙 化 氧化 迪 率 
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全 1 atm=101325 Pa。 


来 回归 数据 ， 可 得 方程 参数 (包括 号 % 的 参数 置信 和 度 ): 有 =0.5$17 + 113.3; a = 
， -1.98+7.02; p= -0.216 二 4.556 和 “= 
Fa 6.078 十 124.7。 这 里 可 看 到 参数 的 95% 置 
信和 度 太 宽 , 模 型 参数 不 可 靠 。 实 际 上 ， 
Smith 根据 原子 氧 的 吸附 机 理 ， 对 此 反应 得 
到 如 下 速率 方程 式 : 


已 so,PG， 一 赤 Pso， 


(4A+BPso 
其 中 民 =73， 为 反应 平衡 常数 。 用 非 线性 
回归 可 有 参数 : 上 =0.1017 二 0.0958 和 
好 =16.02 土 4.33。 与 方程 (8.2.1) 相 比 ， 


[2D0 


Linear dependehee 上 f 
晶 RHSOfEO.[S2.3] 


RHBS of Eq [82.3》 


(8.2.2) 





So: 分 压 对 避 分 压 的 关 陛 


方程 参数 的 置信 和 床 有 了 显著 改善 。 
对 这 样 得 到 的 速率 方程 作 进 一 步 分 析 ， 吉 发 现 表 8-2 所 给 的 速率 数据 没有 足够 的 信息 来 
表明 速率 方程 中 的 北 反 应 贡献 。 因 如 果 把 方程 (8.2.2) 改写 为 : 


Pso ,= -六 [r(A+BPso) -PsoP 《8.2.3) 


将 模型 参数 代 和 人 计算 并 以 方程 左边 为 横 坐 标 、 右 边 为 纵 坐 标 作 图 ,结果 并 不 是 侠 率 为 -1 的 
直线 【 见 上 图 ) 。 

二 、 问 归 模 卉 的 选择 

回归 模型 的 选择 是 数据 模型 化 过 程 中 经 常 遇 到 的 问题 ， 了 解 人 掌 握 一 些 基 于 数据 统计 分 析 
原理 得 到 的 方法 和 原则 对 回归 模型 的 选择 会 有 很 大 帮助 。 这 里 用 水 饱和 营 汽 压 模 型 回归 的 情 
况 为 例 说 明和 寞 型 选择 的 一 些 方法 。 

有 几 个 常用 的 模型 可 以 用 来 关联 和 也 测 物质 的 饱和 蒸汽 压 ， 其 中 有 三 参数 的 Antoine 方程 ， 


InP= 和 十 二 (8.2.4) 
四 参数 的 Riedel 回归 方程 : 
ImP=4+ 天 +ClnT+ DT (8.2.5) 


以 及 参考 Thek-Stiel 的 蒸汽 讨 预 测 方程 而 提 册 的 五 参数 回归 方程 ; 


吾 忆 
二 入 + 了 + 十 亢 + 下 InT (8.2.6) 


2 


水 的 荧 汽 压 数据 选用 的 温度 范围 为 0 一 
120 和 DC, 在 STATISTICA 软件 由 ， 用 Antoine 方 
程 的 所 人 台 结 果 见 右 图 。 
从 图 的 结 素 和 统计 指标 〈 存 表 8-3) 都 表明 
拟 合 是 成 功 的 ， 拟 合 度 十 分 接近 1， 恒 实际 上 用 
Antcine 方程 来 拟 合 回归 得 至 的 结果 不 理想 ， 说 
明 仅 从 拟 合 度 上 来 判断 结果 的 好 坏 是 不 各 的 ， 为 
付 公 了 呢 ? 检查 模型 适合 体系 数据 程度 的 最 有 效 方 
法 之 一 是 对 应 变量 与 残 差 作 图 ， 奶 定义 残 差 为 : 
ei =ln(P; wo)-InP ) (8.2.7) 水 饱和 素 汽 压 的 Antoine 方程 拟 合 


Rodel:InP= 上 HRACT+T) 





胡 83 水 作 和 羔 汽 压 的 方程 拟 含 结果 


一 了 至 73 ,2 


一 3 .983 


应 变量 饱和 攻 汽 压 与 Antoine 方程 拟 合 残 差 的 图 示 结 果 见 下 图 。 
从 图 中 可 看 到 残 差 虽然 很 小 ,但 其 分 
布 不 是 随机 的 ， 这 同 模型 参数 估计 方法 的 
基本 假设 不 符 ， 困 模型 参数 估计 方法 的 基 
本 假设 之 一 是 参数 司 计 的 误差 se 和 ei (汉族 
不 相关 联 ， 是 随机 的 。 如 对 拟人 台 结 果 考 察 
万 一 模型 参数 估计 方法 的 基本 恤 设 -一 - 估 sy 
计 误 差 符 合 正 态 分 布 ， 可 有 下 图 结果 。 0 
残 差 的 分 布 同 正 态 分 布 相 比 ， 有 较 大 00i 一 
的 善 片 。 这 两 方面 的 结果 充分 说 明了 拟人 台 
回归 的 Antoine 方程 式 【8.2.4) 还 不 能 充 乞 和 燕 泊 正 与 Antoine 方程 拟人 台 残 差 关 和 
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己 


Antoine 方程 拟人 台 残 差 与 正 态 分 布 比 较 
2 了 


分 反映 燕 汽 压 与 还 度 间 的 关系 ， 造 成 残 差 间 存 在 关联 。 用 Riedel 方程 【8.2.5) 来 拟 合 ， 也 得 
到 类 似 的 结果 。 但 用 方程 〈8.2.6) 来 拟 合 ， 则 结果 就 不 同 了 ， 不 仅 拟 合 误差 比 Antcine 方程 


Residual walues 


(8.2.4)》 小 了 近 一 个 数量 级 ， 而 且 残 差分 布 
是 随机 分 布 的 《上 见 左 图 )。 如 再 从 拟 合 误差 


Se 一 二 


3 的 分 布 来 看 〈 见 下 图 )， 误 差分 布 基 本 符合 
| 人 正 态 分布 。 依 据 上 面 的 讨论 ， 比 较 残 差 和 残 
和 差分 布 图 ， 不 难看 出 方程 (8.2.6) 是 描 
3 述 水 亿 和 荧 汽 压 的 合适 模型 。 

TIEEOT 和 上 面 介 绍 了 模型 选择 的 方法 ， 并 且说 


明了 模型 参数 较 少 时 会 出 现 拟 合 残 差 的 分 
布 不 是 随机 的 ， 而 是 呈现 某 种 分 布 ， 相 互 
亿 和 燕 汽 压 与 方程 【8.2.6 关联 。 在 模型 回归 拟 合 数据 的 过 程 中 ， 如 

拟 合 残 差 关系 羽 型 参数 过 多 会 出 现 什 么 情况 ， 如 何 判断 





辐 归 拟 合 模型 中 有 过 多 的 参数 呢 ? .这 旦 选用 吸附 方程 拟 含 丙烷 、 和 氢 型 丝光 沸石 体系 303 K 的 
吸附 平衡 数据 来 说 明 如 条 对 模型 拟 合 结果 进行 统计 分 析 ， 确 定 模型 拟 合 的 好 坏 、 模 型 参 数 的 
可 等 性 和 准确 性 ， 从 而 进行 拟 合 模型 的 选择 ， 拟 合用 数据 见 表 8-4。 
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对 吸附 过 程 来 说 ,在 1918 年 Langmuir 提出 了 理论 化 的 吸附 等 温 线 模型 后 ， 出 现 了 许多 
各 种 形式 的 吸附 平衡 模型 。 具 有 代表 性 的 、 也 是 适用 牲 较 广 的 模型 主要 有 下 面 几 个 。 
心 Lanmuir (EL)》 双 参 数 方程 





六 -站 和 (8.2.8) 
@ Freundlich (F) 双 参 数 方程 : 
六 (8.2.9) 
呈 RET 双 参 数 方程 : 
= Ta ED 二 一 广 / (8.2.10) 
二 Langmuit-Freundiich (LF) 三 参数 方程 : 
-站 《8.2.11) 
中 三 参数 方程 ， 
六 = 8 一 oj (8.2.12) 
国 Toth 三 参数 方程 8]， 
nm = CT (8.2.13) 
已 攻 展 的 LF 方程 
二 op (8.2.14) 


+ 红 站 十 Ci 
电 式 (8.2.14)》 的 特 环 形式 :; 


anQ 扣 [二 ef 百 十 过 ) 54 
拉 1+aFTTTC] 【8.2.15) 


表 8-5 为 上 述 各 模型 的 计算 结果 汇总 ， 表 中 每 个 参数 值 后 的 数 为 参数 的 95% 置信 和 度 。 
表 8-5 有 吸附 等 温 线 关联 的 参数 值 、 方 差 和 回归 系数 
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从 表 8-5 中 可 看 出 ， 方程 (8.2.8 一 8.2.14)》 投 合 方差 逐渐 减少 ， 回 归 系 数 更 接近 1 
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(方程 (8.2.12) 是 通过 压力 数据 来 氢 合 的 ， 
故 拟 合 方差 和 其 他 方程 的 结果 不 是 在 同一 数 
| 量 级 上 )。 由 方程 (8.2.14)》 的 五 参数 形式 ， 
; 即 式 《8.2.15) 获得 的 结果 最 好 ， 计 算 结 果 
| 完全 落 在 实验 误差 之 内 《网 左 图 )。 通 过 对 方 
程 (8.2.13) 和 五 参数 方程 (8.2.15) 的 计 
算 结果 进行 分 析 ， 可 以 看 到 同上 面 恤 和 茹 汽 
压 方 程 的 拟 合 一 样 ， 方 程 (8.2.13) 因 参 数 
过 少 ， 吸 附 量 的 计算 误差 与 实验 吸附 量 之 间 


urGLE 





.1 1.0 10 1 的 站 


Pa 存在 着 某 种 分 布 。 而 方程 【8.2.15) 计算 误 
差 在 夫 的 两 边 是 随机 分 布 的 ， 看 不 出 规律 性 
(部 下 面 两 图 )。 因 此 ， 氢 侣 计算 误差 有 无 规 


吸附 平 壬 数 据 关联 
律 性 的 分 布 是 判断 模型 参数 是 否 过 少 的 依据 。 
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方程 8,2.413) 的 拟人 台 误 差 方程 (8.2.45) 的 报 和 台 误 善 


直面 通过 方程 【8.2.14) 和 方程 《98.2.15) 的 统计 计算 绩 果 来 讨论 确定 模型 中 出 现 过 老 
参数 的 情况 ， 在 方程 (8.2.14) 的 计算 结果 中 ， 有 些 参 数 95% 的 置信 和 度 较 大 ， 而 对 于 方程 
(8.2.14)} 的 五 参数 形式 ， 即 方程 (8.2.15)， 其 所 有 参数 的 %5% 置信 和 度 都 较 小 。 虽 然 方程 
(8.2.14) 也 给 出 很 好 的 计算 结果 ， 但 有 些 参 数 的 95 多 置信 和 度 较 大 说 明 这 些 参数 之 间 有 联 
系 ， 不 是 独立 的 ， 事 实 上 ， 方 程 8.2.15) 就 是 据 此 分 析 对 吸附 平衡 理论 作 进 一 步 研 究 而 慕 
得 的 。 


第 三 节 数据 处 理 与 分 析 的 智能 化 计算 问题 


近年 来 千 能 计算 技术 发 展 迅 速 ， 多 种 智能 算法 均 已 成 为 人 工 智 能 、 模 式 识别 和 其 他 有 关 
领域 行 之 有 效 的 方法 ， 特 别 是 人 工 神经 网 络 、 模 拟 退 火 和 遗传 算法 这 三 种 智能 计算 方法 。 在 
此 介绍 这 些 方 法 的 基本 特点 、 实 现 方法 和 实际 应 用 。 

大 工 神 经 网 络 就 是 在 对 大 脑 的 生理 研究 的 基础 上 ， 用 模拟 生物 神经 元 的 某 些 基本 功能 元 
件 《 即 大 工 神 经 元 )， 按 各 种 不 同 的 联结 方式 组 织 起 来 的 一 个 网 络 。 其 自 的 在 于 模拟 大 脑 的 
某 些 机 理 与 机 制 ， 实 现 某 个 方面 的 功能 ， 可 以 用 在 模仿 视觉 、 模 式 识 别 、 枯 数 逼近 、 模 式 识 
别 、 分 类 和 数据 压 和 等 领域 ， 是 近年 来 人 工 智 能 计算 的 一 个 重要 学 科 分 支 。 人工 神经 网 络 有 
多 种 形式 ， 其 中 反 辐 传播 人 工 神 经 网 络 〈【Back-Propagation 和 Artificial Netwoerk ,简称 BP 人 网络 ) 
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是 一 种 广泛 使 用 的 神经 网 络 模型 ， 它 充分 体现 了 人 工 神经 网 络 的 特点 。 

一 、BP 神经 网 络 

BP 网 络 是 一 种 对 非 线性 可 微分 函数 进行 权 值 训 练 的 多 层 网 络 ， 主 要 可 用 于 函数 逼近 、 
模式 识别 、 分 类 和 数据 压缩 等 领域 。 在 人 工 神经 网 络 的 实际 应 用 中 ，80% 一 90% 的 人 工 神经 
网 络 模型 是 采用 BP 网 络 或 它 的 变化 形式 。 在 介绍 BP 网 络 的 模型 结构 与 训练 计算 方法 之 前 ， 
先 来 看 褐 经 元 的 结构 。 

神经 元 姨 大 工 神经 网 络 的 基本 处 理 单元 ， 它 一 般 为 多 输入 / 单 输出 的 非 线性 元 件 。 神 经 
元 输出 除 受 输入 信和 号 的 影响 外 ， 还 受 神 经 元 内 部 其 他 
因素 的 制约 ， 关 此 在 人 工 神经 元 的 建 模 中 ， 常 常 加 一 呈 
额外 输 和 人 信号 ， 称 为 偏差 〔bais) ， 并 取 值 为 1。 具有 ”ac 
r 个 输 大 的 单个 神经 元 处 理 方式 如 右 图 所 示 。 其 中 输 
人 分 量 疡 (=1,2,…，,r) 通过 与 它 相 乘 的 权 值 分 量 吕 


几 (=1,， 2，…，r) 相连 ， 以 > pw 求 和 后 与 信 
差 权 值 5 一 起 ， 形 成 激活 本 数 的 输入 。 通 过 激活 函数 的 作用 ， 有 神经 元 的 输出 为 ， 





= 7( 阅 w+ (8.3.1) 


可 以 看 出 ， 偏 关 被 简单 地 加 在 >) pw 上 ， 作为 激活 函数 的 一 个 输 人 分量。 偏差 有 着 重要 作 


用 它 使 得 激活 函数 的 图 形 可 以 左右 移动 ， 这 样 可 增加 网 络 解决 问题 的 能 力 。 
激活 苑 数 具 有 模拟 生物 神经 元 的 非 线性 特性 ， 常 选用 Sigmeid 函数 或 双 曲 正切 tanh 函 
数 ， 即 


Sigtnoid 夯 数 : 下)= ] 


寺 





1 
Te (8.3.2) 





双 曲 正切 tanh 郴 数 : F(z) = 一 e (8.3.3) 
已 ”十 扬 


Sigmoid 函数 积 双 则 正切 tanh 函数 都 是 单调 上 升 函数 ， 如 下 圈 所 示 ， 其 极 值 分 别 为 0，1 
和 ~1，+1, 且 都 是 诗 微 的 。 在 后 面 的 BP 神经 网 络 训 练 算法 中 ， 要 用 到 激活 二 数 的 一 阶 导 
数 ， 对 于 Sigmoid 函数 ， 的 





Fa-T)j=Az)I-Aa)] (8.3.4) 





-2 





-1 
Sigtmaid 国 数 双 曲 正切 tanh 函数 
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而 双 曲 正切 tanh 图 数 的 导数 是 : 
工 一 工 1 生 
广 (z)= 工 - [和 | =1- 户 (z) (8.3.5) 
从 这 里 可 以 看 出 ， 由 于 淮 活 曙 数 的 特点 ， 用 神经 阿 络 计算 时 ， 需 对 人 和 输出 的 值 进行 
调整 。 如 采用 Sigmoid 函数 作为 网 络 的 激活 医 数 ， 输 和 人 和 输出 的 值 应 在 10,1 之 间 ， 而 激 
活 盏 数 是 双 曲 正切 tanh 郴 数 时 ， 输 入 和 和 葵 出 的 值 范 围 则 在 1-1,1} 之 间 。 
二 、BP 网 结 的 模型 结构 
BP 网 络 是 一 种 在 输入 层 和 输出 层 之 闻 具 有 一 层 或 多 层 隙 层 的 网 络 模型 ， 而 其 典型 的 乡 
构 为 有 一 由 层 、 包 含 输 和 人 层 和 输出 层 的 三 层 网 络 模型 。 
典型 BP 网 络 的 结构 示意 图 如 左 图 所 示 。 
网 络 的 输入 模 式 向 量 为 P， 有 ~ 个 输入 神经 元 ， 对 
应 输 和 人 模式 向 量 的 每 个 元 素 ; 隐 层 内 有 sl 个 圳 到 元 ， 
对 应 由 层 和 输出 是 al; 网 络 的 输出 为 a2， 有 js2 个 神经 
元 ， 而 且 砍 输出 为 工 。 可 以 看 出 ， 三 层 BP 神经 网 络 不 
同 层 神 经 元 之 间 实 现 权 重 连接 ， 而 每 旦 内 各 个 神经 元 之 










7 
一 人 





重 
和 间 不 连接 。 网 络 按 输入 样本 进行 学 习 训练 ， 当 将 学 习 模 
式 输 人 网 络 后 ， 神 经 元 的 激活 值 从 输 人 层 经 隐 含 层 向 输 
BbP 网 络 的 结构 示意 图 出 层 传播 ， 在 输出 层 各 神经 元 获得 网 络 响应 。 然 后 按照 


减 小 希望 输出 与 实际 输出 误差 的 方向 ， 从 输出 层 经 陷 含 屋 向 输 人 层 逐 层 修正 各 过 接 权 。 随 着 
这 种 误差 送 传 播 修正 的 不 断 进 行 ， 网 络 对 输入 模式 响应 的 正确 率 也 不 断 增加 。 

BP 网 络 的 计算 下 以 下 四 个 过 程 组 成 输入 模式 由 输入 层 经 刚 含 层 向 输出 层 的 “模式 正 
向 传播 ” 过程， 网 络 实际 输出 与 希望 输出 的 误差 信 导 由 输出 层 经 隐 含 层 向 输 人 层 逐 层 修正 连 
接 权 和 闵 值 的 “误差 反 向 传播 ” 过程， 由 “模式 正 向 传播 "过程 与 “误差 反 向 传播 ”过 程 的 
反复 交 蔡 进行 的 网 络 学 习 训练 过 程 ， 网 络 全 局 误差 趋向 极 小 的 学 习 收 敏 过 程 。 下 面 对 前 两 个 
过 程 作 简单 描述 : 

{， 模式 正 向 传播 过 程 

隐 含 层 中 第 ) 个 神经 元 的 输出 为 


王 


eli=F(>， zg] jz; 十 tj1) ， 了 二 工 ,2… 31 【8.3.6) 


输出 层 中 第 站 个 神经 元 的 输出 为 : 


ca = P2(y1 2uali + ep21， 中 一 于 ,之 ,3 ( 品 , 3 .7 了 1) 
J=1| 
其 中 ，b61 和 02 为 偏差 ， 取 1， 可 略 去 。 
2， 误差 反 向 传播 过 程 
定义 误差 鸭 妆 为 : 


1 所 ， 
已 = 卫 有 一 2 (8.3.8) 
上 三 1] 


昼 经 网 络 学 习 的 过 程 就 是 通过 调整 权 值 ， 使 误差 王 最 小 ， 此 时 可 利用 最 速 下 降 法 求 术 
侦 及 旋 善 的 反问 和 传播。 对 第 个 输 人 到 第 个 输出 的 权 什 变化， 有: 


_ OF 加 口 世 中 如 2 ， 
和 也 人 一 1ar20 (ac23at2 由 3 








2Z40 


同班 ， 有 : 


-3 2 (aa2)  P2; 8.3.10 
各 训 且 一 四 3a2.3wo2 1 (站 Q2 产 we 








对 第 i 个 输 人 到 第 j 个 输出 的 权 值 变化 ， 分 别 是 : 

















CE aaa243a1 _， 吕 ( 人 aao2sP 
Ai 5 35323013 人 5 
《8.3.11) 
同 理 ， 有 : 
叶 节 加 吕 匡 zhi 纪 ， ，， ， ， 
Arwp 73 9 了 他 (和 a28) 72…m26 及- 《8.3.12) 


这 样 ， 餐 正 后 的 新 权重 调整 为 : 
W3 = 用 (8.3.13) 


以 上 为 BP 神经 网 络 的 基本 算法 。 上 面 公式 中 的 ? 称 为 学 习 系数 ， 值 在 10，11 之 癌 。 
BP 网 络 得 到 了 广泛 的 应 用 ， 租 也 存在 自身 的 不 足 与 限制 ， 主 要 表现 在 网 络 训练 需 较 长 时 间 
和 网 络 有 可 能 达到 局 部 最 小 。 据 此 ，BP 网 络 有 各 种 改进 方法 ， 以 加 快 训 练 速 庶 ， 避 免 陷 人 
局 部 极 小 。 主 要 的 改进 方法 有 : 

中 增加 动量 项 ”以 平滑 权 的 变化 ， 一 种 常用 形式 是 


= (8.3.14》 


au 为 动量 因子 ， 值 在 i0，11 之 间 ，2 为 选 代 次 数 。 

四 二 阶 学 习 算 法 “上 面 的 基于 冰 数 梯度 的 算法 属于 一 阶 算 法 ， 缺 点 就 是 在 胃 什 点 附近 
收 敏 速度 慢 。 采 用 二 阶 算法 ， 如 牛顿 法 、 花 梯度 法 等 ， 将 有 较 快 的 收敛 速度 。 

三 、BP 神经 网 络 计算 

在 用 BB 神经 网 络 计算 时 ， 一 般 应 从 网 络 的 层 数 、 每 居中 的 神经 元 个 数 和 激活 函数 、 逢 
始 校 重 值 以 及 学 习 速 率 系数 等 方面 来 进行 考虑 。 

1， 网 络 的 层 数 

在 运用 3P 神经 网 络 时 ， 最 多 采用 的 是 具有 一 层 或 两 层 隐 由 的 了 网络。 具有 人 烦 差 秀 至 少 一 
个 S 型 耻 层 的 网 络 ， 订 以 近似 任何 疼 数 ， 这 结论 实际 上 已 成 为 设计 BP 神经 网 络 的 原则 。 网 
络 计算 精度 的 提高 ， 可 以 通过 采用 一 个 隐 层 ， 而 增加 幅 晴 神经 元 数 的 方法 来 获得 ， 这 也 就 是 
适 常 用 一 路 屋 、 包 含 输 人 民 和 输出 层 的 三 层 BP 网 络 模型 的 原因 。 

2， 神 经 元 数 

输 和 人 和 输出 的 神经 元 数 可 以 根据 需要 求解 的 问题 和 数据 所 表示 的 方式 来 确定 。 癌 题 确定 
后 ， 输 人 层 与 输出 层 的 神经 元 数 也 就 随 之 定 了 。 隐 层 神经 元 数 的 选择 有 较 广 的 范围 ， 一 般 情 
况 是 ; 当 隐 层 神 经 元 数 较 少时 ， 误 善 下 降 到 一 定 程度 后 会 变化 很 小 ; 当 隐 层 神经 元 数 过 多 
时 ， 不 仅 网 络 训 绑 时 间 长 ， 还 会 出 现 过 拟 全 问题 ， 降 低 神经 网 络 的 预测 功能 。 通 常 隐 技 神经 
元 数 的 选择 原则 是 : 在 能 解决 问题 的 前 提 下 ， 再 加 上 工 到 2 个 神经 元 以 加 忌 误 差 的 下 降 速 度 
即 可 。 

3.， 韧 始 权 值 的 选取 

权重 宁 始 值 的 选 到 ， 对 网 络 训练 学 习 是 否 达 到 局 部 最 小 ， 是 否 能 够 收 敏 以 及 训练 时 间 的 
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长 短 有 很 大 的 关系 。 如 果 都 始 权 值 太 大 ， 使 得 其 和 后 的 司 蓝 在 激活 函数 的 饱和 区 ， 欠 而 导致 
激活 函数 的 导数 非常 小 ， 在 计算 权 值 修正 时 ， 调 整 值 接近 零 ， 网 络 的 学 习 训练 几乎 处 在 停止 
状态 。 所 以 一 般 总 是 希望 经 过 初始 权 值 计算 后 每 个 神经 元 的 输出 值 都 接近 零 ， 这 样 可 以 保证 
每 个 神经 元 的 权 值 都 能 在 激活 函数 变化 最 大 之 处 进行 调节 。 一 般 来 说 ， 初 始 权 值 取 | - 1，1| 
之 间 的 随机 数 是 较 好 的 选择 。 

4 学习 速 率 

学 习 速 率 决 定 每 一 次 循环 训练 中 所 产生 的 权 值 变化 量 。 大 的 学 习 速 率 可 能 导致 系统 的 不 
稳定 ; 但 小 的 学 习 速 率 导 致 较 长 的 训练 时 间 ， 可 能 收敛 很 慢 ， 不 过 能 保证 网 络 的 误差 值 不 几 
出 误差 表面 的 低谷 而 最 终 趟 于 最 小 误差 值 。 所 以 在 一 般 情 况 下 ， 人 倾向 于 选取 较 小 的 学 习 速 率 
以 保证 系统 的 稳定 性 。 学 习 速 率 的 选取 范围 在 0.01~0.8 之 间 。 

和 初始 权 利 的 选取 过 程 一 样 ， 在 一 个 神经 网 络 的 计算 过 程 中 ， 使 网 络 经 过 几 个 不 同 的 学 
习 速 率 的 训练 ， 通 过 观察 每 一 次 训练 后 的 误差 平方 和 的 下 降 速 率 来 判断 所 选 定 的 学 习 速 率 是 
香 台 让 。 如 采 误 善 平 方 和 下 降 很 快 ， 则 说 明 学 习 速 率 合适 ， 若 误 善 平方 和 出 现 振 葛 现象 ， 则 
说 明 学 习 速 率 过 太 。 对 于 每 一 个 具体 网 络 都 存在 一 个 售 适 的 学 习 速 率 。 但 对 于 较 复 杂 网 络 ， 
在 误 郑 曲面 的 不 同 部 位 可 能 需要 不 同 的 学 习 速 率 。 为 了 减少 寻找 学 习 速 率 的 训练 次 数 以 及 训 
练 时 间 ， 比 较 合 适 的 方法 是 采 胃 变化 的 学 习 速 率 ， 使 网 络 的 训练 在 不 同 的 阶段 自动 设置 不 同 
学 习 速 率 的 大 小 。 

四 、BP 神经 网 络 计算 程序 

有 从 多 软件 系统 和 专门 软件 可 以 进行 神经 网 络 计算 。 在 MATLAB 和 STATISTICA 中 ， 
都 有 神经 网 络 计 算 的 工具 包 ， 可 以 用 以 进行 各 种 人 工 神经 网 络 计算 。 这 里 介绍 一 个 能 方便 调 
节 BP 神色 网 络 计 算 的 POS 程序 ， 程 序 是 batchnet.exe 和 weights.exe。batchnet 为 网 训 练 
和 预 亚 程序 ， 沂 向 四 数 为 Sigmoid 函数 ， 输 人 输出 样本 值 范 围 为 10，lt ， 而 weights 为 产后 
声 始 权 恒 程序 。 程 序 可 用 如 下 批 程序 demo.bat 运行 : 


batchnet 一 el0 demo.run 








说 明 : 
-el0 一 一 表示 网 络 每 迭代 10 步 后 显示 误差 
detmo.trun 一 一 求解 问题 的 网 络 参 数 文 件 ， 由 batchnet 调用 ， 文 件 名 可 改 ， 但 扩展 名 run 不 


能 变 


网 络 参 数 文 件 deme,run 的 格式 有 是: 
d 
traina,cut tfaimn .ertr traimn,.pat weights.wts train,wts 100 10009420.150.075 
test .CUt test.etrT test.pat train.wts test,wts 166 [各 42 有 .13 昌 .075 
tTain .out traln .err tIaim.pat train.wrts tr vwts 10O0 10009420.1s0.075 
test , Ott test.eTTY test, Dat train.wts test,wts 1066 1 42N0.150.074 
run 文件 组 成 说 明 
se batchnet 运行 人 次数， 本 俩 为 4; 
e 每 次 hatehnet 运行 的 格式 文件 : 
iDut frr JPat fWts ffWtse nPats nIter hnInp nHid noOut eta alpha 
fOut 网 络 计 算 结果 输出 文件 ， 输 出 
下 网 络 计 算 误差 文件 ， 输 出 
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fPat 训练 学 习 样 本 文件 ， 和 输入 
fwWts 问题 的 初始 权 全 文件， 输入 ， 由 程序 weights 产生 
fwWtso 训练 后 的 权利 文件 ， 输 出 
nPats “” 划 练 样 本 数 ， 本 人 鲍 为 100 
mteT 训练 示人 和 伐 容 数 ， 本 例 为 1000 
nmTnb 输 人 层 神经 元 数目 ， 本 例 为 9 
nHidqd ， 隐 层 神经 元 数目 ， 本 例 为 4 
nut 输出 昆 神经 元 数目， 本 例 为 2 
eta 学 习 有 速率， 本 例 为 0.13 
aipha ”动量 因子 ,本 例 为 0.075 
本 例 才 示 用 BP 神经 网 络 先 对 100 对 输入 输出 样本 进行 学 习 训 练 1000 风 ， 预 测 166 个 样 
本 一 次 ， 然 后 继续 学 习 训 练 1000 次 后 再 进行 -次 预测 。Hatchnet 如 只 计算 一 次 ， 则 不 对 过 
接 杖 重 进 行 更 新 。 
程序 weights 的 运行: 


welghts Int nurm nJInp nHid hnOut ran -wwrts 


说 明 : 
int_nurm 任 一 6 位 整数 
nanb 输 人 层 神 经 元 数目 
nFIid 隐 层 神经 元 数 月 
nut 输出 层 神 经 元 数目 ， 这 3 个 参数 同 run 程序 中 的 相 一 臻 


ran  wts 初始 权 值 取 值 范围 ， 实 数 工 表示 取 值 范围 在 1 -1，1} 之 间 
训练 样本 文件 fPat 的 格式 ， 
In pat 样本 的 输 人 
Out .Pal 对 应 的 样本 输出 
Id 对 庶 的 样本 标号 
本 例 的 样本 文件 格式 为 : 
0 .34034636 0.191667 0.70.750.666667 0.531225 0.0898333 0.0504219 0.684434 
] 0 12345S67 
0.3272730.187501 0.7333330.750.80.531038 0.0819442 0.0504219 0.801057 
1 全 1234367 
例 合成 映 脓 中 副产品 的 抑制 。 
芷 TiCl 的 存在 下 ，3,3- 二 甲 基 -2- 丁 酮 和 吗 啉 合成 吗 啉 烯 胺 过 程 中 会 有 一 副 产 物 。 由 于 
很 难 用 精 饮 的 方法 将 这 副 产 物 同 产物 烯 胺 分 离 ， 故 需 尽量 抑制 副产品 的 生成 ， 为 此 ， 进 行 上 
下 而 一 系列 正 交 实验 研究 。 实 验 条 件 见 表 8-6， 实 验 的 设计 和 产 率 的 结果 见 表 8-7。 请 分 析 
实验 结 采 ， 确 定 如 何 调节 实验 条 件 ， 使 烯 胺 的 产 率 最 大 ， 而 同时 抑制 副产品 的 生成 。 


表 85 实验 条 人 忻 
一 一 -一 ”” 
一 1 .414 一 站 1 1.414 
5: 皮 有 啉 /一 fmolzmolD 3.00 3 5.00 6 .41 7 如 
:Ti 下 [mmolimnel 各 .5 品 .37 收 .75 站 -号 1 .0 
Ta 经 应 尘 麻 [7 52 60 80 100 了 全 


表 8-7 实验 设计 和 产物 产 率 





一 Ta w 
1 -1 1 -1 41 .6 14.6 
2 1 - 1 45.1 6.7 
3 -1 -1 51.7 26.2 
4 1 1 -1 64.7 17.7 
5 - 1 -1 1 47 .名 11.9 
避 1 ] ] 37 .1 - 
? -1 1 1 63 . 26.1 
8 1 1 1 77.8 1 .0 
9 1 .414 0 66.7 8.1 
10 一 .414 0 0 49.5 22.2 
1i 1 .414 由 70.4 18.9 
12 f] -1.414 0 43.9 8 .0 
13 .414 66.4 9 .8 
14 -1.414 52.4 17.3 
15 U 0 56 .5 13.8 





计 : 2 是 燃 脱 的 产 率 ， 加 是 副 产 物 的 产 率 ; 实 驶 序 吕 是 随机 的 ， 序 司 不 代表 实验 的 顺序 .。 


由 试验 设计 得 到 的 实验 结果 ， 可 使 用 统计 中 的 主 成 分 分 析 方 法 ， 玖 定 变 量 * 与 变量 y 
之 间 的 关系 和 调整 方向 ， 以 能 保持 使 燃 膛 产 府 最 大 ， 抑 制 副 产品 生成 的 实现 。 问 题 更 好 的 斌 
完 方 法 是 进行 模型 化 的 工作 ， 解 次 变量 之 间 的 定量 关系 。 对 这 样 的 目标 ， 用 主 成 分 分 析 的 方 
法 就 难以 实现 ; 另 一 方面 是 问题 本 身 的 复杂 性 ， 各 成 分 相互 作用 的 分 忻 依 顿 关系 是 未 知 的 ， 
提出 确定 的 模型 有 国难 。 这 时 可 考虑 采用 神经 网 络 的 方法 来 处 理 。 

采用 HP 神经 网 络 处 理 本 问题 。 据 上 面 表 2， 可 以 将 3 个 变量 r 作为 网 络 的 输入 ，2 个 
变量 y 作为 网 络 的 输出 ，18 个 实验 条 件 和 结果 作为 网 络 的 训练 学 习 样 林 ， 到 网 络 的 隐 层 神 
经 元 数 上 日 为 5 个 ,这样 就 可 以 用 BP 神经 网 络 来 关联 输 和 人 和 输出 变 基 之 间 的 定量 关系 。 在 此 
基础 FE， 就 可 能 进一步 研究 各 变量 之 问 的 定量 结果 。 

这 里 有 3 个 目 变 量 : 吗 啉 “ 酮 ，TiCH 酮 与 反应 温度。 有 2 个 应 变量 : 烯 胺 的 产 率 与 副 
产物 的 产 率 。 不 好 用 图 示 或 关联 的 方法 处 理 神 肥 网 络 的 定量 计算 结果 ， 如 果 输 入 和 输出 变量 
数目 更 和 卿 时， 就 更 是 如 此 。 但 在 本 问题 中 ， 如 先 运用 了 网络 计算 结果 ， 预 测 关联 所 有 样本 空间 
的 烯 习 的 产 率 与 副 产 物 的 产 率 ; 再 将 反应 温度 作为 参数 ， 也 就 是 在 各 个 温度 下 ， 将 吗 啉 “ 柄 
和 TiCu 酮 对 烽 腕 的 产 率 或 副 产 物 的 产 率 作 图 ， 就 可 得 到 相应 的 图 示 和 关联 式 。 下 面 四 个 图 
吓 肥 应 刘 度 在 52 过 和 108 尼 时 的 燃 受 的 产 率 或 副 产 物 的 产 率 ， 同 时 还 得 到 相应 的 关联 式 
《图 及 其 关联 式 在 STATISTICA 中 完成 )。 同 样 还 可 以 得 到 其 他 温 谭 时 的 结果 ， 这 里 洛 略 。 
对 本 问题 ， 在 最 高 实验 温度 108 和 下， 清楚 地 表明 了 烯 胺 的 产 率 较 太 ， 和 而 同时 抑制 副产品 的 
友 应 条 件 范 围 。 从 图 中 的 结果 可 清楚 看 出 ， 温 度 上 电 有 利于 提高 坟 胺 的 产 率 ， 降 低 副 产物 的 产 
率 ; 耐烦 胺 的 产 率 最 大 与 副 产 物 的 产 率 最 小 时 的 吗 彩 / 酮 、TiClHy 酮 浓 订 的 不 -到 ， 不 仅 表 
明了 可 进 -落实 禾 研究 的 条 件 ， 也 说 明 可 能 不 存在 同时 满足 烯 肪 的 产 率 最 太 和 副 产 物产 率 最 
小 的 条 件 。 

这 例 欧 分 说 明了 对 设 有 确定 性 模 异 的 问题 ， 采 用 神经 网 络 来 处 理 ， 也 可 以 得 到 足够 的 完 
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性 及 定量 信息 。 


3D Contour Plot (by re tSTA 10vy*SO0c) 
Z28.531-10.9529x+34.0019Y+0.4482X8X+3.08S9XeVY-|1.919V#Y 


二 
Go 


站 个 mm 品 : 
了 CR 
(nm 和 LDO) 
Ach 一 





《JE 
号 车 

> 28] 
一 收 JL) 


> 


T=108 避 


3D Contour Plotby re LSTA 10v*500c) 
Z=-47.729+24.162+x+69.141*y-2.271*xyXx+3.17*Xyy-23.37*y*y 


生 业 和 






本 [ 
mm 是 
的 四 






: 
二 昌 志 站 可 
人 


XI] 
3D Contour Plot(py re_ tSTA IO0v*S00c) 
2 一 39.118-14.1474+X+20.146*+y+1.987+XzX-13.2494X#YT46.3019y#y 


3 “: 


ee 37.982 
了 ~ 一 41.491 


五 、STATISTICA 神经 网 络 计算 软件 
上 面 提 及 在 MATLAB 和 STATISTICA 中 ， 都 有 和 人工 神经 网 络 计算 的 工具 包 ， 可 以 用 
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以 进行 各 种 神经 网 络 计 算 。 下 面 就 STATJISTICA Neural Netruorks (SNN), 介绍 软件 应 用 于 
各 种 神经 网 络 计 算 的 基本 特性 。 

通过 输入 数值 变量 〈 自 变量 ) 可 以 用 神经 网 络 来 计算 输出 变量 (应 变量 )， 输 出 变量 的 
类 型 可 以 是 数值 型 的 ， 也 可 以 是 非 数 值 型 的 。 在 SNN 中 ,求解 问题 可 通过 两 种 基本 方式 来 
进行 ; 智能 问题 求解 器 (Jratelligent Problem Solver ) 或 程序 的 菜单 。 智 能 问题 求解 筑 引 导 使 
用 者 建立 求解 问题 的 神经 网 络 。 在 智能 问题 求解 器 中 ， 有 基本 型 和 高 级 型 两 种 模式 可 供 选 
择 。 基 本 型 中 ， 使 用 者 只 能 控制 设计 神经 网 络 中 的 几 个 关键 点 ， 包 括 问 题 类 型 〈 样 本 相互 独 
立 的 标准 型 和 变量 预测 值 依 赖 先前 值 的 时 间 序 列 ) 、 输 出 和 输入 变量 、 求 解 器 筛选 优化 网 络 
的 计算 时 间 控 制 、 在 网 络 设置 中 需 保 存 的 网 络 情况 以 及 需 显示 的 结果 与 统计 ， 其 余 的 网 络 设 
计 及 计算 由 求解 器 自动 完成 。 基 本 型 供 对 神经 网 络 计算 了 解 不 多 者 使 用 。 级 型 中 ， 使 用 者 
能 控制 设计 神经 网 络 的 各 方面 ， 包 括 网 络 训练 、 校 验 、 测 试 时 所 用 数据 的 分 审 、 置 信和 度 的 类 
型 选择 、 选 择 需 产生 网 络 的 类 型 及 复杂 程度 等 ， 供 对 神经 网 络 计 算 较 熟 悉 者 使 用 。 当 然 ， 在 
熟悉 了 神经 网 络 和 SNN 软件 后 ， 也 可 以 通过 荣 单 选择 设 定 网 络 计算 的 各 个 方面 ， 下 图 是 
SNN 的 所 有 下 拉 沫 单 。 





运用 SNN 处 理 数 据 时 ， 要 注意 下 面 几 个 问题 : 数据 前 后 处 理 、 数 据 类 型 和 网 络 的 过 学 

习 。 前 面 在 介绍 激活 函数 时 ， 已 说 明了 函数 的 输入 与 输出 范围 ， 因 此 在 处 理 实际 问题 的 数据 

时 ， 数 据 要 进行 习 整 处 理 ， 这 样 的 处 理 包 括 计 算 前 和 计算 后 的 处 理 。 神 经 网 络 计算 用 的 数据 

类 型 应 该 是 数值 型 的 ， 当 有 些 问 题 的 变量 是 多 态 的 情况 ， 如 对 与 错 等 ， 这 些 变量 在 用 神经 网 

络 处 理 时 ， 也 需 将 其 数值 化 。 在 SNN 中 有 Pre/vpost processizg ， 可 处 理 这 些 数 据 的 变换 问 
2 


题 ， 有 时 还 可 以 用 Options 菜单 中 的 STATISTICA Transfer， 使 数据 直接 在 STATISTICA 
中 处 理 。 在 用 多 项 式 拟 合 数据 时 ， 就 会 出 现 过 拟 合 的 人 情况， 如 下 图 所 示 。 

一 个 低 阶 儿 项 式 可 能 做 不 到 很 好 地 拟 合 所 有 
的 数据 点 ， 而 一 个 高 阶 的 则 可 能 贱 到 ， 但 实际 上 
没有 反映 问题 的 性 质 。 神 经 网 络 计算 有 同样 的 问 
题 , 隐 技 昼 经 元 数 太 少 ， 不 能 很 好 地 描述 问题 ， 
视 经 元 数 过 霓 ， 会 出 现 过 拟 侣 ， 因 较 大 的 神 低 网 
络 息 能 使 误 善 减 小 。 解 次 过 氢 合 的 办 法 之 一 是 用 变 替 有 效法 〔Cross-verification)。 一 些 训 和 
用 样本 不 参 扔 神 爸 网 络 的 学 习 训 练 ， 而 是 独立 地 在 训练 学 习 过 程 中 用 来 窟 验 。 当 校 验 误差 出 
现 辣 训练 学 习 误 老 趟 一 样 的 情 这 ， 即 本 是 随 郑 训练 学 习 的 进行 ， 训 练 误 善 不 断 和 诚 小 ， 反 而 停 赴 
于 降 ， 开 始 升 高 ， 表 明 网 络 有 过 拟人 台数 据 的 情况 ， 这 时 应 减少 隐 野 神经 元 数 。 在 SNN 中 智能 
问题 求解 船上 共有 目 动 选 掺 和 隐 层 神经 元 数 的 功能 。 

在 SNN 中 ， 处 理 数 据 的 神经 网 络 及 方法 主要 有 直面 几 种 ， 

es 区 导 网络 (Ritiaeyer Perce 友 roms ); 

e 径 阿 基 呈 煞 网 络 【Raaial Basi Fearction JNetruorRs yi 

se 概率 神经 网 络 【Propapigistif Nerrat NetrroorRgs);i 

s 通用 回归 神经 网 络 【Generaiized Regression Nettrar MetrruorRs ) 

和 线性 网络 【Linear NietfraoorRs 

才 Kobhonen 网 络 【Konorem JWerreoorEs)i 

as 神经 网 络 的 时 间 序 列 预 测 【Tae Serigs Preciction )。 

下 面 用 SNN 求解 异 或 问题 ， 在 介绍 求解 过 程 的 同时 ， 对 SNN 智能 问题 求解 器 中 的 各 项 
选择 作 一 说 明 。 和 在 神经 网 络 的 研究 和 计算 中 ， 常 能 见 到 异 或 问题 的 求解 与 讨论 。 蜡 或 问题 两 
个 输入 变量 为 二 进 制 的 数 ， 其 可 能 的 取 征 及 期 望 输出 如 下 : 


FIRST SECOND 其 人 朋 
小 如 0 
| 耳 
D 1 1 
1 1 由 


XOR 问题 看 起 米 简 单 ， 但 具有 复 洒 的 特征 ， 它 不 是 线性 
可 分 的 ， 邯 不 可 能 有 一 直线 使 同类 在 线 的 一 边 ， 如 左 图 所 示 。 
用 SNN 中 的 智能 问题 求解 丹 设 置 上 述 问题 的 挤 经 网 络 结 
构 及 求解 方法 。 建 立 上 述 的 数据 文件 后 ， 求 解 器 中 高 级 型 的 
各 项 选择 如 下 
Problezp Type 一 一 选择 Stardare ; 
(ttprt Yearieege etection 选择 XOR 变量 作为 输出 ; 
了 ee 选择 FIRST，SECOND， 关 闭 


DeQ7C 有 Fr erpeciive SHEBSeE 
禾 制 训练 、 给 验 和 测试 样本 用 的 ， 如 下 图 选择 : 
[as1 六 ca OFdenee 了 regRatcgs 
了 Type DF jyNetreor 






点 5nBIe Jine fnnot 
JIviaee the te gasSSE39 











12520D7 DeeSES 





选择 4Aatomiaticatiy deterpaiae sitpdle 二 respoe 
为 比较 网 络 ， 几 种 网 络 都 选 ， 即 钱 性 、 径 向 基 郴 数 《RBF) 、 通 用 回归 
神 既 网 络 【GRNN) 、 三 层 和 四 层 MLP; 
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五 ?daem Lazts 


Lazratzon Oo 六 Deszg7 已 rocess 








Savizg NetiruvorRs 


OO7R5 和 Tacrecse……; 





Resrli5 SRoro7 


控制 网 络 隐 层 数目 ， 选 择 自 动 确定 网 络 复杂 性 ， 忽 略 数值 选 定 ; 
选择 完全 (TAhoroxeghn ) 项 ; 
和 希望 保存 最 佳 网 络 和 在 网 络 确定 过 程 中 增加 网 络 大 小 ， 选 择 天 eep met- 


选择 列表 样本 结果 (Darkashneet…) 和 统计 结果 汇总 〈(Ouera …)。 


SNN 计算 完成 后 ， 给 出 多 种 结果 ， 如 下 图 所 示 。 


2 


RBF 
GRNN 

_ 工 DOT 
工 荆 neaT 


Data Set Editor 给 出 了 训练 样本 ; Run Data Set 是 训练 结 


_ RBF 0.7071068 
RBF 0.5000253 


让 0.5 

MLP 0.4098836 
GRNN 0.2099872 
_MIP 4.803e-05 


全 


Te 站 -一 一 一 


入 





采 ， 有 目标 值 、 计 算 值 和 


Network Set Editor 则 是 智能 问题 求解 问 所 用 的 各 种 网 络 的 计算 结果 ; Regression Statistics 是 
最 优 网 络 计 算 的 统计 结果 ; Network Illustration 则 是 最 优 网 络 的 图 示 。 计 算 结果 表明 了 多 层 
网 络 的 隐 层 神经 元 数 为 时 ， 计 算 的 误 善 已 达 10-  ， 可 以 用 来 朱 述 晃 或 问题 。 是 否 还 有 描 
述 异 或 问题 更 好 的 网 络 结构 呢 ? 答案 是 肯定 的 。 在 智能 问题 求解 器 中 进一步 选 RBF 网 络 来 
计算 ， 有 下 图 所 示 结 果 。 

隐 层 数 为 4 的 RBF 网 络 ， 计 算 异 或 问题 的 误差 比 隐 层 神经 元 数 为 $ 的 多 层 网 络 的 计算 
误差 要 小 10 个 数量 级 ， 完 全 描述 了 问题 。 





| 0.7071066| |， 
0.5000253 
0.5| 


0 
0.4098836 
0.2099872 
4.803e-05 
P 4.677e- 吕 
RBF 4.356604 
BF 1.516575| 
41.77e-15| 


人 


| 
| 
| 
| 





六 、 模 拟 退 火 (Simulated Annealing，SA) 算法 

上 面 介 绍 的 人 工 神 经 网 络 方法 ， 用 某 种 目标 函数 的 全 局 极 小 作为 算法 搜索 和 网 络 所 要 
达到 的 目标 。 在 学 习 或 运行 过 程 中 ， 网 络 的 误差 总 是 按 其 梯度 下 降 的 方向 变化 。 当 梯度 趋 
于 零 时 ， 网 络 的 学 习 或 运行 就 停止 了 ， 所 以 这 种 算法 往往 会 陷 人 局 部 最 小 而 达 不 到 全 局 最 
小 。 导 致 网 络 陷 人 局 部 最 小 的 主要 原因 是 网 络 误差 按 单 方向 减少 ， 没 有 上 升 的 过 程 。 如 果 
将 误差 的 减少 过 程 由 “总 是 按 梯度 下 降 的 方向 变化 ” 改 为 “大 部 分 情况 下 按 梯度 下 降 的 方 
四 变化 ， 而 有 时 按 梯度 上 升 的 方向 变化 ， 这 样 就 有 可 能 跳出 局 部 最 小 而 达到 全 局 最 小 
(下 图 给 出 了 梯度 下 降 法 (a) 和 SA 方法 (b) 搜索 途径 )。 这 就 是 模拟 退火 (SA) 算法 的 
基本 思想 。 


(a) (b) 
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SA 算法 是 受 金属 冷却 过 程 的 启发 ， 最 早 由 Metropelis 于 1953 年 所 出 来 的 。 它 具有 有 灵活 
有 效 ， 能 对 问题 进行 全 局 优化 ， 其 应 用 范围 日 益 扩 大 。 

SA 算法 将 优化 问题 与 统计 物理 学 中 的 热平衡 问题 进行 类 比 ， 即 将 统计 特 理 学 处 理 金 属 
固体 冷却 的 热平衡 方法 用 于 优化 问题 。 人 金属 固体 进行 退 兴 处 理 时 ， 通 常 先 将 它 加 热 熔 化 ， 然 
后 丕 认 降 低温 度 。 在 具 固 点 附近 ， 若 温度 下 降 的 速度 足 铝 慢 ， 则 固体 物质 会 形 蕊 能 量 最 低 的 
稳定 状态 。 其 中 的 金属 粒子 都 经 历 能 量 由 高 到 低 、 暂 时 由 低 到 高 、 最 终 趋 向 低能 态 的 过 程 。 
在 SA 算法 中 ， 设 置 一 控制 参数 了 。 当 工 较 大 时 ， 日 标 函 数值 由 低 向 高 变化 的 可 能 性 较 大 ; 
而 了 减 小 ， 这 种 可 能 性 也 随 之 减 小 。 如 把 这 参数 工 视 为 温度 ， 则 SA 算法 的 优化 过 程 类 似 
于 金属 的 退火 过 程 。 当 了 下 降 到 一 定 程度 时 ， 上 有 目标 冰 数 将 监 伍 于 若 小 值 。 

计算 机 模拟 某 一 温度 工 下 物质 体系 热平衡 状态 的 方法 是 : 

第 1 步 随机 选择 一 个 韦 始 微观 状态 ;作为 当前 状态 ， 其 相应 的 能 量 为 忆 ,; 

第 2 步 从 状态 ; 作 随 机 扰动 ,产生 一 新 的 状态 ; ， 其 根 应 的 能 量 为 五 ;， 计 算 能 量 增 量 
了 二 了 | 一 卫 ;; 

第 3 步 ”如果 As 和 0， 则 接受 状态 ) 作为 当前 状态 ， 即 ) 一 站 苦 AE>0， 计 算 基 于 
Boltzrnann 伟 布 陆 数 的 比值 ， 

r 一 电 /BeeE4 (8.3.15) 
共 中 Boltzmann 分 布 哨 数 忆 = 元 Je ET， 了 【个 ) = re ， 开 为 Boltztmann 篆 数 ， 


< rs<sl。 中 (0,1) 之 问 的 一 个 随机 数 六 ， 若 >> 户 ， 则 接受 状态 作为 当前 状态 ， 即 普 * 
;和 耕 则 ， 人 保持 原来 的 ; 状态 。 开始 
重复 第 2、3 步 ， 在 天 量 的 能 量 状 态 AT 
变化 后 ， 系 统 处 于 能 量 较 低 的 平衡 态 。 降 随机 选择 开 录 厌 一 《 工 D 2 9230 
低温 户 工 再 重复 上 述 过 程 ， 休 系 又 处 在 人 T>0 


一 一 一 


能 量 更 低 的 平衡 态 。 一 一 一 -一 一 一 
& 人 大， 相应 > 也 较 大 ， 接 受 与 当前 状态 -一 


能 差 较 大 的 新 状态 的 概率 大 ;降低 渴 度 ， | RETTT 
r- 较 小 ， 只 能 接受 能 盖 较 小 的 新 状态 。 因 0 | 








此 不 断 降低 温度 ， 体 系 最 终 能 达到 能 量 电 
低热 平衡 状态 。 

模拟 退火 优化 算法 的 基本 思想 是 ; 利 
用 上 将 的 方法 ， 将 优化 参数 的 状态 空间 看 
和 佑 物质 的 微观 状态 ， 优 化 目标 函数 看 做 能 
基 ， 温 度 了 作为 控制 参数 ， 使 控制 参数 
不 断 下 降 ， 直 到 求 出 目标 函数 的 最 忧 
化 值 。 

SA 基本 算法 的 框图 如 右 图 所 示 。 N 

首先 进行 初始 化 ,任意 给 定 初 始 态 
Xo， 皮 参数 初 值 T,， 计 算 优 化 日 标 冰 数 
Eu， 然 后 按 下 面 进行 ， 

了 4 站 








依据 陆 定 的 疹 却 庆 案 降低 了 
如 工 ; = ea 


= 一 -一 








个 随 初 产生 扰动 态 X， 计 算 A 开 = 瓦 一 五 0; 

外行 AR<0， 转 到 (4)。 否 则 在 (0,1) 之 间 的 一 个 随机 数 户 ; 

@ 苦 e 生 二 疡 ， 转 辐 ; 

由 用 蕊 代理 Xo， 开 0o+AE 代替 互 0; 

名 以 基 种 方式 取 Ti 过 To， 如 人 =aTn; 

他 SA 计算 过 程 是 否 结束 ， 是 就 停止 ， 和 否则 就 转 到 全 。 

SA 算法 能 理 达 到 目标 天 数 的 最 小 值 ， 主 要 取决 于 控制 参数 全 的 初 值 是 否 足 各 高 和 其 十 
降 得 是 否 爆 ， 因 此 注意 有 关 控 制 参数 的 选取 问题 。 对 于 参数 初 值 Ti， 常 用 的 处 理 方 法 之 一 
是 在 均 习 地 随机 抽 梓 Xo 后 ， 取 互 0 的 方差 作为 Th。 对 于 降温 策略 Ti = aTu，0<a 志 1， 党 
取 aE [0.85，0.96]。 

这 里 给 出 的 例题 是 用 SA 拟 合 吸附 方程 模型 参数 的 FORTRAN 调用 主 程 序 ， 选 用 前 面 的 
丙烷- 丝光 沸石 体系 在 303 KK 时 的 吸附 平衡 数据 和 模型 ， 


站 RSI 了 ACT 丁 : 

Sitnulated amnrealing is a 虽 obat oplimization method thal 出 islinguishes 
between different local optima，Statting Fromn an jnitial point，the 
algotrithmn takkes 8 step and the furnetion js evaluated， 好 hen minimizing 
fumection ，any dowmnhiil step 启 accePpted ahd tne Process repeais from this 
new Point，An uphj 上 ti step may be aceebted- Thus，it catm escape fromi local 
optima、This UPhill decision ji made by the Metropolis criteria。 As the 
optitinlzation PIOress Pioeceeds ，the length of the steps detcline and the 
algorithm eloses in on the globail optinrtam，Since the algorithn makes vety 
few assumPtions fcSarding the funeclion to be obtimized，it is qite 

Tobuast with respect to non-duadratic surfkees， 了 he qdegree of rohusthessg 
can be 8djiustedq by the User，]n facL，gimulated anmeaiing can be used as 

a local opttmizer fotr 中 fficult faneticns. 


This Implementation of sirnulatecq atmealimng was used ih “Global Optimization 
of Statistical 六 Unetions with Sifnulated 号 nmealing ”Gafte，Ferier and 
Rogers，jJouinal of Econometrics，vol. 60，no，1/2，Jan. Feb.， 1994 ，pp， 
65 一 100，Brieily，it is ceompPetiive， 计 not supetior ，tc multiple 

restarts of coftvehtional optinmization routines for gifficeult oplimaization 
PTobhlearmmns . 


站 站 是 站 站 站 站 站 着 族 站 门人 站 站 站 厂 站 六 


了 RUzRAM SINMANMN 
This fle 这 an example of sitmulateq annealing algorithm for 
Parameter estirnation Of adsorption equilibriurn modei- 


ounderstand the algorithm，the docunientatiot for SA on jines 236 一 
484 should be read along with the parts of the paper that deseribe 
smulated annealing， 工 hen the folowing lines will then aid the user 

证 becormiming preficient with this inbiplementalion of simadated 
atmealim 吕 ， 


LearnirE to Use % 上 ， 
Use frhe satrple function frotm Judge with the ollowing suggestions 
to get a feel [or how SA wofks- When youve done this，you should be 


ready to use it on Imost any [funetion with a fair amount t exPeTiise . 


人 


1， Run tbe ProgIam as 启 to tmake sure 让 rungs okay。， Take a look 对 


Lo 


CC the intermediate output and see heow it optimizes as tetmPerature 

已 1T) tals， Notice how tbhe opbtitnal point is reached and how 

人 faling 工 reduces YI ， 

己 2. Lookg through the qdqocumentation to SA so the 各]]owing makes 3 

己 bit 可 sense。，Tn line with the paper，it sheouldqnt be that hard 

己 to [figure out，The core 可 the alpgofithtn is desctbeq on bp，68 一 70 


angqd on PP，94 一 0， 和 上册 ]59 5S5 【Tana et 上 .PP，264 一 锯 ， 


人 
Lb 


，To see how it selects points and iakes decisions about ubhili 
and qdownhil moves，set IPRINT = 3 (wery detailed intetrmediate 
outputy and MAXPFEYL = 100 (only 100 function evaluations to limit 
eultptut) 

. TD see the importance of 中 fferenl tetmheratures，tTry starting 
with 8 very low one (say 工 二 10E--S7、 Yooall see Tiy inever 
escapes {from the local optirma 《in ahnealing ternainology， 让 
duehchesj 有 【ii the step jength【VM) wiibe quite srmall。 This 


人 
心 


和 is a key Part of the 吉 onthtn :as temperature【 工 ) 扫 ]ls，steb 

{ length does too- In a miner Point hete，note how VM is quickly 
六 Teset from its initial value- Thus，the input WM is not very 

人 ImPotrtant， 工 his 丰 al the meore reasot to examine VM onee the 
C algorithm 证 Underway， 

已 53. To see the effect of 出 玫 erent Patatnmeters and theif effecf on 

人 the speed of the algorithm try RT = .9095 厂 RT = .1 Meotice the 
和 vastly difterent speed for opbtimization， 捉 lso try NT = 20，Mote 
和 that fhisg sample fumetion i 中 uite easy to optitnize，sc 让 网 让 

C toletrale big fchanges in these Partatmeters， 有 IT and NT are the 

广 Pararmetets ofne shoujld adjust to tmodify the runtitne of the 

己 algcrithrm amd its yobustness . 


攻 虽 、Try constraininE the algorithm with either LB or EUR. 


PARAMETEBRLNM = SS，NEPS = 4) 
DOUBLE PRECISION LRINJ，UBCN) XIN XOPTINT CON ，VMTINT ， 


1 FSTARINEPS) XPAN)， T， FEFPS, RT，FOPT 
INTEGER NACPONJ，NS，NT,， NECNEV，TER，1SERD] ，ISEED2 ， 
] MAAEYL，PRINT，NACC，NOETDS 


[CILAAL NTA 基 

上 TERNAEL FECM 

(LT 上 AXCI2001YCC2D00) NSP 
(wet inpuL patarmeters ， 

AAA 二 ,下 ATSE. 

EPS = 1 工 .0D 一 6 


RT= .5 

ISFED1 = 1 

TSEEDb2 = 了 

No = 二 

二 工 三 入 

AAAEYTL = 100000 

JPRINT = 1 

LDLt) 10, [= 1，N 
LRID = 一 1.0D5 
WURCD 二 工 .00D5 
CD = 2.0 


二 ONTINUE 
2 忆 8 


iote starf at local，but hot 莉 lobal，optitna of the udge fanctiton 


DPENIS ,FILE-= C3F 焉 2.DAT 
READKS， < ) NSP 
POST=1, NSE 
民 中 ADC 六 CC 人 TYCXT) 
CONTINUE 
XL1) = 7 
XI2) 二 工 ,43 
X(3] = .974 
Xfd4) 一 和 ,017 
XI5) 一 913 


Se input values Di the InDuUtZOwtLDUE ParatmeLers ， 


2 


m 
1 7 


了 = 5. 
DO 20, 1 = 工 N 
VMID = 工 必 

CONTINUE 


让 PERNIEUN1IT 一 在, 了 iL 人 = ad .sa,RES ) 
WRITEI6 000) 人，MIAN， 工 有 本，FPS，NS，NT，HEEPs， 


1 ISEED1，ISEETZ2 
CT 和 RTVWECIS NM STARTING VALUES ) 
[CELL PRTWYECIVAMN， INITIAL STRPP TENICTET 
CALL PRTVRCILRN LOWFR BOUND ) 
CALL PRTWVwECIUB ,NLPPRR BOUND 》 
CALiL PRTVRCUC IN CC VERCTOR ) 
有 中 让 世人 有 


BEFRORE C 站 LE 了 人 六 


MA 天 YI-，| 了 IMT， 


FND OF DRIVRR ROUTINE OUTPUT 。 关 尖 基 “ 


其 芝 贡生 


号 则 入, MAX,RTEPS,NSNTNEPS MAXEVL LS UB CEPRINT LSEED1 ， 
ISEED2 ,TVMXOPT FEFOPT NAGCCANECMEV NOBDS， 直 只， 


FSTAR ,XP ,NACP) 
RiTEI6 TAO 
CALIL PRTVECIXODPT NSOLUTIGN ) 

CALL PRTYECUVM,N，FINAL STEP LEFNGTE ) 


友 RITEI6 ,10017 FOPT，NFCNEVY，NACC，NOHDS， 了， 相 肛 


1000 FORMATUA SIMULATED ANNEALENG 下 XAMPILE ， 


mm 本 


7，NUMBER DOE PARAMETERS，313， 

AINITIAL TENME: ，G8.2，  RT: 6G8.2， 

NS 3 NT: CC， NEPS，:,[I2， 

MAXEVL: ,IO TIPREYT: ,下 ， 
ISEED2 ; ,14) 


1001 FEORMATIA OPTIMAL FUNCTION VALUE: ,6G20.13 


1 NUMBER OF FUNCTION YALUATIONNS: 
卫 ANUMBRBFPR GE ACCEPTED 和 YALUATIDINS， 
了 “NUMSFER OF DUT (ER BOUND 丰 YVALUATKJNm: 
本 A， FINAL TEMP: ，G20.13， 下 R，， 妇 ) 
SS 于 站 
上 MT 


SSRCUTINE FENCN THEIAA ,Ti 
COMMON 下 XXXC2OOD YYC42001 NSE 
DOUTGLE PRECISTON TITETALS) HI 

HE = 站 


RRFSTIILTS 上 FTER SN 和 半生 芝 


区 


MAXIMAZATION: ,LS， 


FEPS， ,6G8.2， 


1SEED1: ,14， 


从 ， 
1tT， 
工 ， 


459 电 


PO 100，I = 1，NSP 
STUR1L= THETAI2” XCCII ”了 THETAL3) 
SUTH2 =THETAI4 YY XCITD THETAIS) 
SURPR3 一 THRFTACI SUBLx CPPHETAC3Y TITHETAI3) +THETATIS7 7 < SUB2 ) 
塌 A 人 1 .二 SUBL ”11 +SUR2) 7 
H=H+LSUH3 一 YCCT 
1I00 CONTINUFE 
RRTURN 
END 


程序 输出 的 最 后 部 分 : 
> LTLEYED TERMLNATITION CRITERIA， LER = 0. 
RESUT TS AFTER SA 


LT TDNN 
.7788 ] .4273 ,号 732 二 0645 世 一 丰 L 92 


FINAL 3STEP LENCTIT 
20303 忆 一 0 23884FE 一 02 .17758E -03 .22571 开 -04 .11687F 一 看 3 


WIIMALFUNCTION VALUE: .2188033676256 忆 02 


NUYMHER DF FUNCTION EYALUATIONS: 开 30 了 
JUWHTiER DOP ACCFPTED EVALUATIONS， 避 1 
LTR OP CT OF BOCUND FFYALUATIONS: 上 之 后 
FINAL TEMP: .149011611938SPE 一 06 JER， 有 


遗 优 算 法 是 一 种 模拟 自然 选择 和 遗传 的 随机 搜索 算法 。 它 最 初 由 Holland 在 1975 年 提 

出 的 ， 研 究 自然 系统 的 适应 过 程 和 设计 具有 自 适 应 性 能 的 软件 。 遗 传 算法 的 基本 形式 是 用 旨 

色 体 来 表示 参数 空间 的 编码 ， 用 适应 度 尊 数 来 评价 染色 体 狼 体 的 优 沙 ， 通过 得 传 操作 产生 新 

的 染 亿 体 ， 并 用 概率 来 控制 遗传 操作 。 址 传 算法 是 一 种 非 线 性 方法 ， 它 具有 简洁 、 灵 活 、 高 

获 和 企 局 优化 的 特性 ， 在 过 程控 制 、 系 统 诊断 、 非 线性 拟 合 与 优化 、 人 工 智能 等 工程 和 研究 


七 、 遗 传 算 法 【Genetic Algorithm ，OGAA) 


领域 都 得 到 了 上 广 渗 的 应 用 。 下 而 介绍 基本 的 得 传 算法 。 
得 传 算法 是 一 种 先 代 算法 ， 它 在 每 一 -次 
王 TENYTYTT 帮 代 时 都 拥 右 -- 组 解 〈 父 代 染 色 体 群体 )， 这 
一 一 一 一 一 组 解答 最 初 是 随机 生成 的 。 在 每 次 选 代 时 ， 
[用 基 鄞 全民 相让 群体 “上 [| 评 们 各 个 体 的 适应 次 | 此 移 保 持 解 ， 然 后 染色 体 群 体 经 过 遗传 操作 
站 (选择 、 来 变 、 变 异 等 )， 生 成 新 的 组 解 《〈 子 
代 琳 色 体 群体 )。 每 个 解 都 由 一 个 目标 函数 来 
评价 ， 而 且 这 一 过 程 不 断 重 复 ， 直 至 达到 某 
种 形式 上 的 收 伍 。 新 的 一 组 解 不 但 可 以 有 选 
塘 地 避 留 一 些 先前 迭代 中 目标 函数 值 高 的 解 ， 
而 且 可 以 包括 一 些 经 由 其 他 解 结合 而 得 的 新 
的 解 ， 其 子 代 的 数值 可 以 与 其 父 代 的 情况 有 
祖 当 六 的 益 别 。 基 本 的 遗传 算法 如 左 图 所 示 。 











通过 宽 恋 峰 率 已， 产生 于 必 
人 
| 着 过 交叉 概率 已 产生 子 代 | 


中 
过 拉 个 体 匹配 | < 起 符 终止? 















在 基本 的 遗传 算法 中 ， 主 要 做 法 是 : 

山 初始 染色 悼 群体 随机 产生 : 

(3 用 适应 度 男 数 来 评价 染色 体 个 体 ; 

地 根据 适应 度 产生 繁殖 的 染色 体 个 体 ， 适 应 度 好 的 染色 体 个 体 其 被 选择 来 繁殖 的 可 能 
性 大 :; 

电 通过 桨 色 恒 对 的 交叉 和 变异 操作 ， 产 生 各 上 自 的 子 代 营 殖 染色 体 。 

遗传 算法 的 本 语 异 鉴于 自然 遗传 学 ,遗传 物质 的 主要 载体 是 渴 色 体 。 存 遗传 算法 中 ， 染 
名 体 【个体 ) 由 一 串 数据 或 数组 构成 ， 用 来 作为 问题 解 的 代码 。 染 色 体 由 决定 其 特性 的 基因 
构成 ， 而 基因 又 可 以 有 称 为 等 位 基因 的 不 同 取 值 。 目 标本 数 称 为 适应 度 画 数 ， 而 一 组 染色 体 
称 为 群体 。 遗 传 算 蕉 的 一 次 填 代 称 为 一 代 。 过 传 算 法 成 功 的 关键 在 于 符号 康 表 示 和 遗传 操作 
的 设计 。 

染色 体 解 空 间 中 的 每 一 点 都 对 应 一 个 用 由 基因 表示 的 更 色 体 。 如 要 确定 适应 度 函 数 
rzrzyy) 的 最 大 值 ， 搜 寻 空 间 变 量 x 和 *y 为 整数 ， 其 变化 范围 是 0 一 1$。 这 样 对 应 于 搜寻 空 
间 任 何 点 可 由 两 基因 的 染色 体 来 表示 ; 


点 (2,6) 用 二 进 制 数 有 如 下 的 染色 何 ， 
四 间 遇 加 机 而 避 回 加 而 品 
变 叉 ”在 酚 父 代 的 染色 短 的 随机 长 度 位 置 上 ,用 交 叉 概率 已 进行 后 部 获 换 ， 产 生 两 子 
代 ， 如 下 所 示 : 


TS 
因 轴 硬 机 古本 可 可 


这 样 的 交叉 操作 称 为 单 点 变 及 。.… 一 般 地 可 以 进行 才 点 变 叉 ， 如 下 所 示 ， 
由 四 因 世 本 蕊 蕊 区 8 加 区 qd 忆 
站 站 本 厨 下 下 加 

变异 ”与 交叉 不 同 ， 变 蜡 涉及 到 一 染色 体 个 体 的 一 个 或 多 个 基因 位 的 翻转 ， 产生 新 的 基 
因 组 侣 ， 以 通过 交叉 来 获得 子 代 闪 色 体 。 下 面 的 任 一 方法 都 可 以 用 来 进行 变 虹 操作 : 

全 随机 选择 的 基因 人 艺 数 值 可 以 被 随机 产生 的 数值 替代 ， 这 种 替代 对 二 进 制 和 非 二 进 制 
染色 体 都 适用 ; 

四 在 二 进 制 沫 色 体 中 ， 可 以 对 随机 选择 的 基因 位 进行 触发 ， 即 TI- 一 0 或 0-~=>1。 

可 以 以 概率 己 . 随机 选择 个 伍 进 行 变异 操作 。 变 录 操 作 的 主要 优点 是 使 闪 色 体 群 体 中 出 现 各 
种 基因 ， 这 样 遗 传 算法 有 在 参数 解 空 间 找 出 各 种 可 能 的 解 ， 避 免 解 的 往 失 。 

有 效 性 检验 ”对 于 不 辣 的 优化 问题 ， 有 时 需要 增加 检验 ， 了 确保 新 子 代 的 染色 体 表 示 的 是 
参数 解 空 间 中 的 有 效 点 。 如 考虑 由 四 个 基因 组 成 的 染色 体 ， 每 个 基因 有 三 个 可 能 的 二 进 制 值 
4=0l, 838=10，C=1ll。 二 进 制 染色 体 表示 组 人 台 BACA 是 : 

| | 0 1 1 心 [1 
如 对 最 后 的 基因 位 进行 变异 操作 ， 六 生 了 如 下 所 示 的 无 效 染 色 体 。 四 基因 值 00 没有 定义 。 
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5 | 
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同样 ， 区 受 也 可 能 产生 有 缺陷 的 染色 性 操作 。 克 有 最 这 些 问题 的 方法 是 采用 结 村 操作 ， 交 
叉 或 变异 操作 针对 基因 ， 而 不 是 针对 基因 停 。 这 样 ， 洗 叉 操 作 点 总 能 与 基因 边界 郴 一 致 ， 恋 
异 吕 作 对 整个 基因 组 随机 选择 新 值 ， 确 保 产 生 有 效 妆 色 体 。 如 此 敌 的 缺点 是 染色 体 群 体 的 莽 
和 措 性 会 受到 影 啊 。 

在 遗传 算法 中 ， 是 依据 适应 度 来 选择 个 体 进 行 繁殖 的 ， 最 适合 的 染色 体 繁 殖 的 可 能 性 也 
最 大 。 选 搓 不 仅 决定 由 哪些 个 体 来 繁殖 ， 市 了 还 昌 确 定 繁殖 子 代 的 数目 。 因 此 选择 的 方法 对 
遗传 算法 的 有 效 性 有 着 重要 的 作用 。 

这 里 给 出 一 遗传 算法 计算 多 值 函 数 最 优 值 的 FORTRAN 主 程 序 ， 目 标 函 数 及 部 分 结果 。 
这 程序 不 是 基本 的 遗传 算法 程序 ， 而 基 包 含 了 遗传 算法 的 改进 ， 其 中 主 邓 的 是 采用 了 微 染 色 
址 的 方法 ， 使 计算 更 有 效 。 有 关 程 序 的 详细 使 用 说 明 可 见 本 书 所 附 程序 光盘 的 有 关内 容 。 


PrIoEratr afortran 
和 
itmpjicikt real 世 人 【aa- ho 一 2 


1 


inclhade Pararms .人 

中 mmettsion parent nbarmax :ittrmmaxy vcehildt nbarmax ,indtmaxy 

中 menstor fitnesst intltmaxy ,npesibltnparmax) ,nichflgfnparmax) 
由 mension iDatentt nehrnaax ,indrmnaxy ,icehildr nchrrrax ,indnax 1 
drmension gtbarnaxy yltnparmax) ,ie2tnparmnax 》 

二 nension jbestft neclrmnaxy》 

中 rmension bparmaxt tpirmaxr) ,parminf nnartnuax) ， patrdeltnparrmax ) 
dirmension genit 1000000) ,genavgf1000000) ,genmiaxriD00000) 


Rommotl ”gal ”npopsizTeywrite 

cotnrnon ”Sa2 ”npatratnynchrormme 

CommOn ”88 7” parent,ipnarett 

oOImOn ”ga 攻 ttiess 

comTImOr ”ga 7 go0 gl，,ig2 

comTmOn ”ga6 ”parmnafypartnin TDardel npbosihl 

coGmIOn ”7 ”elhildyichil 

commion ”gag ”nichilg 

cn nputga PEeTOSS PTTLUITatC PCTEEHDa ITIEK 祖 ED iiT ,ITestrt 。 
itourny icliteyicrecT yiuiilfrm ,iniche ， 


十 iskip ,iend ,nehild， TICTORa ,上 ountnax 


cail input 
(: 
(，。 Perlorn neceessary inilializatior and head fhe 妇 和 TeS 二 世 ， 


eall jnitiailt istart mpossurm ,ig2sumy) 


妇 
(号 囊 下 Main generational processing loop， 串 事 册 名 及 
Koutul 三 引 
qdo 2 1= istart,niaxgerl+ istartt | 
wiite 6,L1111) 
write 24,11117 
uwTiteft 4 10341 1 
[ 


(， 下 valuarc the population ，assigr 有 tness，cstablish the besl 


0 


findgividual ，and write output infortrmation. 

eall evalout(iskip ,iend ,ibest ,fbat,besti 

genit 1 兰 ioatt 

EEnavgtiy = fbar 

Bentrmaxt 1 一 best 

inpopsiz. eq .1 .or，iskip.ne.0) then 
closet 24 
Stot 

endj 


驻 ”Implement miching 


计 【imiche. ae. 人 0 eal niche 


人 FEmnter sjection ，ctossover and mutation |oop . 
metoss 一 站 
ipPicE 二 mpPopsiz 
do 45 j 三 工 ,npPopsiz ,nchilq 


全 Perforr selecticm . 


call seiectnfipick ,j ,matet ,mate2 ) 


CAow Perfcrm crossover between the randoitnly selected Pait. 
call crosovTf neross ,j ,matel ,mate2 1 
3 cotttUe 
Writet 石 ， 1225) merosSs 
writet 24 ,1225)》 Deross 


CC Now betorm tandom miutations， 工 running micro -人 站 ，skip mutation. 


让 《tmicropga. eq. 牛 ) call mntate 


号 rite child array back intco Patrenhl atray fof new generationmn. (heck 
人 to see 让 the best bparent was Tebjicated . 
4 newgentkielite npossum ,ig2sunm ,ibest) 


已 Implement micro 一 CA 计 enableq. 
让 《microga me. eall gamicrofi nbpossutn ,ig2sum yibest) 
[ 
区 fite to restart 下 ]e， 
call restartf i,istart ,长 ount》 
2a0 ceontinue 
全 囊 书 肌 事 事 下 nd of main generational Processing loop， 囊 囊 囊 中 囊 
(，909 oontinue 
writet 24 3000 ) 
do 100 1 二 1 ,maxgen 
er 昌 招 一 了 catk ntpotpsizy 关 名 eniiy 
waitef24 ,3100)1 Fenif ii ,evals,Benhavgfiy ypetimnaxrjil 
100 eeomnttue 
call etimef tatrtay+ 
wpTitet， 基 ) tattayfT) ,tatrtray 2) 
cebul 一 tattayftL) 
cpu 二 《epul 一 cpuogy 
writet6 1400) cpuycpux60.0 


站 门人 


LA 了 


和 wrriteft 2d4 1400) epuyecpuzoo0. 
《OOSE 【24) 
攻 
1050 formatf tx 不 Binary Code ,16x ，Pararl Paratn2 Fitness ) 
1111 formatf ww” 井 亲本 丫 厅 间 本 立 井 井 二 大 井 壮士 井 井 CGOeteratiott , 生 ， 井 厅 间 枚 井 井 井 间 间 并 间 井 井 间 芋 井 间 
1225 formnatf yy Mumber of Crosspwers 一 ,191 
CC 1400 forrnatt2x， CPU LUme [or 吉 | Bereratiorns 一 el See 7 


[ 十 2， ermmin ) 
3000 formatf2x7 7 Summatry of Chatputl 7 
| 2 和 ，(Uenetation 蕊 valuations 上 vitness Dest Fitness )》 
3100 formatf2x,3fel0 .4xhyell1.5) 
各 
SEO 
ETl 寺 


subroutine fanecefj ,funcvaty 


壮 
iFiPHeit tezl 关 册 【 站 一 了 .ozj 
Save 
[ 
incelude “params .了 
dimensionm paretttt inaparrniaxy jindrnax》 
二 imension iparentt nehrmax indbax 
CC 出 trielision Parent indmax ,npatraxyyiparent2ftindmax ,inchrtriax] 
和 
comTTIOn ”ga ”itbatatnynehronac 
coOTmnion ”pa ”Parentyiparent 
和 


(Thisisan M 出 mensional version of He mulrtimedal Tunetion with 

人 deereasjn 帮 Peaks Used hy fioijberg and Richardsor 【1987 ，sea ReadMe 
LT 有 le for complete iejsrencey ,JJn N dimensions，khis fonetion has 
[mvalley 一 nbarany Peaks，but only one global maximtutn JI is 二 

4 teasatlably tough Probletmi fot the 人 和，especially for higher 由 mmensions 
sand larger values cd mvalley， 

亏 


mwalley = 下 
证 三 4.0d0 # datanf 1 训 ) 
fumcvat 一 工 .0d0 
do 10 1=1,npararm 
诗 三 《sinkS. Tc 关 关 parencgi jy + 0 5d07 二 关 mnvalley 
委 =exB 一 4.0d0* log(2.0d03 人 parentfi 一 虽 .0667qd0) 关 = 2770， 04d0 ) 


funey 开 二 funeva 关 仁和 把 


1]0 entinue 


-As TIentjomned in the Reztdvfe file， 了 he arrays have been Tearzaligedl 
[to enable a more efficientl caching of systetm ntemaory ,1 this causes 
Linterface problems 殉 ith existing Jrmetietns Used with brewious 
[Yefsions Df my code ，then Yo cat tse some ternporary arTY8YS tn bridge 
this vetsion with older versions, ] we hamled the tertmborary arraws 
(hatfettL2 atd ipatrent2 LT you Wan to use These attavs，uneonmirent Ithe 


(。 直 iDnensinn Statenleltl above as well as te following do locp tines， 
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do 1] ii= 1,nparam 
patent2t],i 一 Parentt iT 

COPTITIUE 

do 12 上 =1 ,nehrotrne 
jparent2 人 fj, 上) = iPatentkk 

ContInUE 


PE 
IF 


上 才 站 站 让 中 站 


TettTTL 


ertd 


程序 的 最 后 输出 部 分 为 : 
闪 井 霜 林 村 间 井 井村 间 间 非 间 井 井 间 共 Genetationm 200 村 相亲 并 间 埋 阁 并 厅 共 井 并 捍 插 阁 音 并 
莫 Rinhary fje PEaraml Patanma Fithness 
1 000101010001111000100010DO1ODO0 .0825 .006609 .2336 
200010001000111300010t010010000  .D669 .0825 .82473 
310004100010001111000100010D10000 .0669 .0669 1.00000 
二 有 G1100UEOO01tT1O001O0001UOLOOOD .19149 0509 .Oo507 
人 1001010001Lt1LO00101D1LODI1I0000 ,33235 .10823 .的 442 


点 weTaege 人 RUes: .48 .0731 ,95938192 
点 wefage Function Value ofrenetatior 二 .33192 

Miaxintum 下 unetion Value = ].00000 

Murmbet bf 人 TosSmweis 一 85 


电台 和 驳 镶 申 同形 estatrl Hiicro-Population at genetation 200 站 名 得 用 车 儿 和 


SUYIImatry of (utput 


(Ceneration 了 valuations ”总 vg.Fitness Besr Fitness 


.1000F 十 昌 ] .00UUE 士 D1 .2047 匡 一 有 .1014 7 + 00 
200TOE + 人 01 .DUOU 士 02 .二 20eE -0 . ] 站 iDOU 
.9 州 了 二 3 , 久 六 3 已 十 有 了 2010E +NTD .10000E + 
.乌有 站 世 十 有 3 . 呈 900 王 十 口 3 . 2006 十 如 0 . 10000E+ fl 
.1990 世 十 有 目 3 . 昌 B50 工 十 D3 .309DE + D0 .10000FE +D1 
.之 000 世 十 避 3 .0O00E + 04 .53195 卫 十 虽 0 .TOOOT 到 十 六 


评注 与 进一步 阅读 


数据 的 从 析 与 处 理 是 和 料 学 研究 和 解决 工程 实际 应 用 时 会 天 量 遇 到 的 问题 ， 国 此 学 习 与 区 所 有 效 的 处 理 
方法 是 很 有 必要 的 。 如 何 科 学 地 、 有 效 地 得 到 解决 问题 的 结果 是 每 个 科技 工作 者 所 关心 的 。 正 变 设 计 由 于 
代 稚 低 而 又 能 得 到 皮 映 问题 全 面 的 结 暴 ， 党 党 是 首选 的 方法 。 有 莹 地 进行 正 变 慌 计 受 其 数据 的 命 析 与 处 理 
内 容 丰 富 ， 本 午 通 过 籁 有效 的 两 个 方面 ， 今 别 对 例题 在 Statistica 软件 环境 中 的 解决 过 程 来 展现 。 通 过 二 水 
乎 全 析 国 正 交 设计 及 其 结果 的 分 析 ， 确 定 研究 问题 主要 融 响 因素 。 在 陛 东 础 上 再 进行 多 水 平 的 相应 面 的 实 
验 设计 与 分 析 ， 确 定 主 要 影响 因素 之 间 的 关系 ,得 到 解 关 问题 的 结果 。 当 然 ， 对 于 不 岂 的 问题 ， 所 殴 采 了 
的 解决 方法 也 是 不 一 样 的 ， 如 稳健 实验 设计 及 其 分 析 的 Tagtuchi 方法 ， 用 在 控制 和 提高 开发 与 设计 产品 的 
质量 时 ， 能 锅 达 到 很 好 的 训 果 。 除 此 之 外， 在 Statistica 软件 秆 撞 中 ， 就 有 其 他 不 少 行 立 有 区 的 统计 方法 . 
值得 学 可 和 应 胃 ， 

在 多 元 数据 需要 分 析 处 理 的 许多 情况 中 ， 孝 据 因素 间或 因素 丛 限制 等 原因 未 具备 正 变 的 畦 性 ， 或 困 过 
程 复 台 难以 用 确定 性 模型 描述 ， 新 近 出 现 的 一 些 知 能 算法 为 解决 这 样 的 问题 提供 了 方法 和 和 手段。 人 工 神经 
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网 几 、 枫 报 逮 火 和 得 传 算法 这 三 种 叔 能 计算 方法 处 理 问 题 范围 广 ， 限 制 少 ， 但 要 注意 各 种 方 法 的 特点 。 从 
一 系列 给 定数 据 ， 得 到 模型 业 结果 十 ANN 的 一 个 重要 特性 ， 而 模型 作 是 选择 网 络 权重 实现 的 ， 因 尼 ， 闭 
用 人 台 适 的 学 习 训 红 网 络 样 本 、 优 化 网 络 竺 档 、 也 用 适当 的 学 习 训 练 方 法 就 能 得 到 知人 洛 学 悦 训 绕 梓 本 范围 的 
箱 六 与 输出 的 关系 。 如 采用 于 学 习 训 绒 用 的 笠 本 不 能 让 芭 瞻 体系 的 特 性 ， 用 AMNIN 也 不 能 急 好 描 和 还 和 与 预 
测 体 系 。 所 以 有 “过 最 迁 ， 这 提出 : 金子 进 ， 人 金子 出 ”之 说 。 从 优化 的 策略 上 来 说 ,模拟 退火 和 下 忧 算 法 
是 全 局 优 此 的 方法 ， 而 人 工 神 经 网 阁 则 不 是 。 困 此 出 现 了 将 它 与 模 氢 肖 火 癌 庄 传 算法 相 结 人 台 ， 以 屋 善 人 工 
圳 经 网 络 的 优化 问题 特性 。 访 者 可 进行 这 此 右面 的 进一步 学 习 。 

数据 的 模型 鸡 数 回归 问题 ， 是 料 学 研究 和 工程 实际 中 党 会 表 到 的 ， 其 中 模型 的 参数 通常 具有 明 殉 的 物 
理 沼 义 ， 这 桂 营 氛 确 中 准 确 模 型 参数 的 方法 与 步 凡 就 非常 省 要， 了解 模型 的 得 过 原则 、 模 型 做 妊 过 多 与 讨 
汪 所 磺 现 出 来 的 特征 是 关键。 

比较 确定 性 模型 的 基数 回归 与 人 工 神 既 网 络 之 类 的 非 确 定性 模型 回归 预测 的 异 问 点 对 和 握 方法 的 特点 
各 太 有 交 助 的 。 确 定性 模型 的 其 数 回 归 估 计 主 要 有 如 下 特点 ， 自 变量 与 应 变量 之 间 月 负 确 的 函数 关系 ， 具 
有 未 知 数值 的 参数 ， 需 通过 自 变 量 与 应 变量 的 数据 组 样本 来 回归 估计 ， 而 且 参 数 个 数 通 党 较 少 ， 具 有 明确 
的 物理 三 义 。 非 确定 性 模型 回归 预测 的 特 点 是 : 无 需 针 对 间 题 提出 明确 的 自 变 量 与 应 变量 之 间 的 轴 数 关系 、 
而 函数 关系 用 售 有 众 洛 自由 参数 的 模型 来 回 沼 氢 含 ， 但 自由 参数 无 明确 的 物理 意义 。 因 此 ， 确 定性 裤 型 回 
洒 的 主 枚 目标 且 街 到 秽 型 的 参 雪 多 值 ， 而 非 殉 定性 模型 计算 的 主要 目标 是 输入 与 输出 的 关系 。 
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习 题 


8.1 对 本 竟 第 1 节 《-) 例题 中 色 洋 和 亮 应 与 因素 问 的 关系 进行 统计 分 析 。 

8.2 对 本 章 第 ] 节 《 三 ) 中 的 变量 Thick_-1-~Thick_9 进行 田口 方法 的 统计 分 析 ， 这 时 数据 表示 的 是 
Nominai-the-best 问题 ， 也 就 是 某 -- 定 厚度 的 事 娃 良 是 期 望 的 理想 情况 . 

8.3 研究 二 硫化 伐 饱 和 蒙 汽 正 的 模型 回归 问题 ， 






蔬 汽 不“ZnmHg 









号 9 .站 









11270.4 


二 酸化 栈 的 基本 性 质 ， 临 收 温 庆 为 2373.05 科 ， 临 界 村 力 是 72.87 am 
8 .4 在 常 夺 下 利用 Ni/AC 催 化 体系 对 甲醇 气相 幅 基 化 合成 醋酸 的 催化 活性 进行 实验 ， 选 拌 铂 含 县 ， 温 
度 、 助 剂 配 比 、 接 般 时 间 四 个 可 变 因 捕 ， 鉴 于 镍 为 催化 活性 中 心 ， 因 而 设计 四 因子 三 水 平 含 三 个 交互 作用 的 
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正 变 实验 工 ， (3 )， 希 望 揭示 上 述 四 因子 、 争 含量 与 其 余 三 因 于 的 交互 作用 与 皮 应 指标 的 关系 ， 找 出 影响 指标 
的 主要 因素 ， 从 而 优化 反应 条 件 ， 提 高 反应 活性 。 
甲醇 常 压 气相 半 基 改 合 成 醋酸 的 正 交 实验 : 
因子 

斩 洁 是 【各 mt) 

反应 温度 〈《T ) 
“接触 时 间 《geat*hzmol) 

助 剂 岳 比 (mol%) 








L2 《3”) 正 变 胡 与 实验 安排 ; 


人 列 
实验 叶 


一 -一 一 一- 


了 
机 
了 
] 





实验 续 果 如 下 表 : 


申 酵 过 化 率 此 物 选择 和 性 { 党 】 
[党 】 四 


9 .3 


2 了 .6 


2 下 


一 一 一 一 . 一 一 ~ 


立 .3 





泛 确 息 币 醇 常 计 气相 器 北 友 应 NizAc 体系 最 作 反 应 条 件 ， 使 此 反 关 茶 件 下 酯 敲 收 率 克 到 最 大- 
5.5 用 工 而 的 FORTRAN 遗传 算 法 程序 所 合 虑 附 方 程 的 模型 参 效 ， 选 用 前 面 的 西 烷 - 芝 光 沸 癌 体 系 芷 
303 从 时 的 吸附 学 衡 数 据 和 模 进 ， 
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第 九 章 ” 铝 微 分 方程 的 数值 方法 


在 自然 科学 和 工程 技术 中 的 许多 问题 ， 都 可 以 用 微分 方程 来 描述 。 虽 然 大 学 的 高 等 数学 
课程 星 研究 了 一 些 特 殊 常 微分 方程 的 解析 求解 ， 但 是 在 实际 应 用 中 大 量 的 微分 方程 是 无 法 确 
定 其 解析 解 的 。 本 章 和 下 一 章 将 结合 软件 的 合用， 介绍 常 微分 方程 的 数值 方法 、 偏 微分 方程 
数值 求解 的 思想 。 

第 一 节 ”微分 方程 数值 方法 的 有 关 概 您 

音 先 介绍 微分 方程 的 定义 与 分 类 。 

定义 9.1.1 含有 自 变 量 、 未 知 函 数 及 其 导数 〔 微 分 或 伯 导 数 ) 的 方程 称 为 微分 方程 ; 
如 果 末 知 丽 数 只 含有 一 个 变量 ， 则 称 为 常 微分 方程 ; 如 果 未 知 函 数 售 有 若干 个 变量 ， 则 称 为 
俩 微 分 方程 。 微 分 方程 中 未 知 丽 数 的 导数 或 偏 导数 的 最 高 阶 次 称 为 微分 方程 的 阶 。 

如 一 下 9 (9.1.1) 
是 -- 阶 常 徽 分 方程 ， 而 











2 2 人 (9.1.2) 
是 二 阶 侦 微 分 方程 。 

所 有 使 微分 方程 成 为 等 式 的 国 数 ， 都 是 微分 广 程 的 解 : 在 2 和 阶 微分 方程 中 ， 将 微分 方 
程 的 具有 = 个 任意 常数 的 般 称 为 该 微分 态 程 的 通 解 。 为 确定 微分 方程 通 解 中 的 任意 常数 而 
列 出 的 条 件 称 为 定 解 条 件 ; 定 解 条 件 可 以 分 为 暂 始 条 件 和 边界 条 忻 两 类 。 由 和 袜 分 方程 和 年 解 
条 件 . 一起 构成 的 问题 称 为 微分 方程 是 解 问题 。 

根据 定 解 条 件 的 不 同 ， 常 饶 分 方程 分 为 客 值 问题 和 边 值 问题 ; 去 定 解 条 件 是 描述 画 数 在 


一 点 (或 初始 点 ) 处 状态 的 ， 则 称 为 初 值 问 题 ， 一 阶 常 微分 方程 初 值 问题 的 一 般 形式 为 ; 


枚 人 
(一 所 下 E 3 
3) 二 0 
香 定 解 条 件 撕 述 了 国 数 在 圣 少 两 点 〈 或 边界 ) 处 状态 的 称 为 边 值 问题 ， 例 如 ; 
Jr 拓 9) 和 扫 - 卫 扫 : 古 (9 1 4 


13(e)= 加 ， 3 一 31 
微分 方程 的 解 有 解析 解 与 数值 解 两 种 。 
定 光 9.1.2 给 定 一 个 微分 方程 ， 如 果 能 够 找到 一 个 【或 一 族 ) 具有 所 要 求 阶 连续 导数 

的 解 术 郴 数 ， 使 得 微分 方程 的 所 有 荣 件 都 得 到 满足 ， 贴 称 该 画 数 【 族 ) 为 微分 方程 的 解析 
解 ; 而 将 确定 了 微分 方程 的 解 在 某 些 特 息 白 变量 处 的 取 香 或 近似 利 的 一 组 数据 ， 称 为 微分 方 
程 的 数 但 解 。 
出 于 实际 问题 中 大 多数 微分 方程 无 法 求 出 解析 解 ， 或 礁 以 其 用 初等 丽 数 表示 解析 解 ; 同 
时 在 应用 过 程 中 ， 一 般 只 需要 得 到 若 于 特定 点 处 的 函数 值 。 因 此 微分 方程 数值 解法 是 科学 与 
于 程 计 算 中 的 一 个 重要 内 容 。 
2 


由 于 微分 方 穆 数 值 解 是 一 弓 离散 点 处 的 本 知 关 数值 ， 所 以 求 数值 解 的 基本 步骤 为 : 

首先 将 整个 定居 域 分 成 大 二 小 块 ， 以 合 对 等 小 和 由 [的 点 或 片 求 出 和 近似值， 这 样 按 一 定 规 
律 对 定妆 域 分 割 的 过 程 称 为 区 域 前 分 。 

其 次 根据 微分 方程 的 形式 ， 构 造 关 于 上 述 离散 点 或 片 的 函数 值 递 推 公式 或 方程 ， 该 步骤 
称 为 微分 方程 的 离散 。 这 样 未 知 量 不 月 是 一 个 连续 图 数 ， 而 是 由 若干 个 未 知 本 数 值 所 构成 ， 

微分 方程 离散 后 得 到 的 递 推 关 系 式 ， 需 要 给 定 若干 个 初 值 才能 启动。 如 果 递 推 式 是 一 个 
绕 性 方程 组 ， 一 般 它 所 合 的 方程 个 数 要 少 于 未 知 量 的 个 数 ， 必 须 补 充 若 干 个 方程 后 才 可 求 
解 。 这些 上 方程 可 以 通过 将 徽 分 方程 的 初始 条 件 或 边界 条 件 离 散 后 获得 ， 这 -… 过 程 称 为 初始 或 
边界 条 件 的 离散 。 

经 过 上 面 的 三 个 电 藤 化 过 程 ， 原 来 的 微分 方程 定 解 丫 题 就 变 为 离散 系统 的 求解 问题 。 在 
求解 之 前 需要 讨论 离散 系统 解 的 存在 惟 - :性 问题 ; 离散 系统 与 微分 方程 问题 之 间 的 差异 ， 即 
解 的 收 伍 性 问题 ; 述 需要 研究 解 的 收 急速 度 和 计算 的 稳定 性 等 问题 。 

最 后 进行 实际 太 算 ， 通 过 求解 离散 系统 问题 ， 得 到 微分 廊 程 定 解 问题 的 数值 解 。 

应 用 数学 方法 解决 实际 问题 吕 以 分 为 两 个 阶段 ，- 是 对 实际 河 题 进行 分 析 ， 假 设 ， 并 奸 
立 数学 模型 ; 二 是 和 根据 数学 模型 的 特点 ， 选 择 适 当 的 数值 方法 ， 确 定 模 型 的 解 。 数 值 方法 的 
医 差 主要 有 以 下 四 个 来 源 。 

由 模型 误差 ”将 实际 问题 归结 为 数学 模型 时 ， 需 要 对 问题 作 一 定 的 简化 和 假设 ， 由 此 
产生 数学 模型 与 实际 问题 之 间 的 误 羞 ; 

必 观测 误差 ”数学 模型 中 的 一 些 系 数 、 初 值 等 常数 源 于 测量 仪器 或 统计 资料 ， 由 于 客 
观 条 件 和 仪器 精度 的 限制 而 产后 的 误差 ; 

局 规 断 泛 花 ”数学 模型 离散 化 时 往 入 舍 去 一 些 次 要 的 项 ， 这 将 导 敏 数学 模型 解 与 离散 
问题 解 之 间 产 生 的 误 益 ; 

出 人 驹 人 误差 ”利用 计算 机 根据 给 定 的 数值 方法 求解 离散 问题 时 ， 由 于 计算 机 对 所 运算 
的 对 得 控 一 定 字 长 进行 四 人 省 五 人 ， 将 导致 问题 数值 解 与 离散 问题 解 之 间 的 误差 。 

本 章 主 要 关注 微分 方程 离散 化 过 程 中 产生 的 截断 误 益 ， 

第 二 节 “ 初 值 问题 的 数值 方法 

本 装 论 求 解 常 微 分 方程 〔( 组 ) 初 值 问题 (9.2.1)》 的 数值 方法 。 

[= et 
下 -一 

先 研 究 最 简单 最 直观 的 求解 初 值 问题 的 Euler 方法 ， 人 入 后 介绍 两 类 更 有 效 的 方法 : 
Runge-Kutta 方法 和 线性 多 步 方 法 。 

一 、 初 值 问 题 的 Euler 法 

关于 常 微分 方程 初 值 问题 解 的 存在 性 ， 有 有 以 下 定理 ， 

定理 9.2.1 说 初 值 问 题 (9.2.1) 的 右 端 函数 ffit,t) 满 足 ， 对 任意 的 TsyyE 尽 以 及 任 
意 的 上 Ela,5 1， 均 存在 常数 工 >0， 使 得 

| 《9.2.2) 
成 立 ， 则 初 值 问题 (9.2.1) 存在 惟 -- 解 。 

在 定理 9.2.1 中 , 式 (9.2.2) 称 为 Lipschitz 条 件 ; 工 称 为 Lipschitz 常数 。 通常 假定 澡 

微分 方 三 初 什 问题 满足 Lipsehitz 茶 件 ， 苑 存在 惟一 解 . 对 于 贡 微 分 方程 组 初 值 问题 ， 同 样 
了 


(9.2.1) 





也 存在 Lipschitz 条 件 ， 不 过 此 时 式 (9.2.2) 中 不 是 取 绝 对 值 ， 而 是 取向 量 范 数 。 

由 于 微分 方程 的 数值 解 只 需要 计算 在 六 个 节点 1 处， 微分 方程 解 的 近似 值 ， 所 
以 先 对 初 值 问题 (9.2.1) 的 求解 区 间 [a，51 进行 剖 分 ， 以 得 到 计算 节点 。 一 般 将 区 间 
Ia ，| 均 习 分 成 N 等 份 ， 妈 得 到 的 节操 = 本 区 玉生 裤 专 = 志 满足 : 


太一 人 十 下 ， 用 三 (下 一 GAY (9.2.3) 
Euler 方法 的 具体 计算 公式 ， 可 以 由 寺 种 不 同 的 方法 推 寻 得 到 。 
1. 善 商 近似 方法 
将 初 值 问题 (9.2.1)》 在 节点 二 处 的 导数 xz 用 前 疝 差 商 代 埠 : 
人 (9.2.4) 
则 微分 方程 9.2.1) 近似 写 或 : 
下 JR 二 【9.2.5) 
用 数值 解 站 六 和 二 + 近 巩 代 昔 于 (让 利 zf 81， 得 到 诈 推 会 却 : 
2 1 一 it 十 艳 六 丰 下 {9.2, 石 ) 


由 初始 条 利加 = ai)， 从 am 出 发 ， 逐 步 计 算得 到 xi，za，…，aNw， 式 (9.2.6] 称 
为 显 式 Fuler 公式 ， 显 式 Euler 公式 是 最 基本 的 计算 公式 。 
姐 果 将 节点 忒 + 处 的 导数 g (和 用 后 据 差 商 代 蔡 : 


2 人 1 一 下 【下 


7 有 


(9.2.7) 
则 类 似 可 得 亿 推 公式 : 
2 一 2 十 下 六 《9.2.8| 
由 于 它 关 于 局 ,1 是 隐 式 形式 ， 所 以 式 (9.2.8) 称 为 隐 式 Euler 公式。 显 式 和 隐 式 Euetr 公 
式 在 计算 zy 时 ， 只 用 到 前 - 步 的 结果 xx ， 可 称 为 单 步 方法 。 
如 音 将 节点 所 外 的 导数 5 二) 用 中 心 关 商 代 荐 : 


os 下 {9.2.9) 
1 二 二 了 【 吕 .2.10) 
在 计算 zy 时， 需要 用 到 前 上 师 步 结果 -1 和 加， 称 为 两 步 医 公式 。 
2， 积 分 近似 方法 
式 《8.2.1) 的 微分 方程 可 写成 du = Fiu)dt 在 区 了 闻 [: 呈 :1 上 积分 ,有 : 
ze + | Acale))dt 【9.2.11) 


土 式 左边 的 定 积分 用 不 同 的 积分 公式 ， 就 可 以 得 到 和 不同 的 递 推 会 式 。 例 如 用 并 年 形 公式 
计算 ， 可 以 得 到 显 式 Euler 公式 (9.2.6); 用 石 矩 形 公 式 计 算 ， 可 以 得 到 隐 式 Euler 公式 
《9.2.8); 用 梯形 公式 计算 ， 则 有 递 推 公式 

We 二 十 ( 天 于) 二 天 下 ay) (9.2.12) 
称 为 梯形 会 不。 

- 般 来 说 ， 隐 式 公 式 的 每 -次 递 推 计 算 都 需要 求解 一 个 非 线 性 方程 ， 虽 然 可 用 和 牧 法 求 

27j 


和 解 ， 但 是 订 算 量 较 大 。 为 了 简化 计算 过 程 ， 可 以 采用 所 户 的 预测 -校正 技术 ， 即 先 用 显 式 从 
去 计算 ， 得 到 一 个 预测 值 作为 隐 式 公式 的 选 代 初 值 ， 然 后 用 隐 式 公式 闪 代 一 次 作为 非 线性 方 
程 的 解 。 鲍 如 梯形 会 式 《9.2.12) 可 先 用 显 式 Euler 公式 预测 ， 再 用 梯形 公式 来 校正 ， 即 


出 一 村 基 十 站 让 有 


下 (9.2.13) 
zk + 一 外 二 + 下 天 11 


式 (9.2.13) 称 为 预测 -校正 公式 或 改进 Buler 公式 ， 也 可 写成 ; 
二 去 [ 瑚 下) 二 FRRAFGRsaD] 【9.2.14) 


3，、Tayler 展开 方法 
将 初 值 问题 《9.2.1) 在 节点 站 :1 处 的 函数 值 z (到 :1) 用 在 节点 太 处 的 一 阶 Taylor 展 
开 式 近 似 表 未 : 
BR 大 + 二 下 人 不》 十 页 【 下 十 个 (JSst 下) 十 Re) (8.2.15) 
同样 可 以 得 到 显 式 Fuer 公式 (9.2.61。 
Fuler 方法 是 常 微分 方程 初 值 问题 数值 解法 中 最 简单 的 一 种 方法 ， 其 精确 度 较 低 ， 但 是 
可 以 对 它 的 三 种 导出 旧式 进行 推广 ， 得 到 更 有 效 的 数值 方法 。 
根据 递 推 式 中 用 到 的 已 计算 出 的 数值 点 个 数 ， 求 解 初 值 问题 的 数值 方法 可 以 分 汶 单 步 法 
和 多 步 法 。 单 步 法 的 -~- 般 形式 可 以 表示 为 : 
3 二 下 十 真 扩 让 2 下] (9.2.16) 
印 单 步 法 只 利用 疡 ， 关 ， 环 就 可 以 计算 如 +1; 如 果 递 推 式 需要 用 由， 可 ak 41 的 线 
人 性 组 全 来 计算 xx, 1， 则 称 为 线性 多 步 法 ， 记 上 户 = 六 ci)， 线 性 多 步 法 可 以 表示 为 ， 


BA 人 arte-i 十 让 BA (9.2.17) 
音 步 法 只 划一 个 初 值 wo 就 可 以 启动 递 推 计算 ; 而 式 (9.2.17) 所 示 的 线性 多 步 法 则 需 
备 =+1 个 初 什 so，z…，xz， 才 能 够 开始 递 推 计 算 。 
根据 递 推 式 的 右 端 昆 再 含有 待 计算 的 中 ,|， 求解 微分 方程 的 数值 方法 可 以 分 为 三 式 广 
法 利 际 式 方 法 。 如 果 石 端 不 会 几 ，，， 则 只 竖 进 行 简单 递 推 计算 就 可 得 到 由 ， 称 为 显 式 方 
法 : 如 果 右 端 也 会 有 让 ,1， 则 必须 解 方程 〈( 组 ) 方 可 确定 ar+1， 称 为 隐 式 方法 。 例 如 公式 
(9.2.6) 属于 显 式 单 步 方 法 ; 公式 (9.2.8) 和 式 (9.2.12) 属于 隐 式 单 步 方法 ， 公 式 
(8.2.10) 属于 显 式 两 步 方 法 。 
为 了 讨论 微分 方程 数值 方法 的 计算 精度 ， 这 里 引 人 和 人 截断 误差 与 收 敏 阶 的 概念 。 
定 久 9.2.1 给 定 一 个 微分 方程 ， 设 zx(r) 是 它 的 精确 解 ，| xs | 避 ， 是 由 单 步 法 得 到 的 
组 数值 解 ， 如 果 xf)= 直 ， 则 称 
Ri1 二 2 下) 中 一 (9.2.18) 
为 单 步 法 的 局 部 截断 误差 。 将 上 式 右 端 各 项 在 六 点 作 泰 勒 展开 ， 就 得 到 局 部 截断 误差 的 具 
体 表达 式 ; 局 部 截断 误差 反映 了 一 次 递 推 计算 产生 的 误差 。 
实际 问题 中 单 步 法 的 递 推 计 算是 从 xu = xztoi 开始 的 ， 不 可 能 出 现 zfza)= 二 的 情况 ， 
四 此 zx+1 的 总 体 误 善 是 由 之 前 计算 误差 的 某 种 累计 利 当前 递 推 误差 之 和 确定 的 ， 称 表 达 式 
e+1 二 让 一 (9 .2.19) 
为 单 步 法 的 总 体 截断 误差 。 对 总 体 截 断 误 差 可 以 估计 如 下 
272 





| 人) 入 
< 民 二 | 丰 ( 人 十 真 站 生生 四 一 让 十 页 站 下 | 
二 民 1TT( 人 二 中)1esl ( 吕 .2.20) 
如 果 给 定单 步 法 的 局 部 截断 误差 为 Ri= OCR )， 则 它 的 总 体 截 断 误 差 的 蠢 为 户 ， 
即 | si|= 吕 (5( 委 )， 所 以 将 该 方法 称 为 户 稚 收 仇 的 。 例 如 : Euler 公式 〈9.2.6) 和 云 
(9.2.8) 的 截断 误 盖 为 口 ( 产 )， 所 以 它们 是 一 航 状 伍 的 ; 而 樟 形 公 怀 9.2.12) 的 截断 误 莽 为 
(六 )， 是 二 阶 收藏 的 。 
为 了 提高 单 步 方法 的 收敛 阶 数 ， 可 以 采用 类 似 于 数值 积分 的 外 推 方法 ， 有 具体 司法 是 : 
设 单 步 法 (9.2.16) 是 户 阶 收 化 的 ， 记 以 站 为 长 所 计算 出 的 近似 解 为 由 (人 t， 而 以 
pzg 为 步 长 所 计算 出 的 近 伺 解 为 aoott)， 则 折 外 推 去 
让) 一 二 
得 到 的 近似 解 训 (ty 至 少 具 月 户 +I 阶 的 收 归 阶 数 。 
例 9.2.1 用 Euler 法 求解 补 全 问题 : 


让 (0 < 去 1]) 


(9.2.21) 


ier0)=1 
解 “” 该 方程 的 精确 解 为 =vw 1+2!。 设 选 代 步 攻 为 疡 ， 则 显 式 Euler 会 式 【1 阶 收 合 ) 为 


之 站 
ErT 二 十 二 由 


其 中 二 二 二。 现 分 别 选择 步 长 CD = 1724， 庆 2) = 1728 进行 计算 ， 然 后 再 采用 外 推 方法 计算 
以 提高 计算 精度 ， 并 与 精确 解 进行 比较 。 

表 9.1 中 第 革 列 表示 将 区 间 [0，1] 进行 16 等 分 后 得 到 的 节点 ， 第 2 列表 永 在 这 些 节 
点 处 解 的 精确 值 ， 第 4 列 和 第 6 列 分 别 是 莫 长 为 产 忆 利 请 人 时 在 节点 处 的 数值 解 ， 显 然 步 长 
ac 时 的 最 大 误差 0.0023 要 小 于 步 长 x 时 的 最 天 误差 0.0344。 第 了 列 是 根据 步 长 总和 
玫 全 时 的 计算 结果 ， 得 到 的 外 推 近似 解 ， 采 用 的 外 推 公式 为 : 

La 一 zf 
RD 

与 精确 解 相 比较 ， 外 推 解 的 最 大 误差 药 为 0.00018， 从 表 中 可 以 看 出 ， 外 推荐 与 精确 解 

的 近似 程度 非常 好 。 








表 9.1 


和 。 本 2 
全 .DG 1 0000 属 J.D0bb 国 全 列国 1.0000 1.0000 
们 .0 之 1.0607 1 1 .0625 和 1 后生 1 OO 








到 一 














0.1250 1.1189 2 1216 1.1180 
0.1875 1.1726 本 1.1726 
32500 12247 | 4 | aat 1.2248 
0.3125 1.2748 5 | 2830 1.27348 

.0.3750 .3229 3 3328 1.3229 
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续 表 




















4 证 挫 ) 
0.4375 1.3693 
0.5000 1.4142 
0.5625 1 45 7 
0.6250 1.5001 

96835 1.5412 

和 .7500 .5812 

.0.8125 1.6203 


0.9375 1.6956 1.7265 240 .6977 1 .6957 

二 、 杨 值 问题 的 Runge- 玫 ntta 方法 

Euler 方法 傈 单 入行， 但 它 的 收 记 阶 数 太 低 。 可 以 利用 Tayler 展开 式 构 造 吉 阶 的 单 步 方 
法 。Tayior 展开 式 实际 上 是 用 zf) 在 站 处 的 各 阶 导数 值 组 合 来 表示 xf 1 ， 所 以 也 属于 
昔 步 法 。Euler 公式 可 以 看 成 是 出 一 阶 Taylor 展开 式 得 到 的 ， 应 用 高 阶 Tayicr 展开 式 就 可 以 
得 到 高 阶 单 步 法 。 例 邵 : 将 tai) 在 所 处 作 4 防 Tayler 展 开 : 


之 
人 (有 = 让 二 ?二 有人 本) 十 生 这 () (OCR (9.2.22) 


由 于 xfi) 鲍 足 祯 分 方程 ， 因 此 它 的 各 阶 导数 att) 可 以 双 过 函数 Fat 对齐 行 
j -1 次 复合 求 导 获得 。 将 式 (9.2.22) 中 的 作 项 口 (有 2”) 舍 去 ， 就 得 到 9 阶 单 步 方法 。 

当 3422 时 素 及 复合 图 数 六 t 丰 zt 人 的 高 阶 全 导数 运算 ， 计 算 量 较 大 ， 因 此 高 阴 Taylcr 
展 井 方法 在 实际 中 难以 应 用 

Taylor 展开 式 琢 明 ， 用 图 数 在 一 个 点 上 的 各 阶 导数 值 可 以 近似 表示 它 在 邻近 另 一 个 点 上 
的 困 数 值 ; 数值 逢 分 公式 表明 ， 表 数 在 一 个 点 上 的 各 阶 导 数值 ， 可 以 用 邻近 一 些 点 上 的 函数 
值 近似 表示 。Runge- 天 utta 方法 ， 简 称 RK 方法 ， 基 于 后 一 种 思路 、 用 Fit,aft) 在 一 些 特 
冻 点 上 冰 数 值 的 线性 组 台 来 表示 Tayler 展开 式 中 的 各 阶 导 数 人 以。 

六 级 RK 方 法 的 一 般 形式 为 ; 





2 二 疡 >， ci (9.2,23) 
其 中 ， 
[下 


一 外 
天 ; = j 瑟 二 eu 十 下 区)， .3 
上 上 字 > 计 1 (9.2.24) 


本 
UL22e 1 > Po 


将 近似 公式 和 ju(z 在 忆 处 的 Taylor 展开 陈 相 比 较 ， 确 定 系 数 ， 使 近似 公式 具有 尽 
可 能 向 的 收 敏 阶 数 。 如 果 式 (9.2.23) 和 式 (9.2,.24) 的 局 部 截断 误差 尺 ,= Of 了 + 则 
称 式 (9.2.23) 为 的 级 户 阶 的 RK 方 法 。 
下 面 友 接 给 出 一 些 常用 的 Runge- 攻 utta 公式 。 
2 级 2 防 RK 公 式 : 
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中 取 1 三 由 ,co 三 ,ay 二 避 a1 一 1x2 , 则 


oa (9.2.25) 
也 称 为 修正 Euler 方法， 或 中 点 沪 ; 
避 取 说 =c==12， 人 2 一 户 31 二 了， 出 
= 吉 二 冯 [所 下 天 ?+ 扰 下 二 天 ,天 十 有 Casa 《得 .2 26) 
吕 为 前 面 的 预测 -校正 公式 ， 也 称 为 改进 Euler 方法 。 
4 级 4 阶 RK 公 式 ; 
加 1 (Ri 十 2 天 2 十 2K3 二 下 4) (9.2.27) 
其 中 : 
玉 ; 三 六 丰 at 


磊 上 
K2= 几 + 主人 | 





(9.2.28】 
Ko /全 二 二 
开 2= 扩 不 土 帮 :zt 十 下 下 3 
式 【9.2.27) 和 式 (9.2.28) 是 最 黄 名 、 最 常用 的 ， 称 为 标准 或 经 典 ) RK 公式 。 其 
他 常见 的 4 级 4 阶 RK 公 式 还 有 开 utta 公式 、GiT 会 式 等 。 
由 于 4 级 以 下 RK 公式 的 收 筑 阶 数 与 级 数 是 一 样 的 ,而 4 级 以 上 RK 公式 的 收 徊 阶 数 小 
于 级 数 ， 所 以 实际 计算 中 大 狗 采 用 4 级 习 区 公式 。 
则 寻 需 要 指出 的 是 ，RK 公式 的 推导 是 基于 Tayior 展开 的 方法 ， 它 要 求 徽 丛 方程 的 解 具 
有 足够 好 的 光滑 性 。 如 果 解 函数 不 存在 四 阶 连 续 导 数 ， 那 么 采用 改进 Euler 公式 可 能 比 4 级 
公式 的 实际 精度 更 高 。 
例 9.2.2 用 有 RK 方 法 求解 例 8.2.1 的 初 值 问题 ， 取 产 二 1 
解 ”选择 2 级 2 阶 RK 人 公式 (9.2.26) 和 4 级 4 阶 经 典 RK 公式 (9.2.27)， 分 出 将 计 
算 缚 果 记 为 zz 和 加 4， 它 们 与 精确 解 的 比较 见 表 9-2。 


表 少 世 


55 王 也 本 末 下 2 02 | 5 Te ra 1 


2 级 2 阶 RK 公 式 (9.2.26) 的 得 到 的 数值 解 在 第 4 列 ， 它 与 精确 解 的 最 大 误差 药 为 
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0.0023;， 4 级 4 阶 RK 会 式 19.2.27) 的 得 到 的 数值 解 在 第 $S 列 ， 它 与 精确 解 的 最 大 误 关 芍 
为 8.3599e-007。 显 然 4 组 4 阶 RKE 会 式 的 计算 精 虚 相 当 好 。 

如 果 允 显 式 RE 公式 的 式 (19.2.24) 格 如 改变 ， 使 至少 一 个 形式 的 在 靖 会 琴 ;， 
K ，…， 疏 ,中 的 因子 ， 得 蚀 的 RK 公式 称 为 隐 式 RE 公式 。 与 显 式 合式 相 比 ， 同 样 级 数 
的 隐 臣 公式 有 具有 比 显 式 公式 更 高 的 收敛 阶 数 ; 同时 隐 式 公式 其 有 较 好 的 数值 稳定 性 。 

晨 简 单 的 隐 式 公式 是 1 级 2 阶 隐 式 RRK 会 式 


ME 二 十 王政 1 
| 【日 .2 .2 
计 以 用 寻 代 法 求解 非 绕 性 方程 得 到 开 ;。 

如 果 要 求 出 微分 方程 满足 -证 精 度 要 求 的 数值 解 ,可 以 根据 所 用 方法 的 收 伍 阶 数 ,采用 严 
sx 折 半 的 外 推 芽 本 ;也 可 以 来 用 变 步 长 或 目 适 应 的 RK 公式 ,得 到 更 丙 精度 的 解 ， 具 恒 计 算 过 
程 清 参 看 有 关 文 献 。 

彼 分 方程 的 数 恒 方法 是 省 可 行 ,一 方面 要 看 其 数 俩 解 凤 是 将 收 伍 于 点 方程 的 精确 解 
ai)5 用 方面 时 考虑 计算 过 程 中 的 合 人 识 善 能 否 得 到 有 效 的 控制 。 前 省 是 方法 的 收 和 伍 任 问 
题 ， 后 者 中 方 法 的 数值 简 定 性 问题 ， 一 个 不 收 化 或 者 不 稳定 的 数值 方法 是 没有 实用 价值 的 。 

关于 显 式 单 步 法 的 收 伍 人 性， 有 如 下 定理 。 

定理 9.2.2 设 对 于 微分 方程 初 值 问 题 ， 有 一 个 p 阶 收 敏 的 显 式 单 步 沙 : 


BR+1 二 直人 十 下 的 (日 .了 .30) 
在 琢 数 Pt 下) 在 变量 上 和 产 的 取 值 范 南 内 关于 4 满足 Lipschitz 条 件 ， 即 存在 工 >0， 使: 
| 区 (人 下) 一 信人 ,下 让 | 委 工 | 本 光 | (9.2.31 ) 
则 当 韦 值 精确 时 ， 该 数值 方 法 收 筑 ， 且 其 总 体 蕉 断 误 甘 ; 
e+ 二 2 二) (9.2.32] 


定 必 9.2.2 设 基 数值 方法 在 节点 睛 处 数值 解 为 加 (理论 利 )， 实 际 计算 萌 为 到 ， 则 称 
益 但 训 = 大 一 下 为 闻 癌 丰 处 数值 解 的 扰动 (误差 ) 如 果 该 误差 在 以 后 的 计算 中 不 再 扩散 ， 即 ， 
1 人 | 二， =1)2,… 《9.2,33) 
则 称 该 方法 是 冶 对 稳定 的 。 
下 面 就 简单 而 有 代表 性 的 试验 方程 (9.2.34)， 讨 论 各 种 数值 方法 的 绝对 稳定 性 。 


4 二 ME 【《A 二 人) (号 .2 .34 | 
山 显 式 Fuier 方法 的 绝对 稳定 区 域 。 显 式 Euler 公式 的 递 推 公式 为 ， 
2 一 (十 (2 .351) 
出 于 理论 什 和 实际 值 运 均 满 足 该 递 推 臣 ， 所 以 误 凑 传播 方程 为 : 
人 = (ET RS (9.2.36) 


信 开 (=1T+4i 放 ， 当 | 五 (As 时 ， 即 -2 过 丰 扫 0 时， 显 式 Euler 方法 是 绝对 稳定 的 。 
号 阴 式 Euler 方法 的 绝对 稳定 反 域 。 隐 式 Euter 公式 关于 方程 (9.2.34) 的 递 排 公式 为 ， 


51 一) { 虽 .2 .37) 
与 表面 相同 理 册 ， 得 到 误 益 传播 谨 程 为 : 
且 1 二 全 ALE 一 0) { 号 .2 .38) 


令 下 (MRI=T1ZL- 入)， 对 和 任 向 步 长 六， 都 有 | 五 (1 委 1， 所 以 隐 式 Euler 六 法 是 绝对 稳 完 
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方法 。 

加 显 式 RK 方法 的 绝对 稳定 区 域 。 对 于 g 阶 RK 方法 ， 其 误差 传播 方程 的 卫 ( 伟 ) 为 : 
CA 

| 1 
特别 地 ，4 阶 显 式 RK 方法 的 绝对 稳定 区 间 为 - 2 <<0。 

类 介 的 讨论 可 以 得 到 如 下 结论 : 入 形 方 法 【 隐 式 ) 和 隐 式 RKE 方法 都 是 绝对 稳定 的 方法 。 

对 于 一 般 的 微分 方程 zw = f(4，u)， 令 = 于 ,将 微分 方程 近似 化 为 ur = hu + g( 旨 )， 
同样 可 以 讨论 数值 方法 的 稳定 性 。 

例 9.2.3 讨论 用 经 由 RK 方法 求解 下 面 官 值 问题 的 称 定 上 性 ， 步 长 分 别 取 荆 和 1732。 

= -248 (0< 过]) 
2 人) 三 1 

解 ”该 微分 方程 的 精确 解 为 zft)=e  :， 用 步 长 有 =18 和 疡 =1732 分 别 进行 计算 ， 
得 到 数值 解 的 相对 误差 值 负 表 9-3。 由 于 经 典 RK 方法 的 绝对 稳定 区 间 是 - 2.785 反 入 妆 0， 
本 题 的 1= -24， 即 只 有 在 步 长 天 丢 0.136 时 才 是 绝对 稳定 的 。 从 表 中 可 以 看 出 ， 妆 步 长 
hi=0.125 时 ， 经 典 RK 方 法 的 计算 结果 是 不 稳 乍 的 ， 随 着 递 推 过 程 的 进行 ， 相 对 误差 不 断 
增 大 ; 而 步 长 Ah =0.0312S 时 ， 经 典 RK 方法 是 绝对 稳定 的 。 

表 9 3 


严 1 下 二 二 二 2 一 (9 .2.39) 









中 = 二 “2 
































相对 误 益 
0 0 
站 ,125 1.49e 一 反 2 
250 3.01a- 02 
0.375 1.23e 二 04 4.55e-02 
8.500 6.14e 一 06 6.1le-02 
5 3.06e -07 上 6le+07 和 7.70e 一 02 
50 44e+ 人 个 9,3lc 一 02 
35 7.58e- 10 23e+ 要 1.09e-01 
1.000 3.78e-11 1.26e 一 01 
三 、 线 性 多 步 法 
除了 单 步 太 法 ， 还 可 以 利用 线性 步 法 求解 微分 方程 初 值 问题 
[= 扩 二 和)， 丰 宝安: 四 
: 《5.2.d401) 


1 = aa 

线性 和 多 步 法 的 轧 户 征 : 生 (9.2. 和 4) 了 时， 利用 忆 计算 出 的 数 伍 解 xn， 

zi 和 方程 右 刀 数 值 方 ， …， 思 的 线性 组 合 来 确定 下 一 个 数值 解 如 441， 并 具 
有 一 定 的 收 策 阶 数 。 线 性 案 东 法 的 一 | 


zw 一 eu- 和 (9.2.41) 

式 (9.2.41) 称 为 +] 步 线性 多 步 法 。 如 条 有 0 则 称 为 吕 式 线性 密 步 法 ; 理 则 称 

为 隐 式 线性 多 此 法 。 可 以 用 两 种 方法 推导 线性 多 步 法 的 递 推 会 式 ， 一 是 采用 基于 多 项 式 岳 值 

的 数值 积分 方法 ; 二 是 利用 Tayior 展开 式 宾 定 组 合 系数 的 待定 系数 法 。 这 里 直接 给 出 丙种 
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显 式 线性 多 步 法 公式 。 
4 步 4 阶 显 式 Adams 公式 及 其 局 部 截断 误差 公式 为 : 
= 风 + 站 (55 良 -59 所 -+37 大 -2 一 9 太 -) 


Ri 1 一 信人 8) 


4 此 4 阶 Milne 公式 及 其 局 部 截断 误差 公式 为 ， 
2 1 (2 及 一 捧 -1+2 六 -让 


1 区 
Re ti 一 从 AS5ux3(E) 


[日 .2.42) 


(9.2.43) 


【9.2 .44) 


(9.2.45) 


用 数值 积分 的 观点 来 看 ， 式 9.2.42) 和 式 (9.2.44)》 实际 上 是 外 插值 方法 ， 即 用 
扩 ，， 户 -3 计 算 定 积分 | ”7A(e,u(D) de 如 果 改 用 内 插值 方 活 ， 即 用 六 ,|，…， 太 . : 计 


算 定 积分 | ”7F(z，z (2)) dr, 应 该 具有 更 高 的 精度 。 于 是 得 到 两 种 隐 式 线性 多 步 法 公式 。 


3 步 4 阶 隐 式 Adams 公式 及 其 局 部 规 断 误 善 公式 为 : 
于 二 生 (9 护 :: 十 ] 户 一 SA 十 兵 2 


二 123) 5 15) 
350 站 下 


3 此 4 人 阶 Hamming 公式 及 其 局 部 截断 误差 公式 为 : 





有 RE+1 一 


1 3 广 
HE 一 训 《9 本 和 二 全 12 一 姑 - 1 


民 k 1 二 (6) 


(9.2.46) 


(9.2.47) 


《9 ,2.48) 


(9.2.49) 


求解 微分 方程 的 数值 方法 ， 无 论 单 步 方法 ， 还 是 线性 多 步 法 ， 隐 式 递 推 公式 的 数值 稳定 
竹 均 优 于 显 式 着 推 公 却 。 但 是 隐 式 公式 可 能 需要 求解 非 线 任 方程 ， 这 就 为 它 的 实际 应 用 带 来 
一 定 的 困难 。 为 了 简化 隐 式 递 排 公 式 的 计算 ， 可 以 美 似 于 改进 Euler 公式 ， 采 用 预测 -校正 技 
本 ， 苑 先 用 显 式 公式 计算 获得 预测 值 ， 再 用 隐 式 公式 选 代 一 次 ， 得 到 校正 值 作为 数值 解 。 预 
测 -校正 技术 不 仅 可 以 使 隐 式 计算 显 式 化 ， 同 时 也 可 以 确保 计算 的 精度 。 如 果 结 合 外 推 修正 


的 方法 ,还 可 以 进一步 提高 算 落 的 精度 。 
下 三 给 出 两 个 采用 外 推 修正 的 预测 -校正 线性 多 步 法 公式 。 
由 修正 Hamming 公式 ”用 Miline 公式 预测 ， 用 Hamming 公式 校正 。 


， 卢 

顶 测 ， 2 
- 间 ]112，。 
修 让 : HT 一 
1 3 
校正 ， KE+1 一 《9ak -22 
和 
修正 : iT 
马 导 正 Adams 公式 用 显 式 Adams 公式 预测 ， 用 隐 式 Adams 和 公式 校正 。 


预测 大 = ws-3+ 区 (55 记 -59 扩 -1+37 态 -一 9 庆 3 
二 


[9.2 .950) 
[9.2.51) 
9.2.52) 


(号 ,2.53) 


(9.2.54) 


了 1 


修正 : 2 (号 ,2.55) 
校正 ; (9FCsiatD+19 访 -51+ 志 -5 [9.2.561 
修正 : Wi 【 乌 .,2.57) 


上 面 两 个 修正 的 预测 -校正 公式 的 局 部 截断 误差 约 为 口 ( 产 )， 比 原来 的 公式 有 所 提高 ; 
计算 初 值 zs，…，as 可 以 由 4 阶 RK 公式 确定 ; 计算 4 时 ， 取 三 = 村 。 它 们 的 绝对 稳定 
区 闻 分 别 为 : 修正 Hamming 公式 -0.69< 近 入 袜 00， 村 正 Adams 公式 一 0.75 近 :is 扫 0。 

例 9.2.4 分 别 用 经 典 RK 公式 、Milne 公式 和 修正 Hamming 公式 求解 微分 方程 : 


了 三 一 +e 


ft = 


解 ”该 微分 方程 的 精确 解 为 y(z)=e zz+z-1-e  ， 取 步 长 严 =0.2， 在 区 间 [1,4] 上 
分 别 用 经 典 RK 公式 、Milne 公式 和 修正 Hamming 公式 求解 ， 并 与 精确 解 比较 ， 其 误 盖 见 
表 9-4。 

表 中 Milne 方法 和 修正 Hamming 方法 的 前 4 行 采 用 的 是 Runge-Kutta 法 的 计算 数据 ， 所 
以 它们 的 误 关 是 相同 的 。 晶 然 Runge-Kutta 法 和 Milne 方法 都 是 4 阶 精 度 的 方法 ， 但 是 前 者 
的 计算 效果 显著 优 于 后 者 ;同时 每 前 进 -: 步 ，Runge-Kutta 法 需要 计算 4 次 微分 方程 的 石 晴 
函数 ， 而 Miine 方法 只 要 计算 1 次， 即 后 者 的 计算 量 较 少 。 修 正 Hamming 方法 的 误 善 小 于 
Runge-Kutta 法 ， 它 每 前 进一步 也 只 计算 2 次 微分 方程 的 右 疹 函数 。 


表 9.4 


2 Runge- 久 utta 误 瘟 Miilne 误差 烽 正 Hamming 误 莽 
1 .站 0 0 必 












到 -1 
1 .4 1.5$5e 一 Do06 
| 和 ~1.9le 一 006 
1 站 -aa .36c 一 005 一 >.60e -1007 
之 ， -8.27e-006 -6.18e 007 
之 .这 .号 十 之 旺 3 了 -10c 一 心 Do 一 了 .73SE 一 人 07 加 
5 TD 0 TO 


30603941 一 .8 一 405 -1.24e 一 006 


.492306 1.44e 一 003 一 1.22e- UNU6 
, 旺 吕 二 9 站 一 斗 . 有 号 一 405 -1.16e-005 


一 


.全 7 人 必 了 中 4 ,30 一 0035 一 1.06e 一 006 
,用 看 导电 了 总 一 全. 凡 届 ee 一 全 0 一 与 .57 一 007 
上 .4 一 昨日 3 一 站.7e 一 0DGB7 


一 吕 , 8 一 人 7 -1.S08e- 004 一 了 .Se 一 007 

二 .总 中 一 砷 站 千 一 自 ,99 生 一 站 全 了 
另外 从 表 中 可 以 看 出 ， 随 着 递 推 的 进行 ，Milne 方法 的 误 善 不断 扩 天 ， 是 不 稳定 的 方 
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法 ; 而 修 下 Hamming 方法 和 Runge-Kutta 车 的 识 兰 在 遂 推 划一 征程 度 后 井 始 减少 ， 是 稳定 
的 大 法 。 

办、 刚性 微分 方程 组 

在 化 学 反应 、 电 子 网 络 和 自动 控制 等 领域 中 ， 稼 币 会 遇 和 所 谓 的 刚性 微分 方程 组 问题 ， 
通过 下 面 的 实例 引入 了 财 性 徽 分 方程 组 的 概 写 。 

例 9.2.5$ 设 某 化 学 反应 方程 为 ， 

1 一 一 20n005 +999.757 +1000.25 
| 一 赵 ”” 和 
(00 mtO)= 一 2 
微分 方程 组 的 系数 算 阵 ， 4 -| |， 不 蕉 求 出 它 的 特征 信 分 别 为 ll= -0.5 和 
= 一 2000.$; 采用 第 二 章 中 介绍 的 方法 ， 得 到 它 的 精确 解 
t = -499875e 95 二 0.49987Se 23200054 十 ] 
| 

结 征 分 折 : 显然 六 ce 了 时， 稳 态 解 呈 0) 一 1 of) >]。 

将 和 解 中 的 e :和 称 为 快 变 分 量 ， 当 ss0.005 s 时 ， 访 分量 近似 为 0; 将 e "5 称 为 慢 
变 分 量 ， 当 !ss20s 时 ， 该 分 量 方 近 做 为 0， 这 表明 解 的 分 量变 化 的 速度 相差 很 大 ， 该 微分 
方程 组 称 为 刚性 微分 方程 组 。 

如 果 用 4 阶 有 KK 方法 求解 ， 它 的 绝对 稳定 区 间 必 须 满足 -2.78 扫 对 所 0， 由 快 变 分 量 计 
算 步 长 关 一 2.787a<0.00138; 另 一 方面 慢 变 分 昌 达 到 稳 态 解 需 要 的 时 间 长 度 约 为 上 = 20 s， 
计算 步 数 a=20 和 si14493 步 ， 计 算 基 将 足 非 常 捅 大 的 。 

由 上 春 的 分 析 可 网， 负数 但 六 法 求解 刚性 微分 方程 组 时 ， 递 推 公式 的 步 长 是 出 快 恋 分 莉 
次 下 的 ， 而 递 推 计 算 的 识 数 则 是 由 慢 变 分 虽 和 各 步 长 共 同 确定 的 ， 需 要 用 很 小 的 步 长 来 计算 很 
长 的 区 间 -。 虽然 从 理论 上 说 ， 快 变 分量 很 快 趋 于 1 和， 影响 范围 很 小 ; 但 旦 在 数值 方法 中 ， 快 
变 分 量 的 存在 为 求解 带 来 了 很 大 的 困难 . 一 - 般 地 ， 将 刚性 微分 方程 组 定义 为 ; 

定 久 9.2.3 考虑 遇 系 煞 线 性 微分 方程 弓 

唱和 





0 (9.2.58】 
如 果 系 数 算 阵 4 的 特征 值 ah ,1 满足 Re(a <0 1i=1，…， zy》， 旧 
naax| Ret Ai 
TDIRECRLII 全 1 (9.2.59) 


则 称 方程 组 (9.2.58) 为 刚性 微分 方程 组 ; 称 * 为 刚性 比 。 一 般 刚性 比 >10， 就 可 以 认为 
微分 方程 组 是 刚性 的 ， 

求解 刚性 微分 方程 组 的 数值 方法 也 分 为 高 阶 单 东 法 和 线性 多 步 法 。 

存 融 阶 单 汞 法 中 ， 如 果 采 用 亚 式 REK 方法 求解 ， 只 夏 很 小 的 计算 步 长 ， 才 能 落 在 绝对 
福 定 的 区 间 中 。 与 显 式 REK 方法 不 同 ， 隐 式 RK 方法 是 绝 疗 稳定 的 方法 ， 它 对 于 步 长 选取 没 
有 任何 的 限制 ， 特 别 是 低 阶 隐 式 RK 方法 ， 在 数值 上 县 有 高 稳定 性 ， 步 长 较 大 时 也 可 以 得 到 
平稳 的 结果 。 

隐 式 RE 方法 的 缺点 是 计算 量 很 大 ， 睫 其 是 对 非 线性 的 刚性 微分 方程 组 ， 每 次 递 推 都 需 
本 求解 一 个 非 线性 方程 组 问题 。 所 以 实际 计算 时 ， 在 刚性 阶段 ; 采用 较 太 的 步 长 ， 使 用 只有 
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高 稳定 的 低 阶 隐 式 RK 方法 来 递 推 计算 ， 根 据 第 四 章 的 选 代 方 法 求解 由 递 推 公式 的 方程 组 ; 在 
非 刚性 阶段 ; 采用 小 步 长 的 显 式 RE 方法 ， 昌 然 递 锥 的 次 数 较 多 ， 但 是 计算 比 隐 趟 方法 简单 。 
隐 了 式 线性 多 此 法 中 的 Gear 胡 法 稳定 性 好 ， 适 于 求解 刚性 微分 方程 组 问题 ,大 步 Gear 方 


足 开 
oa (9 .2.60) 
一 耻 


其 中 及 和 0， 选 择 适 当 的 参数 值 , 下 步 Gear 方 法 可 册 是 阶 收 化 的 。 下 面 给 出 上 =2,3 时 的 
fear 公式 。 


2 阶 Gear 公式 : = 计 (4ys 一 功 +287s3) (9.2.61 ) 


3 阶 Gear 公式 : ysa= (183+2 一 93n+1 士 23 十 日 才 六 :3 (9.2.621) 
在 求解 式 (9.2.61) 和 式 {9.2.62) 确定 的 方程 组 时 ， 一 般 采 用 Newten 和 迭代， 具体 的 
计算 过 程 ， 可 参见 有 交 文 献 。 
五 、 徽 分 代数 方程 组 
微分 代数 方程 组 《Differential Algehbraic Equations) DAFs 古 毅 撤 分 方程 组 【DOdinary Tif- 
ferential Equations) 和 代数 方程 组 偶 人 台 组 成 。N 个 方程 组 成 的 DAEs 可 表示 为 : 
下 ty :dyxdt) 三 人 和， 丰 近 下 福 :trnal 
yto) 三 3 【9.2.63) 
其 中 有 些 方程 不 售 dyydi ， 这 样 下 面 的 导数 矩阵 是 奇异 的 : 
= [ 25 ] 
吕 部 
DAFs 是 根据 指标 《IJndex)j 来 分 类 的 。 指 标 是 指 将 系统 方程 对 微分 变量 进行 微分 ， 转 化 
为 着 微分 方程 组 《Odinary Dilferenlial 玉 quations) 的 最 小 次 数 ， 这 样 DODEs 具有 零 指 标 。 
DAEs 同 ODEs 有 相同 之 处 ,也 有 不 同上 所， 下 便 可 说 明 些 问题 。 


31 三 32， 好 三 33， 划 二 关 () (号 .2.64) 
如 对 代数 方程 进行 三 次 微分 和 代数 运算 ， 有 下 面 的 ODEs， 
久 三 时) 三 攻 人 (， 姑 三 在 (9.2.65] 


妇 果 g 是 两 次 连续 可 微 的 ， 且 对 于 初始 条 件 有 [yt 三 昌 (10) 3 to) 一 区 (tn)， 
stto)=g zio)j， 那么 本 例 的 解 是 : 


3 二 号 二 有 (， 3 二 上 【《) (9.2.66) 
如 果 连 续 条 件 或 初始 条 件 丰 满足 ， 本 例 就 有 可 能 根本 无 解 。 这 例 说 明了 在 某 些 情况 于 ， 
DAFs 同 ODEs 类 亿 ， 用 初始 一 教 性 条 忻 的 问题 很 重要 。DAEFs 的 初始 一 致 条 件 问 题 较 复杂 ， 
其 有 区 理 论 可 见 专 述 ， 这 里 提 及 的 目的 在 于 求解 问题 时 要 充分 注意 初始 一 致 性 条 件 。 
下 面 用 描述 单 摆 的 此 微分 方程 组 来 洲 明 DAEFs 的 基本 特点 。 由 一 质点 和 非 弹性 、 死 质 
量 、 长 庶 为 工 的 杆 组 成 单 押 ， 描 述 它 运动 轨迹 的 钟 微分 方程 组 为 : 


一 《9.2.67) 
= 一 和 一 吉 (9.2.68) 
二 二 开 (9.2.69) 


这 里 g 是 重 方 常数，(xz，y) 表示 摆 的 位 置 ，14 是 Lagrange 和 匀 子 。 初 始 位 置 可 在 圆 冰 
2 和 


任意 点 上 ， 但 初始 速度 需 同 微分 的 约束 一 致 。 表 示 杆 张力 的 Lagrange 磁 子 应 从 实际 或 通过 
约束 的 微分 得 到 ， 李 问题 是 指标 为 3 的 DAEs， 
如 对 代数 式 49.2.69) 进行 一 次 和 二 次 求 时 间 的 导数 ， 朋 : 
2 +2w = (9.2.70) 
2 一 2 一 By)= 昌 (9.2.71 
方 称 尼 (9.2.67) 利 方程 式 (9.2.68) 分 别 与 方程 式 (9.2.69)、 方 程式 (9.2.70)、 方 程式 
(5.2.71) 组 成 指标 为 3,2;,1 的 DALs 问题 。 
六 、 微 分 代数 方程 组 求解 程序 BESIRKK 
贞 本 三 者 耐 的 分 绍 可 知 ， 微 分 方程 星 式 方法 有 砂 长 的 问题 ， 步 长 过 大 ， 会 影响 到 解法 的 
稳定 性 ; 而 隐 式 方法 虽 是 称 和 是 的 ， 但 求解 过 程 中 需 进 行 和 迭代， 计算 代价 大 。 此 外 还 丰 在 求解 
徽 分 方程 组 时 需 考 感 的 刚性 问题 等 。 在 科学 和 工程 的 实际 应 用 问题 中 ， 则 会 大量 遇 到 徽 分 代 
数 方 程 组 的 求解 ， 而 且 微 分 方 称 组 的 初 值 问题 也 是 微分 代数 方程 组 捐 标 为 雷 的 特例 ， 因 此 有 
较 好 适用 性 的 微分 代数 方程 组 求解 程序 是 解决 实际 问题 的 关键 。 
这 里 介绍 半 隐 起 Runge-Kutta 法 及 其 FORTRAN 程序 ， 程 序 名 称 为 BESIR 和 。 该 程序 具 
月 较 强 的 通用 性 ， 可 以 处 理 微 分 代数 方程 组 ， 白 然 包含 微分 方程 组 的 初 值 问题 可 以 处 理 -- 
般 的 刚性 问题 ， 无 需 进 行 方程 的 刚性 判断 ; 采用 Bulirsch-Stoer 外 推 方法 ， 县 有 些 长 的 目 动 
选择 切 能 ， 下 面 先 用 MAPLE 推导 半 隐 式 Runge-Kutta 法 ， 既 了 辞 方 法 ， 又 可 充分 人 会 
MAPLT 软件 的 鳃 能 与 作用 。 
Testatt 
>interfaee(jlabeiling=falsey); 
>Tread ciymablexutilszyutils .mrpl ; 
>read cyvimnapleznumericszintegyfddift mpl ， 
三 阶 SIRK 由 下 式 表 示 ， 
心 号 JRK: 一 ytt+bh)=yfty+SsumR Li 关 kli]i=1， 31， SIRK; 
YE 十 站 (十 天 1 二 十 要 2 大 十 及 3 
其 丰 孙 数 用 下 面 符 号 表示 : 
>alias(A=DINOytt SB 一 DODIDDCCO0) CC=PODODCD CC yy， 
4=DODOCD) SAD OCTCODC=(DGDCPOyCiD)) 
>kl:=kLI=hx#f 人 一 昌 关 3 基 仙 ATC- 人 关 fwfryy :KELi 
一 红 Y 
1 
六 kK2: 一 K[2]= 有 尖 (1 一 关 基 册 ) 人 1 关 玫 yft)+bf2]x<&T11):k2; 
ATCy( 十 Ba) 
2 1 一 严 e 册 
>g3: 7K3 = BaseA tlDs(b[31]*#kI+bl32|<k[2]):k3， 
6 
Ra 
其 中 开 : 下， 只 p3s0asd 和 Pa 直 符 定常 数 。 
在 确定 常数 时 ,首先 将 分 母 用 级 数 展 开 , 取 前 四 项 ， 
> 计 : 一 Taylor((1 一 a#hxA) (一 1),h,4y311i 
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] 
一 下 可 有 





=] TAReATGAR 二 全 山下 
到 表示 刘 下 : 

>>k11:=subs(tL,kl): 

人 >k1il:=expand(k11) 3: 11; 

有 | 一 页 于 YE) 十 瑞 <Yft) Ja 有 十 站" A< 十 页 4 于 ft) es 
同样 得 到 。 和 有 3 的 表达 式 : 

妆 > 雪 :三 Taylor( 攻 yt 十 X) , 文 , 二 ) : 

> 雪 : =sSubsfx 一 blL2]1 .37 :13 


f(9( 丰 十 反 丰 ) = 大 y(z)) Aba 有 十 广 BN3 二 CO8 


6 
人 > 村 ; =SUbstt3,K2)， 
>t4; =subs(|kli tl td4) 
> 二: = expandtt41) 
>4:=collect(td [htttyy ABC]): 
>k22:=KL2]=choeppoly(rhs(t4y hh,4):k221 


了 
+ [CO3(CYC4)D3+Bb3(y(0))2a4 + (a3+3628243f(y()) 和 
>>K33: = Subst |tl EL] ,x22| ,3S) : 
>k3: = eollect( 六 ,hb ABC IC ): 
>t6:=KL3] = choppoly(rhstk3],h,4): 163 
天 3 一 【《 诈 3 十 十 32) 红 守 7 下 十 31@ 十 六 33( 囊 2 二 区) 十 全 [ 百 31 十 入 32) 下) 下 


所 =Rftytt)+(5+a)Afy(tR2+1 By(t))2+(252Ta2)A2CCED] ) 


十 [ 训 本 1 十 下 3 人 2 六 5 全 十 cz 十 区 召 3 让 十 吾 35f 百 3 十 如) 十 习 2 而 十 有 fy) 
十 言 bszB63(y(D)7j 生 十 | ( 盏 3f 十 352c-) 十 下 已 
十 区 (3jG 十 坟 32(267G 十 q)) 十 Q (DalaQ 十 百 3af 本 十 妈 )) 二 aifBsl+B3z)fyft) DA3 
二 2253 了 bb3fYCE) aa 二 各 baCB8(g(CD 入 入 

>>subs( | ElLL,k22,kK33| ,SIRK) ; 

Dexpand[ %): 

eollect (用 ,hbh,A,BICtt)y jy 

闻 :二 YLtThbh)=choppolytrhst 物 ) ,和 3:t7 

YE 十 由 ) 二 了 二 《及 3631 十 下 1 十 民 3632 十 肛 z CCt) 下 
十 【 恨 古 - 昌 3 十 写 恨 3 而 3 如 十 发 3 硬 3 十 开 1 十 民 : 如 士 2 丽 ; 丰 区) 下 WE 


士 (3Rapaa 十 慌 1e2“ 十 导 展 337 吾 5 十 之 中 3 而， 十 弛 下 3 而 sc8。 十 Racfwte) 和 
十 [ 计 本 + 六 Rb3 妇 jy 人 2B 
十 (4 慌 3 631G” 十 自 民 。 志 3 十 3 下 2， 放 3 十 号 下 3 各 3 总: 十 民 | es 十 下 和》 


了 和 


3 
2 

下 一 此 直接 将 vfz + 天 ) 用 Tavior 缓 数 展 井 ， 
放 ;一 本 aylorftyft+hl hs ti 


Ra253a |]fy(t))2BA+ 和 RaCO3+ 下 RabCe3 jiy(97]A 


十 2 民 3 太 3 训 2e 十 6 


yf 十 下 ?一 Yyf)+TDOv)C ED + 六 (DC 人 DR + 工 (CD2)()(DA+ 翅 (DG 


提 
将 此 转化 为 微分 表示 ， 
闻 :一 Subsf |seqf (DTD 人 全 全 yt = 由 fykttysedtt,i=1. .和 门 ) jj=1. .St 刘 ):s2， 


引 呆 3 1 1 8 
YY(O1 读 9CDj+ 二 30) 本 (ay()jaa+ 直 [ov(] 天 


折 避 2 二 
所 要 求解 的 前 四 阶 常 微分 方程 是 : 
社 可 :三 出 直人 yttysty fyttyysdl， 
yC)= fy(D) 
关 由 f 丰 QT ,1 ， 


可 


2yCOD=A[( 守 y() 





>>0d2:=Suabsfdl ,多 ,Mghry:d2， 
2r(D= At(y() 
盖 (和 :=Subsfdl ,diffd2,ty,righty:d3， 
5y( 人 = BIGy(tD)24 A2fCg(D) 
盖 电 :=Suophsktdl, dtd3, trighty yddi 
2 人 CC 人 和 二 4 和 YC) AAA3CYCE 
ssSubstidl,d2,q3,cdd4i ,s2)，S3; 
yt 一 yi) 十 下 ffr) +AfCy(D) 和 2 十 (Bf(y(t))2+ As2KCy(DD))83 


rrCCiy(0)34+4Bf(y(r))24 + Asf(y(t))) 

通过 比较 y(i+ 无 ) 两 种 的 级 数 表达 式 ， 使 天 F， 4AF，FsA2 了 和 Ah3BP 系 数 相等 ， 有 : 
盖 el COEFFIrhsft) 三 ths(s3) ,he [fyfrt)) :eli 

共 3531 二 下 1 十 办 下 本 

sa:=COEFFIrhsft71 = Trhsfs37 hbhAa 站 汪 乓 yt se 
民 3 六 3 户 ， 十 之 展 3 硬 让 在 十 民 ， 六 2 十 民 1a 十 用 2 十 已 民 5 而 32 一 2 
人 6 二 (下 EFFCrhstt7)= Ths(s3) ,heA3<AA2xfvt)))y:c3i 
3 玉 3 瑟 :Ge 十 民 ae 十 了 开 3 右 32 自如 十 了 下 3 六 5 十 3 开 33oe 十 民 7a 一 二 
站; =COEFFUrhsft7)=rhsfs3) ha 本 关 四 关 fyft)) “27 ed4; 


订 RR263 + 到 Rb 全 = 5 


第 五 关系 式 通过 比较 第 四 项 A4CP 的 系数 . 
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>es: = COEEFF(Urhsft7) = rhs(s3),hAd4xCxfryrgt)nA3):es; 


二 Rz83+ 二 Rabpo3= 却 
最 后 取 及 3=1: 
> 上 :=RL3]=1:e6; 
民 ;=1 


在 MAPIE 中 可 求 出 所 有 用 a 表示 的 玉 和 疡 : 
> Set] : 一 solvef iel ea ve3ed ee61 | 有 ITL] RTI21RI3] bb[2] bl311b1321 9 :setl 


172c* +4a+9 ， 218e--262+3 了 
Ri= 吉 加 ,长 > 二 3 了 7 间 : 攻 3 二 02 二 可， 
1 8-2c+1 -人 6e 一 6a+li 

31 哲 了 9 口 遇 | 


通过 稳定 分 析 中 线性 方程 的 特征 值 可 得 到 = 值 : 
> 人 1 =Y 一 >]amhbda 关 yj 
一 了 
>dli:= 本 fyCt tb 三 区 ysdli; 
于 (1= hy(1 
> 人 :三 长 Yi) 三 lambda 关 yty :El 
长 鸣 直 站) 二 你 引 下 
> 直 : 一 上 三 出 纤 ( 下 YC0) tsdfi 


1 = aa) 


2 ; 
有 
2 

2 之 ; 


4 下 人 《了 KE) 十 百 2 开 1 
1 一 天 aaA 
>> 卫 :=expand(subs(k1L ,k2)) :了 2; 


AIY(CE) | 天 py 人 
”1 一 Paht (一 8 
> 区 了 
ba 
1 1 一 卢 CA 
> 人 :=egpandtsubsftkEl1, 己 ,kE3)) :13; 
一 3LAAy( 六 3 天 YE ) 三 37 下 “和 丰 2YC 
(1 一 PaAi (Lpah) 人 一 
> 怠 ]IRK ; 
(十 大) 二 十 瑟 下 1 十 下 2 大 2 十 及 3 天 3 
Dasubs(El ,I3 2,STIRKI)7) 


2 


十 
VYfI + 页 )= 一 中 机 


尽 ; VC + [as RAY(E) ， 用 2 Pay( | 
1 二 Ri (一 六 


R Lan azRAY(E) ， 5 Abay60 
人 一 ( 一 站 Ga 和 


eollect( 的 yt 


yt)= (1+ [一 一 


民 1RA Ra( 寺 下 六 “和 而。 
] 一 中 aa 《一 下 


已 3 碧 35 大 让 3 下 “六 2 再。 
十 一 一 一 一 一 一 
Ri 二 沁 ja (ER 区 日 





人 >nUmerftrhst 的 JAY 


一 1 +3pahi 人 站 2a2z232 十 三 3343 一 术 17 十 2 民 | 卢 " 信 一 下 一 下 2 
十 2 下 : 丰 2A2G 一 民 ? 丰 313a2 一 民 ? 卢 22 玖 2 十 下 2 丰 3A505a -本 3pAD31 十 及 3 严 “六 31Q 


民 3 丰 A 扣 3> 十 忆 站 “由 站 3 总 民 ;下 2 1- 方志 ， 
2 subst set1 听 ): 
Deolleetf 用， Rh lambqa al) 
3 ] 
本 了 一 . -~ 3 3 十 _ 了 才 _ 
站” 3 十 全 一下 h 睛 号 人才 忆 到 
DPe7: = COEFFIC 和 ,h3sxlarmhbhda'3)=0: e7; 


1 


AT 一 一 1 


1 


0 302 二 与 二 


人 [solvelte7 ,anj li 


.1589839000， ,4358665215,2.405149579 

取 中 间 2 值 , 因 它 使 方法 稳定 。 这 样 ,常数 有 如 下 的 值 : 
> params: 一 |R[3]=]1,RL2]= -8L32]+16Z27,b[2]=34,RLI]=117527-hl31],bh[31]= 
-1A6+(S* an 2 一 2x<*a+lyvab[32]=2/9x* (6 上 aa 2 一 6x*a+l)aa= .4358665215| : 


pararns 
Ra TiRa= -b+ 打 ,b= 王 ,Ri 号 -500bat= -上 二 8 一 2 二 1 
5 一 过 92 62 二 1，a 二 92,a = .4358665215| 
>Subsfparams ,paramsyrighty) : 
人 Subs(patams, 听 ,ri 攻 ht) ; 
1 民 : = .8349304835 ,63 一 一 .6302020888 ,5 = - .2423378909 , 民 , = 一 1.037609496 , 民 :; = 1 ， 
睛 3 一 半 ,站 二 ,4358665215; 
半 隐 式 Runge-Kutra 法 的 公式 归纳 如 下 : 
yy 基本 是 下 2 二 2 十 下 3 天 3 《日 .2.72)】 
下 > 利 大 的 公式 是 
KJ (9.2.73) 
和 二 下 [1 -Res 天 的 十 好 大 【9.2.74) 
晤 一 大 [一 PaJ(3) 《531 于 1 十 百 32 直 2 ) (9.2.75) 


坊间 


ww) 为 Jacomi 和 矩阵 ， 图 数 革 对 每 个 变量 y 的 但 导数 。 其 中 的 参数 为 ， 
3 -3a21+ 3 - < -= 0， xu =0.4358665215084590 


_ 
D = 了 
5， = 二 (8a -2a+1)= -0.6302020887244526 
5 = 疙 (6a -6e +1)= -0.2423378912600453 
民 = _ ,二 1.037609496131860 
,= 忆 -0.8349304838526379 
R,=1 (9.2.76] 
半 耻 了 式 龙 格 - 库 塔 算法 的 最 大 特点 是 每 一 步 只 项 计算 一 次 Jaecobi 矩阵 和 值 和 两 次 画 数 估 值 。 


对 于 求解 各 种 常 微分 方程 组 来 说 ， 半 隐 式 Runge-Kutta 法 已 被 证 明 是 最 有 效 的 方法 之 。 
第 三 节 这 值 问题 的 数值 方法 


给 出 哨 数 在 两 个 以 点 的 取 值 的 微分 方程 问题 称 为 边 值 问题 ; 定 解 问题 (9.1.3》 属于 两 
点 过 值 问题 ， 本 节 主 要 介绍 是 点 边 值 问题 的 数值 方法 。 两 点 边 信 问 题 的 微分 方程 一 般 带 式 为 ， 


yzr)= 玉 yy (9.3.11) 
边界 条 件 可 以 分 为 三 类 。 
中 第 一 类 边界 条 件 : 
外 0 3 (9.3.2) 
馈 第 二 类 迪 界 条 件 : 
《一 0 (5)= 玉 | (9.3.3) 


辐 第 三 类 边界 条 件 : 
of(eD TB ay 
1 有 (二 ) 一 矿 (9.3.4] 
一 、 边 值 问题 的 莽 分 法 
为 了 离散 化 微分 方程 ， 先 将 区 间 [a ,5] 等 分 离散 成 N 个 小 区 间 ， 取 
人 
称 zx 为 节点 。 用 中 心 差 商 公式 代替 微分 方程 在 节点 处 的 一 阶 和 二 阶 导数 ， 售 人 误差 为 口 (12)。 
首先 讨论 线性 微分 方程 的 差分 方法 ， 考 虑 二 阶 线性 常 微分 方程 : 
久 十 页) 二 人 zy 并 Ta 5] ( 口 . 人 .5) 
其 中 图 数 gfzry<0。 记 关 =pr， =efz 六 =Fzx)， 将 方程 《9.3.5) 用 莽 商 公式 
进行 离 敬 化 处 理 ， 并 用 和 代替 fr ) 得 到 差分 方程 : 





页 一 Ti 一 人 十 z 正 (三 有 ,1 NO) 


害 +1 一 全 捧 十 钴 -| 41 从-1 
站 (9.3.6) 
瑟 之 
化 简 并 设 忆 三 了 十 上 方 ， Ci 一 了 六 “人 一 号 ， 二 了 立 一 下 坊 ， ， 则 耕 : 
payti1TEG TCR 一 28 关 《ET12 NT1) (9.3.7)》 
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陈 (9.3. 力 是 一 个 会 myw 共有 +1 个 变量 ,N -1 个 方程 的 线性 方程 组 ,为 了 得 到 
惟一 解 , 述 需要 通过 过 界 条 任 补 充 两 个 方程 。 

第 一 类 边界 条 件 可 以 直接 得 到 两 个 方程 , 即 ， 

30 二 fn， ww 二 六 ] (9.3, 呈 )》 

第 一 类 过 界 条 件 可 以 构造 两 个 人 铭 人 误差 为 口 (有 2) 的 方程 ， 邯 ， 

四 一 3 三 2 下 740 [9 3 9) 
3yw 一 4yw-1+ 3Nw-2 二 了 1 

类 似 地 ,利用 第 三 类 边 愤 条 件 也 吕 以 构造 酚 个 方程 。 请 读者 自行 写 出 。 

这 上 梓 方 程 组 (9.3.7) 胡 上 由 边民 条 件 人 确定 的 两 个 方程 ,得 到 一 个 接近 三 对 角 线 形 的 线性 方 
程 组 ,可 以 用 第 三 竟 介 绍 的 数值 方法 求解 。 

例 9.3.1 求解 微分 方 穆 过 值 问题 
一 = 一 2sinr (0 所 交 攻 rz) 

VOL1，wftr)=1] 

解 该 微 分 方程 的 边界 条 件 属 于 第 一 类 边界 条 件 ， 其 精确 解 为 w(zr)J=sinz -cosr。 

将 区 间 [10，rx2] 务必 二 等 份 ， 每 个 小 区 间 长 天 = rm， 节点 rr =mi2n (ii=1]. 
2，…，5)， 在 节点 ri 处 的 数值 解 为 %， 于 是 边界 条 件 可 写成 mw= -1，y =1。 根据 式 
(9.3.7) 将 微分 方程 离散 为 益 分 形式 

(2 二 下) -1 一 4T(2 一 上 下) 二 2852 六 ( 环 三 1 2 一 1 

选择 水 长 由 后， 就 可 以 通过 求解 线性 方程 组 得 到 微分 方程 的 数值 解 。 卢 = 8 的 计算 结 
水 匈 衣 95; 当 a=16 时 ,数值 解 的 最 大 误 关 为 -0.64x10.3; 中 =128 时 ， 数值 解 的 最 大 
旋 差 为 0.10x10…; 而 ”=5S12 时 ， 数 值 解 的 最 大 误差 0.63x10 5。 
























































表 9-5 
国 Ai( 员 误差 | 沉 关 
0 -1.0000 -1.0000 0 -0.26e (0 
0.1963 -0.7857 | 一 07849 -0.77e-03 | 1.1781 上 -0.228 02” 
0.3927 0.5412 0.5397 | -0 15e 呈 2 1 .3744 .37857 -0.1d4e 03 
5890 | -02759 02738 -La2le-02 1 .5708 if 0 
5 0.0000 0.0025 | -0.25e -o2 | 
对 于 非 线 性 微分 方程 
y =riyy )，zE[a)p] (9.3.10) 


同样 可 以 用 差 商 公式 对 式 (9.3.10) 进行 离散 化 处 理 ， 并 用 %, 代 蔡 (zx )， 得 到 差分 方程 


7 人 《下 三 有 1) 《9.3.11) 


下 
六 (9.3.11) 是 含有 N+1 个 变量 和 N - 1 个 方程 的 非 线性 方程 组 ， 再 加 上 由 按 界 条 件 
得 到 的 两 个 线性 方程 ， 就 得 到 出 N+ 1 个 变量 和 N + 1 个 方程 构成 的 非 线性 方程 组 。 可 以 呆 
用 第 四 章 介 绍 的 迭代 法 进行 求解 。 
一 、 边 值 问 题 的 打靶 法 
条 缉 法 的 基本 思想 是 : 首先 将 微分 方程 边 值 问题 化 为 初 值 问题 ， 然 后 对 初 值 问题 采用 上 
2885 


一 节 介 绍 的 单 步 活 或 线性 多 步 法 求解 。 这 里 只 讨论 第 一 类 边 值 问题 的 打靶 法 。 
首先 短 虑 二 阶 线性 常 微分 方程 第 一 边 值 问题 
让 z 和 [aa 6j 
ya)=r0， 人 本) 二 7 
构造 两 个 线性 常 微分 方程 的 初 值 问 题 ; 
y1 十 百 (Zj31+QCTJIE 大) 了 工 和 [ab] 
外 3>14a) = 


| 之 筷 [a ， 咏 ] 
oafea)y=0， wafa) 一 工 
则 第 一 边 值 问题 19.3.12) 的 解 为 : 


一 四 
3 二 人 工 》 十 一 罗 wa(z) 


清 读者 自行 验证 式 49.3.15) 确 为 微分 方程 (9.3.12) 的 解 。 

例 9.3.2 用 线性 打靶 法 求解 边 值 问题 : 

y +2 -4y=12r -3r (0<zr<1) 

DO-0O， 1 一 2 

蕊 类 其 解析 解 为 [一定 十 定 6 

解 ” 现 将 该 边 值 问 题 转化 为 两 个 初 值 问题 

人 (0 妇 之 所]) 
SO=0，3IC0)=0 
2 二 Try 一 4y2=0 (0<Tr<1) 
人 yy 0 一 1 





《9.3.12) 


(9.3.13) 


(9.3.14) 


(9.3.15) 


(了 ) 


由 于 上 上 述 两 个 祈 值 问题 是 二 阶 微分 方程 ， 可 以 道 过 变量 替换 降 为 一 阶 微分 方程 组 ; 


y1 三 户 ，3TfO0) = 一 0 

让 -xbi+431+1l2z 一 3r， pi(0)=0 
3y2=a，ya(0) = 

和 zzf0)=1】 


(iii) 


(iv 


取 步 长 天 =0.02, 用 经 典 RK 方法 分 别 求 上 述 一 阶 微分 方程 组 ,得 到 数值 解 ,和 ,再 


恨 据 式 (9.3.15) ,就 可 得 到 所 求 边 值 问 题 的 数值 解 , 见 表 9-6。 





了 ,08TDe 一 身 ] 
半 .25S60e 一 1 





0.30e 一 08 
口 .$3e 一 用 8 
避 .7De 一 辣 避 
0 .SSDe 一 所 


一 -一 一 -一 


全 -3508 
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续 胡 


-0993e 一心 ] 


中 .6 1 ,9b72e 一 由 


心 . 7 站 .本寺 和 站 一 运 # .vsS6se 01 





了 .立身 和 人 e 一 自 ] ,3 一 05 


总.4010Oe 一 0l 人 0. 74e 一 人 
履 .8 1 .4s53e 一 心 ] 上 .让 呈 十 中 二 . 间 包间 e 十 全 人 1] .2090c 二 00 从 .3 


必 - 吃 2.771le 一 0] 1.2790e+ bb 上 .5561e+0OO0 站, ee 一 08 
1 .站 d.7537c 一 小 ] ] .5244e 十 0 人 ,DO0be+ gb :0UUD0c + DO0 电 2ae 一 1 


计算 结 采 胡 明 ， 线 性 拖 罗 法 是 很 有 效 的 方法 。 
下 面 给 出 求解 非 线 性 稼 微分 方程 第 一 边 值 澡 题 的 非 线 性 打靶 法 。 设 微分 方程 为 ， 
yY =Frryyy  )，z+E[a,] 



















[9.3.16) 
rn 
非 线性 打靶 法 怠 是 将 两 点 边 值 问题 (9.3.16) 化 为 下 面 的 初 值 问 题 
多 = YE[a] 
48 .3.17) 


ty(e)= mo，y(a)= 
其 中 za 是 一 个 待定 参数 ， 我 们 希望 确定 y(a)= 六 的 关 值 使 初 值 问题 (9.3,17) 的 解 还 
满足 另 一 个 边界 条 忻 y(5)= r1， 从 而 得 到 边 值 问题 的 解 。 

乞 根据 经 验 选 反 头 的 一 个 初始 近似 值 ， 记 为 mm 5; 求解 初 值 问 题 (9.3.177》， 得 到 数 
什 解 四 =0， 1， Ni 车 |y 如 -mi<s， 则 0 即 为 所 求 两 点 边 值 问题 (9.3.16) 
卫 笋 但 解 。 否则 ， 取 闫 = 站 AoA 一 作为 新 的 近似 值 求解 初 值 问题 (9.3.17)， 得 
到 数值 解 (=0，1，…，N); 苦 |y 包 -mi<e，y2) 即 为 (9.3.16) 的 数值 解 。 

展 由 3 人 0 用 线性 插值 


(8 
E + ws 1 - 
1 《9.3.18) 
虽 叶 J 


求 出 新 的 近似 值 总 ， 直 到 :yy 如 一 <es 

打 儿 法 可 以 简单 撒 述 为 : 选择 函数 的 初始 妊 率 fa) = 六 全 ， 数 值 求 解 初 值 问题 得 到 
8 ， 看 它 是 否 足 够 靠近 边界 条 件 xD= r1， 就 好 像 打 靶 一 样 ， 凡 六 与 为 子弹 的 发 射 斜 率 ， 
Ti 为 靶 心 ， 所 以 该 方法 称 为 打靶 法 。 


第 四 节 微分 方程 数值 方法 的 软件 实现 


一 、 用 MATLAB 软件 求解 微分 方程 

在 MATLAB 软件 中 ， 有 上 几 个 专门 求解 常 微分 方程 的 一 数 ， 如 ode23，ode45，oqde238 
橙 ， 以 末 数 ode45 为 例 ， 其 调用 形式 为 ， 

[ 工 ,YY = ode45( FF ,tspan ,yl ,Options,DP1 ,pbp2…) 
兵 中 下 表示 微分 方 穆 函 数 ， 函 数 黑 认 的 变量 为 t+，tspan 表示 求解 区 间或 范围 ， y0 表示 微分 
方 程 的 初始 条 件 向 量 ，options 为 积分 参数 设置 ，pl， p2… 力 传递 参数 可 以 直接 输 人 到 函数 
中 。 调 用 结束 后 和 输出 变量 + 和 函数 在 给 定点 处 的 值 向 量 。 

可 以 调用 符 导 计算 工具 箱 【Symbolic Toolbox) 中 的 郴 数 dsolve 求 微分 方程 《组 ) 的 解 
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T= dsolvef eql ,eq2 ,.. ，，condl ,cond2 ,..，，v ) 
此 外 利用 MATLAB 编程 容易 的 特点 ， 可 上 月 行 顷 制 求解 币 微 分 方程 的 Euler 方法 和 R 开 
方法 等 的 程序 。 
在 MATLAB 中 ， 还 有 一 个 俩 微分 方程 工具 箱 【Partial Differential 下 Equations Toolbox)， 
采用 有 限 元 方法 求解 偏 徽 分 方程 ， 这 将 在 下 一 章 介绍 。 
例 9.4.1 求解 微分 方程 回 题 : 
一 十 2cosT 【0 挟 工 生 :Tj 
yfO)=1 
解 方法 1 调用 符号 孙 数 求解 。 在 命令 窗口 输 人 : 
XSYIC 和 
y= dsolvef'Dy= -y+2#cos(x) 7y(03=1，x ) 
凹 车 后 得 到 精确 解 : 
y 一 CosftX) 十 Sn XI 
方法 2 调用 范 数 ode4s 求解 。 请 大 家 具 行 客 成 输 人 。 
例 9.4.2 求解 弱肉强食 模型 ， 设 种 群 申 《弱者 、 食 亿 ) 靠 老 富 的 目 然 资 源 生 长 ; 种 群 乙 
( 强 者 、 捕 食 者 ) 靠 捕食 四 为 和 本。 设 食 僻 甲 和 捕食 者 乙 在 时 刻 上 的 数量 分 别 为 zt) 和 ?CE 
当 甲 独立 生存 时 它 的 相对 增长 率 为 >， 即 (0= rz， 而 乙 的 存在 使 甲 的 增长 率 降 低 ， 设 降 
低 的 程度 与 乙 的 数量 成 正比 ， 比 例 常 数 为 gc; 乙 离 开 甲 无 法 后 在 ， 乙 独立 生存 时 它 的 相对 死 
亡 率 为 过， 即 和 (ti)= -dy， 甲 为 乙 提 供 食物 使 死亡 率 降 低 并 促使 其 增长 ， 设 该 必用 与 甲 的 
数量 成 正比 ， 比 例 常数 为 。 设 甲 、 乙 两 种 群 的 初始 数量 为 zxr(0) = zo 和 y(9)= yo。 建立 如 


下 模型 : 
和 一 CE 
|， = 一 pzy 
Z(O0) 0 3X(D0 = 30 
假定 参数 “=1， 4 =0.5，a=0.1,， 5=0.02，zro=25，3y0=2， 试 用 数值 方法 计算 种 群 的 数 
量变 化 规律 。 
解 ” 人 恨 定 参 数 并 编写 MATLAB 的 方程 文件 : 

funetion yy 一 volterrat [;,X) 

r=1 ;id=0.5;8 三 和 .1 bb 三口 .02; 

=Etr 一 axxf2))x<xtl), (一 d+bxx(1l))ysxf2)]3 

梅 造 求解 函数 : 

tsS=0:0.1:10; xz0= [20,4]; 

[tx]=ocde45sf volterra ,ts XO) 

f 三 下 人 atei PiotCt 其 区 站 

EteXtf x1LKt) )》 gtextf x2ft) ) 

titlef 食 悟 - 搞 食 者 模型 煞 植 解 ); pause; 

从 =figurey Plottxt :1 ETIGi 

xjlabel( X] ) ylabelft x2 1) 

titie( 食 合 -捕食 者 相位 图 ); 

29] 


计算 统 宁 见 下 图 。 


食 钵 -捕食 者 模型 数值 食 馈 “捕食 者 相位 图 








-一 -一 -下 -一 一 一 一 一 -a. 


显然 随 着 时 间 的 增加 ， 这 两 个 种 群 的 数量 将 呈现 局 期 性 的 变化 。 

二 、 用 IMSL 程序 库 求 解 微 分 方程 

在 IMSL 程序 库 中 ， 有 一 个 求解 微分 方程 的 fferential Equations 子 程序 库 ， 它 将 微分 方 
程 问题 分 成 不 同 的 类 型 。 包 括 常 微 分 方程 的 祈 人 得 问题 ， 芝 微分 方程 的 这 值 问 题 ， 伍 微分 方 
程 和 微分 代数 方程 等 ; 采用 了 诸如 高 阶 RK 方法，Adams 方法 或 Gear 方法 ， 有 上 限 差 分 方 


法 ， 打 靶 法 等 方法 求解 微分 方程 问题 。 表 9.7 列 出 了 部 分 求解 微分 方程 问题 的 穆 序 及 
说 明 。 





素 97 
程序 说 明 
JIVPRK “用 5 界 或 6 阶 RK 方 法 求解 常 微分 方程 组 切 值 阿 是 
TepRG | 用 AdamsMoulton 或 Gear 方 法 求解 常 微分 方程 组 初 值 问题 
pwpern | 用 带 校 正 的 蛮 阶 次 变 步 长 有 限 差分 方法 求解 两 点 边 值 问题 
BepMSs 用 多 点 打靶 法 求解 两 点 边 值 风 题 
DAsPG 用 Petxald.Gear 后 向 差分 格式 求解 微分 代数 系统 
MoucH 用 线 上 法 求解 偏 微分 方程 系统 并 用 Hermire 多 项 式 表示 结果 


下 而 通过 一 个 再 用 IMSL 库 程 序 求解 一 个 微分 方程 的 例题 ,来 说 明 如 何 调用 IMSL 程序 
征求 解 微分 方程 系统 。 


例 9.4,3 用 1IMSL 库 中 的 程序 TIVPRK 求解 袜 分 方程 禄 值 癌 题 : 


一 ”一 一 


Yi1 二 31 一 132 十 下]33 
92 二 一 下 332 十 虎 引 一 32)39 
YL 于， 3 0 


其 中 参数 & =294，& =3，83 0.01020408， 求 解 范围 0 过: 过 240， 计 算 步 长 为 24。 
解 ”调用 程序 UMINTF 求解 。 
调用 求解 过 程 : 
了 工人 于 玉 | 
PARANMETER (MXPARM=S0,N=2) 


SPECIFICATIONS FOR LOCAL VARIABLES 
92 


INTEGER LDD ,ISTEP ,MOUT 
REAE PARAMICMXPARRN TTEND ,TOL TCMN， 


SPECIFICATIONS FOKR SUBROUTINES 
卫 基 T 肛 AL IVPRK ,SSETUMACH 


SPERCIFICATIONS FOR FUNLCTIIONS 


全 


芋 半 工 世 慌 并 ECN 


忆 
CalLL UMACH (2 ,NOUT ) 
(-。 Set ititial cohdiriotns 
工 盖 电 .0 
了 ty=1.0 
YI) 一作 .0 
和 Set erTror toleramce 
TOL = 人 .的 1 
人 Set 王 由 民 记 NT CD defan 必 
亡 ALL SSETIMXPARM,0.0,PARAM ,Tt) 
[ Select absoiute error conittol 
PARAMLICI0Y = 三 1.0 
人 Print headet 
寻 RITEICNOUT ,99998 ) 
JPD= 1 
1S 了 TE 已 = 用 
10 CONTIMNUE 
ISTEP= ISTEPT+2d4 
TEND= ISTEP 
CALL IVPRKTIIDO NIPCNT TEND TOL ,PARAM Y) 
IFIISTEP,LEPE.z407THEIY 
刘 RITECNOUT，fI6,3F12.3) )ISTEPZ24，T,T 
己 Final call to Telease WoTKSPace 
IFIISTEP .了 已 ,240)TDGO 三 3 
GO TOD 多 
ENTD IF 
已 Show numbear of ftanetion calls， 


从 RTTECNOUT ,999998)] PARAMT351) 
09998 FORMAT (4X， ISTFP ,5SX，Time ,9，T 了 1 ,11 飞 ， YY2 
99909 EDRMAT (4 和 Number of fen calls wjth IVPRE = ,TB ,0 


END 
SUBRODOUTINE FCNIN TY,YPRIME:， 
C SPECIFICATIONS FOR ARGUMENTS 
INTEGER 避 
REAT。 T,YTNJ TYPRIMELN) 
C SPECIFICATIONS FOR DATA VARIABILES 
REAL 只有 1 ,上 玫 2 ,站 民 3 
己 
DATA ARK1L,AK2 ,aAK32o4.0E0,3.0F0,0.01020408PU7 
己 
YPRIME(U = -YU) -YYf2)+AKT YI2) 
TPRIME(2) = 一 上 K2YYT(2)+AK37 LO0F YL2)) ”YL 
RETURN 
EMNT 
蕊 JUtDTUI 
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JIS 了 EDP Tinne 了 1 了 之 
1 2 二 .0OUU 人 ， 白 各 名 0U.D02z 
了 48.UDO0 如 . 避 44 .002 
3 72.000 站 .5 有 包 .002 
和 号 站 .有 臣 心 . 3 二 乌 站 .人 2 
3 120.000 日 .二 1 纯 申 .002 
日 144 .00 虽 .4 呈 4 员 .2 
了 168.0TD 有 0.002 
名 192 .000 0 .433 站 .0U1 
包 216.000 0.411 D.Un0l 
10 240.000 0 .391 用 .OUD1 


Mumber of fen calls with IJWwPRK 一 2133. 
例 9.4.4 使 用 BESIRK 求解 措 述 单 摆 问题 的 方程 (19.2.67) 和 方程 (9.2.68) 分 别 与 

万 程 【9.2.69)、 方 程 《9.2.70)、 方 程 (9.2.71) 组 成 指标 为 3、2、1 的 DAEFs 问题 ， 下 面 

是 源 程 序 及 结果 。 

和 一 一 - 一 一 一 一 

(了 ENDULUM: Solving Pendulum Problem 


[ 一 一 . 一 一 一 一 一 一 一 


已 
subroutine Funcfn ,infc ,f,y， gidy TOCaleJ error IJw ,TIw ,kountIT， kountI ) 
inteAeeT ninfioyerror kountID ,kountT ,[wf < 】 
double Precision 开 m) fn ,dd 牛 Yasny ty Dr s 
Iogical (aleJ 
inteSeT miT ,nj 
cornail “Seore Thf ,tr 
1mLEer 站 站 ex 
由 Duhbls Pteeision 工 ,8 
coirimeon “pendul 1L,g,index 
doubis Ptrecision twra 


Patratmetet twc=2.0d0) 


rrj=tf+ 1l 


一 


TDitferential equatioits 


长 1 一 Y3) 
攻 2)=yfd) 


所 3 二 一人) 二 SS) 
你 4) = 一 Y(2)7y(S) 一 呈 


[页 |]gebraic equation 


iindex.eg.1ythetn 
上 作 和 一 1 全 证 [ 和 了 yf2) 
else if index.eq.2ythen 


人 呈 ) 一 TD fr gf33》 1 2 史 寺 ) 
lse iihdex eq-3)then 


长 本 二 
294 


end ii 


其 三 alcJthen 

ni=m+l 

Sail raatD edyrnynl 

dfdy(tl ,3 二 1 才 

dtd 罗 2 ,4 一 1. 友 

二 dyk3 1 三 一 光 S) 

革 雪 叶 汪 ,5 二 一 了 1 

qdykd 2 二 一 区 3 

didytd4 ;5 三 一 了 2 

放 findex.eq.lythen 
dftdyfS 2) 一 two” 并 
dfdayf5,3)7= twox two” 风 (3) 
didyf5 ,4 = two” two” y[4] 
didy(5 ,5 = 一 twO 关 TY 

else | 让 ideXx ,ed ,2ithen 
dfdyfs,1)=two” 光 3) 
dfdy(s,2)= two”yf4) 
dfdyfs,3)= to yl) 
didyfs ,4 三 two”Y2) 

else iff index .eq ,3J)then 

didqyfs,1)=two”7yfl) 

dfdqdyvfs,27=two”yf21 

cmd 

让 


TetLUmm 
fd] 


subroutine lnitftnytyhytoutytrepyy,B,nd,NunpyJac,Atoler,Rtoler) 


1LmLe 名 er nnd 

double Drecision thytoutytrep TYftndy Btnd,ndjy Atoter,Rtolet 
tagical Mumac 

1Pite 名 ET 1 


double prerision ZerD,onE 

Paratneter {zeto 一 站 .0d0 ,one=1.0q0) 
inte 克 er 广 dex 

doubie prectsior 二 ,区 

cotriTnon “Pendul7L,E,imndex 


站 三 

革 二 De 
区 二 吕 ne 
T 一 ztTT 已 
te 一 《3 


点 toder 一 】.0 了 一 和 
rritef 基站 ELect indexf1z2731 


Teadft 关 ，” imndex 
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这 index.it yor findex .gt.371then 
index= 1] 
end 计 
writeft 基 ，)irudlex tyteout 
[formatf solving Pendulumtindex ,让 ，)picoblem for r= ， 
十 上 后. 上，.-, 扫 -] ，) 
Titet 关 下】 


wmrTjtet 其 ， 呈 久 1 一 y3 


wiitegt zx) = 和 
write 攻 ， 攻 3 
writeft 关 ，X ”3 一 一 人 区 


iindex .eq. tthen 
Writef 关 站) 二 基部 
else if indexecd.ajthen 
Writef 清二 人 和香 当 关 凤 
else i 到 index.sq.3Jthen 
Writef 关 ， 芝 和 =y1 关 YE 二 YY 
ed 让 
Wiatefl 攻关 】 
writeft 并 2) 让， 贞 攻 let 


formaatk with 工 = 二-，; 区 一 二 之 ，, 上 it 一， 全 作 , 吕 ) 

Writet 共 ， 关 】 

tTeD 一 EU 

yt 一 Dne 

yaji = ZETO 

史 了 3) 二 zero 

芝 二 ) 二 OnR 

由) 一 te 

ct Matt nd ny 

qoi=t:n 一 
Biiy 一 one 

eTlddo 


浊 uUrnJae 一 .False. 
Ritoler 二 局 .fd 


TetUTI 


11 本 


integer funeticon Reptnyitetyinto tvtreptt ,站 ,了 上) 


] 症 ee miter ,infe 
deoubie precision Tt TVn En)yytreprt 
itfeger idex 


douhbje preciston  LL,R 
comioil “pendal Litdex 
ouble brecisicom 呈 L ，g2 ,Er 


区 3 一 YY 
BE2 YL) 基站 和) 本 守 叶 ) 
区 


we 六 i=1,ny》 
208 


iormat(E3.1,SE14 .10)》 


ATitet 生 "之 4 玫 3 2 ,1 
formatf3X ,3Ft4 .1I01 


molving Penadulumtindex 1)problem fotr t ,0, .1.0， 


.0 


. 卫 


Tb 


1 ， 


Solvying Pendulum kindex 2) Problem for t 三 


.0 


-站 


-| 


.了 


D 


withL=i Oo 的 ,g=1.00,aAto= .00000100 


Rept 三 用 
returh 
| 
程序 输出 
yt = 人 妇 
了 = 册 
y3 一 一 了 共 Y5 
94 一 一 2 号 一 有 


0= 风 # 阿 二 网 攻 殉 一 75 关 二 关 一 2 关 


with 工 =1.00,g=1.00,Atol= .00000100 


] 


一 一 


一 - 


7y]】 
2 
YY 本 
时 


1 


.OO000DD000D0 
-OU0O0D00000 
-99255488 
.0UUUDO00D00 
.日 426301578 
0000001340 
. 马 1 12998477 
.0ODU0002396 
, 83558805S604 
.OUDDO0347 
.人 站 2 和 40933 
OO00O0004800 
. 80073483121 
.0000005135 


“一 3 
”二 yd 


三 一群 疗 


中 


OODUO0D0000 
00D0000000 
9992554881] 
-WUO0UUOD0O0 
. 9905981145 
QUOODOUODNO 
. 身 7316121E5 


二 了 
日 一 YL 站 YY3 二 二 4 


.0000000000 
.DOU0UU0UO1 
.人 .3858D6917 
0000000004 
.338386610 
.DOOD3221 
-4117430607 
-00D0003290 
.14639130124 
.0b9000034 了 8 
.二 943816134 
00DDOD3763 
.497701t070 
00DUDD3869 


0000000000 
.0U0D00000000 
.人 385806895 
OODOU0D1648 
1308580413 人 3 
.从 ODD 1 生生 
,31244158 


-0UODOUHO000 
.0000000000 
.人 370623450 
.00001093121 
.5924497989 
.0000931516 


-了 之 和 有 1 和 了 


.000033896 
.1246317114 
0000311631 
.有 524009057 
0000361197 
337433823 
-0000053S45 富 


. 收 ，. 二 .0 


-UUNOOGOOUDO 
-DOU00000000 
377062737 
.0UD023s398496 
.1035948971 
-003 76154456 
.bo0eo0860 


.OOO00O00000 


.05992096830 


.5434021980 


.人生 D83 负 5 


237900380966 


.0021434925 


.人 汪 有 T 贡 39 六 


.OODUODOU 


-有 2 呈 8] 


.各 442710827 


. 二 49595551 7 


| 一 


06000000000 


. 844268838T 


-0014226336 


,23531950794 


. 391 79007691 


.十 810D85S8G 了 


,493097D57 名 


DoU00b00000 


. 有] 全 昂 和 5 昌 


33322334 


.0442440317 


二 全 7 


0ODUUUU00U -UPDOOD11361 -人 DSS33S4 避 本 
.二 , 卓 填 3 也 汪 和 丰 口 轨 3 . 和 了 2 之 日 冯 日 二 3 . 10924416 . 354653034092 一 .0019878132 
DO00D0o0DD2 DO00013897 05S3871S72 
-全 .让 全 了 .二 346 吕 3 7 . 工 站 7 和 号 7 .34076800351 291321421d4 
.0O000000U0034 ,CO 六 1 3 04373654 者 10 
- 身 ,9S2304U9 .村 铀 3 站 3 全 导 切 了 .0568014870 . 10DU14355989 - 寸 中 2 3 和 了 1 
.DOODOOnDDS -NODODD097350 .各 之 02 白 34 名 
.72 和 3 村 菇 . 寻 昌 5 了 7UD .用 3 了 37739767 ,站 D 有 有 2 在 一， 寺 马 3 人 20 相 3 
OUDUIUU0D03S .DODOOU0O1D7e ,000S0413 弓 5 
Swine Pendalurm findex 3) ptoblem fort 一 总 .工人 
二 3 
2 一 时 
一 YY1 区 y 
4 一 和 
从 = vd LT 
with EL 一 1.00 BED, 总 tl 一 .已 DDEUDD 
-LUOOUODOOODO OODDODODODUD OOOOONOOOD 1.0000000000 1.0000000000 
.OOODOODO00 .0UDUODOODUO -UUOUDUUUUOD 
. 遇 .生日 遇 写 5 宰 昌 村 3858435842 一 -03786358U12 .中 人 102633 和 . 六 村 2 提 3 十 生 5 各 
.0UDUUODD766 -0DD792S33N 一 了 9479928 有 4 了 
.] .DD30S83SS2 . 1124408016 1 和 各 有 名 36d4 .贡生 733350 53.D780005180 
.DOT ,有 和 0D 旬 5357 一 .和 139759486 
-了 . 9845193696 .730136987 一 -134085344247 .5149209 二 .了 1 了 7 名 了 
OOIOOO0093S4 ,1007492434 名 一 才 . 了 3454924 多 3 
. ,日 了 3 看 了 5SY 寺 多 -了 7 了 yd .10999779600 .9193239353707 3 了.8481047284 
一 ,OOOOUDNYD7 久 5 ,说 折 之 4 本 1 全 了 本 ,之 日 避 2 马 30 世 5 
-二 . 匡 了 75 昌 避 站 .3005710484 .191165S117 .6004276352d44 了 .8231 全 1 站 3 
- .0UD00001342 .ONIO978670 了 17 184939 
.5 .92195340082 38734P7S61 37977827 .二 4D6619860 1 工 .341428370059 
.0000UDn0173S1 .DO006061475 1.5000709119 
, - 总 全 了 57T 2 了 旬 - 结 Pm26133721 一 113834030556 -了 1 站 307223 和 8 .22330476138 
TOOUU11D03S 一 .UNU2396081 一 -43301733 
1 .0 .386064030591 - 疙 83432903 一 - 身 353233693 ,1 和 一， 二 呈 199 生 24 
-0UUUUUONLI3 .OUOou258078 一 0401480502 


下 面 答 出 使 用 MATLAB 程序 dac2.m，raed.rmn 或 daedo,m 计算 羊 打 问 题 的 调用 【这 三 
个 程序 册 硅 书 沧 盘 )。 
牟 Tin the 中 持 erential 到 本 ebteie eqtiatigrl slwer 夺 aed ,djae2 mr 中 ad4o 
加 on the eduation tmodel for the dynamics 中 aa Dendulumn， 
镶 碳 xxt 一 
旷 昌 wzdt 二 和 
区 dl 一 
o dzqh -yxs+l 
区 0=xc2iy'2-1 
折 wheref zyjis frhe location of ae bob gunyvyis itg welORiTY 


2g8 


区 and sis PIoporitional 1 Tension im the wire o 呈 the bendutunn， 
部 Dases Penddae ,mn for the coded DAPs,peng.m for some Eraphics， 
折 daedeinigdatd.m or dat2.m ro go the integratjon 

各 

上 Tony Roberts,1 和 ngust 1998 ,aroberts{ 多 Usq edu gu 

torrmmat cormnpaeti 

w0=[L1:0303030]: 

壤 二 |inspacet ,4 .23 ) 3 

ww =dae2f penddae ,tsyw0,2，petdg 

入 w=daed4f penddae ts,wD,i ,pendg ) ; 

明 =daedqoaft benddae ,ts wd0 ,1 ,pendg ); 

blot ts w) 

]epengf x YU 


上 bg 人 





评注 与 进一步 阅读 


求 艇 微 仿 三 释 〈 组 ) 基数 值 计 算 的 -- 沾 重要 内 容 ， 本 章 讨 论 了 常 铀 今 方 程 宰 值 向 题 和 这 和 慎 问 题 的 经 时 
束 值 方法 。 

对 于 荣 微 办 方程 町 情 问题 数值 广 法 主要 有 单 秒 法 和 总 性 多 此 法 ; 将 自 都 包括 相应 的 显 武 公式 和 隐 或 
公 或 。 显 式 公 式 的 计算 简单 ， 划 是 数值 狠 定 性 较 差 ; 隐 式 公式 的 计算 复 奉 ， 趣 拥有 很 好 的 数值 稳定 性 和 比 
显 式 公式 更 高 的 计算 精度。 预测 -校正 公式 结 舍 了 这 二 者 的 特点 ， 在 实际 计算 中 庶 用 加 多 。 

在 单 步 方法 中 ，Euler 去 法 是 最 直观 、 最 简单 的 方法 ， 其 中 的 显 式 Euler 公 或 可 以 由 三 种 途径 推导 得 到 | 
对 室 稿 可 改进 ， 可 以 得 到 隐 武 Ruler 公式 、 梯 形 食 式 和 改进 Euler 公式 等 。Euier 公式 虽然 收 毅 阶 数 较 区 ， 但 
是 它 的 计算 简单 ， 同 时 采 遇 外 推 技术 可 局 进 一 步 手 高 求解 精度 。 

应 用 Taylor 展开 公式 ， 可 以 得 到 高 阶 收 笋 的 单 步 方法 ， 但 是 该 方法 需要 进行 大 量 的 高 阶 导数 推导 计 
算 ， 准 入 在 实际 中 应用 。Runge-Kutta 方法 【简称 REK 方法 ) 避免 了 高 阶 导数 的 计算 ， 它 围 一 点 附近 的 函数 
巷 组 全 来 表示 该 点 的 各 阶 导 数 ， 以 得 到 高 阶 收 伍 的 方法 。 其 中 最 涡 用 的 是 4 级 4 阶 收 幼 的 经 典 及 孜 公 起 以 
及 由 一 个 5 独 二 了 阶 RE 全 式 和 一 个 五 组 邱 阶 有 区 全 式 组 成 的 及 一 政 - Febhlberg 方法， 目前 主 务 软件 中 的 自生 
应 及 下 方法 就 是 据 此 编写 的 。 慨 阶 隆起 RK 方法 具 达 极 好 的 数值 和 粮 定 性 ， 可 用 于 求 筋 刚性 微 倪 十 程 组 。 

翅 性 名 步 法 是 求解 初 值 问题 的 吨 一 来 有 效 方 法 ， 其 中 常见 的 有 4 区 4 只 显 吉 上 dams 公 我 和 Milne 会 忒 ， 
3 具 4 阶 隐 式 adanms 作 式 和 Hamming 公式 ， 以 有 采 用 外 推 修正 的 看 测 - 校正 线 性 寓 步 法 公 或 。 线 性 闭 步 法 
在 计算 开始 时 需要 利用 经 典 RK 公 式 得 到 官 妈 条 华 ， 与 RK 胡 法 相 比 ， 战 性 多 步 法 的 计算 量 、 克 其 是 冰 数 
值 的 计划 量 显 著 减 少 。 

商 院 微分 方程 的 初 怕 问题 可 以 通过 降 乔 的 方法 ， 化 为 一 防 微 分 证 狂 组 的 初 值 问题 。 
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对 于 刚性 微分 坟 竹 组 问题 ， 在 应 刚性 阶段 可 以 采用 小 砂 长 的 经 舱 RE 方法 ! 在 刚性 辽 段 可 以 溢 用 蓝 大 
步 长 的 梯形 公式 等 低 阶 麻 式 人 K 方法 ， 以 及 泪 么 强 性 多 步 法 中 的 Gear 目 法 。 对 用 隐 式 方法 求解 非 线 性 刚性 
微分 上 矿 程 组 时 凋 到 的 非 线性 方程 组 问题 一般 床 告 顿 选 代 方法 求 舱 。 

常 徽 盆 广 程 的 这 值 问题 要 比 初 值 问 题 更 加 复杂 ， 求 解 方法 主要 有 关 分 法 和 打靶 法 ， 以 尼 在 于 一 章 介绍 
的 加 权 余 量 法 。 

差分 法 直 邦 利 甲 数 利 微分 的 广泛 将 微分 方程 以 及 边界 条 件 痪 散 化 ， 得 到 相应 的 差 录 方程 组 ， 再 通过 求 
解 该 方程 组 得 到 误 值 问题 的 数值 解 。 差 分 法 的 收 误 阶 数 爸 ， 要 提高 计算 精度 只 有 减少 步 长 ， 而 这 又 将 导 至 
方程 组 的 者 模 管 剧 扩 大 ， 结 求解 带 来 困难 ， 

打靶 法 的 基本 思想 是 将 边 值 江 题 化 为 初 值 问 题 ， 通 过 对 相应 韧 值 问题 的 求解 得 到 微分 方程 边 值 问题 的 
解 ， 打 靶 法 包括 如 性 和 非 线性 把 靶 法 ， 兮 漠 用 于 解决 线性 和 非 线 性 微分 方程 的 边 值 问题 。 线 性 打靶 法 只 需 
孜 求 解 两 个 初 值 河 题 即 可 而 非 线性 打 邯 法 则 要求 解 一 系列 补 值 问题 ， 乏 步 满足 原 问 题 中 的 边界 条 但 。 

本 章 在 应 用 部 人 引 介绍 了 半 魔 式 RungeKuatta 法 及 其 用 Fertran 语 间 编写 的 Resirk 程序 ， 通 这 对 该 程序 使 
用 ,不 仅 能 有 襄 解 决 太 量 常 微分 方程 胡 和 微分 代数 方程 组 的 数值 求解 ， 而 且 也 为 站 各 纲 柚 分 方程 的 离散 化 ， 
进行 协 短 分 代数 方程 组 的 数值 求 艇 提供 有 将 的 工具 称 竹 段 。 

关于 微分 方程 的 数 介 求解 ， 有 三 少 书 藉 和 软件 资源 可 入学 避 利 用 。 如 在 htrp; 7 如 ww netib,org de 上 ， 
有 丰富 的 用 Fortran 语言 编写 的 软 斗 程序 ， 
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宝生 一 


总 3 


习 题 


5.1 用 不 同 的 Euter 方法 求解 下 面 的 初 值 问题 ， 
> = 3 2 (00<7 雪 1) 
[yt07=1 
其 中 Ai =0.05，iz=0.05Z16， 口 知 其 精确 解 为 y>= -1-+2e-*; 这 用 外 推 技术 提高 求解 精度 ， 并 讨论 
解 的 稳定 性 ， 
9 ,2 分 别 用 经 典 的 四 阶 RK 公式 及 修正 Hamming 公式 〔 可 用 经 典 的 四 阶 RKE 公式 提供 必要 的 并 始 值 ) 
计算 如 下 初 值 问题 : 
yy 一 zy+20sinr +eost 0 二 t 雪 二) 
GO07=1 
求 w41) 的 和 近似值. 已 知 精确 解 : yy (ea30 sint， 
9.3 对 于 给 定 的 试验 方程 y， -av (<0)， 试 推导 改进 Fuler 公式 和 经 典 RK 公式 的 钨 对 稳定 条 件 。 
了 1 井 


9.4 考虑 岗 8.5.2 给 出 的 弱肉强食 模型 。 
必 讨论 参数 变化 时 对 解 的 影响 
吗 如 果 由 于 外 部 因素 的 和 干扰， 造成 它们 双方 的 死 龙 率 同 步 土 升 ， 则 它们 的 数 重 比 会 属 生 怎样 的 改变 。 
8.5 (种群 竟 争 模型 ) 设 甲 、 乙 两 个 种 群 ， 独 白 生 存 时 数量 演变 服从 Logistic 规律 ， 即 : 
z(O=mzfl- 世 小 y(=myf1- 之 】 
其 中 zt)eft 分 别 为 甲 、 己 两 种 群 的 数量 ，r1，r: 它 们 的 固有 增长 率 ，?zi，?#az 为 它们 的 最 大 容量 。 当 


两 种 群 在 同一 环境 中 生存 时 ,它们 之 间 为 了 争夺 同 -- 有 限 资源 而 进行 竞争 。 由 于 乙 消 耗 有 限 资 源 对 甲 的 增 
长 产生 影响 ， 可 以 修改 甲 的 方程 为 : 


? 一 _ 开 ._- 。 辣 - 
xDO=mzl 7 这 


这 里 : 的 售 义 是 单位 数量 乙 【相对 ”2 ) 的 消耗 为 单位 数 昌 四 【相对 na) 消耗 的 s 售 。 类 似 地 修改 乙 的 方 
程 为 : 


一 ~- 工 _- 虹 
3 of 1 呈 


当 纵 定 甲 、 乙 两 种 群 的 初始 数量 为 zt0j = xn 和 YY4OT= 由: 


岂 试用 数值 方法 计算 亲 种 群 的 数量 变化 ， 画 出 它们 的 酝 形 和 相位 图 ， 些 时 假 是 参数 mi = 普 =1mt = 了 二 
200 81 二 蝇 .,5,8 二 To 二 加 二 1 0 


也 分 析 参 数 变化 【例如 改变 ri ，，a1， 1 ，z0，36， 得 维持 Si< 1，5>1) 的 影响 ; 

霹 在 其 他 情况 下 >1，5c1; 5 二 1，91i >1，5>>1 又 有 什么 结果 。 

9.6 【种 群 依存 模型 ) 设 甲 、 乙 两 种 群 在 同一 环境 中 生 放 ,它们 之 则 相互 代行 而 共生 。 其 中 插 可 以 独 
立 生 存 ， 乙 促进 甲 增长 ; 乙 术 能 独立 生存 ， 恢 靠 申 为 食物 方 可 生存 。 类 似 习 题 8.3， 设 甲 的 方 释 为 ， 


7 一 -和 守 本 
(rnzll 1 3 芝 ] 
这 里 + 的 含义 请 大 家 自行 解释 ， 改 乙 的 方程 为 : 
xz(D= maz[ -1+s 二 一 富 和 


清 解 惫 其 中 - 1 的 含义 。 当 给 定 甲 、 乙 两 种 群 的 初始 数量 为 (0 = ro 和 如 0 一 3 
丰 试用 数值 方法 计算 两 种 群 的 数量 变化 ,假定 参数 91 =0.5，s=1.4， 其 他 参数 自 定 ; 画 出 它们 的 图 
形 和 相 存 图 |; 
荡 分 析 人 参数 变化 【和 例如 说 5 =1.1， yz=0.7) 的 影响 ; 
轧 如 果 两 种 群 在 同一 环境 中 相 蕊 依存 而 共生 ， 又 都 能 独立 生存 ， 或 者 都 不 能 独立 生存 ， 怎 辜 履 改 模 
型 ， 并 进行 分 本 导 计算 。 
9.7 子弹 克 有 虐 空 气 阻 轧 co” 疝 上 发 射 ， 仍 设 子 弹 运 动 方程 为 
人 一 3 
Hi 
如 兰 cm =2，anf0) =10， 试 计算 子弹 达到 最 高 点 所 需 的 时 间 。 
9.8 用 经 典 RE 方法 在 区 人 间 [0，10] 上 求解 Van qder Pol 方程 : 
久 一 0 这) 二 
3f0=1，YtD)= 人 
9.9 分 别 用 差分 法 和 非 线性 打 划 法 求解 下 面 的 微分 方程 边 值 问题 : 
9 一 3 
二 








该 方程 的 精确 解 为 y>= xz3 F zs 
9.10 ( 脑 局 部 血 流 量 的 测定 ) 在 医学 研究 中 ， 用 放射 性 同位 素 测量 大 脑 局 部 血 流量 的 方法 如 下 ; 由 
301 


尝试 者 最 人 舍 有 基 种 放射 性 同位 素 的 气体 ， 然 后 将 探测 器 冒 主 党 试 普 基部 某 固 定 处 ， 定 时 测量 该 处 的 旗 刚 
性 记 数 滨 【简称 记 数 率 ， 天 单位 时 间 内 所 记录 的 次 数 )， 同 时 测量 他 峡 出 气 的 记 数 率 。 吞 某 受 试 者 的 测试 数 
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增 大 或 减 小 时 的 变化 特点 。 妇 果 膜 传 质 系数 为 零 ， 则 上 述 方程 描述 的 融 是 平 推演 反应 器 中 进行 反应 的 情 识 ， 
人 这样 可 以 计算 比较 腊 反 应 器 和 平 推 镶 反 应 器 的 性 能 。 下 而 是 一 些 计 算 绑 果 。 
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用 BESIRK 程序 求解 上 面 反 点 器 和 膜 皮 应 器 的 模拟 计算 问题 ,并 比较 两 种 反应 器 的 特点 。 
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第 十 章 “” 侦 微分 方程 数组 数值 解法 


大 量 的 科学 和 工程 问题 需 用 候 微 分 方程 来 描述 ， 而 且 往 往 得 不 到 方程 的 解析 解 ， 只 能 得 
到 方程 的 数值 近似 解 ， 因 此 本 章 涉 及 未 知 变量 导数 是 多 个 自 变 量 呈 数 的 篇 微分 方程 组 
(PDEs) 的 数值 求解 癌 题 。 首 先 介绍 PDEs 的 分 类 。 

和 ODEs 的 分 类 一 样 ，PDEs 也 可 依据 方程 组 的 阶 数 、 线 性 情况 和 边界 条 人 凰 进行 分 类 。 
PDEs 中 的 阶 是 所 出 现 的 未 知 变 量 偏 导数 的 最 高 防 数 。 下面 的 廊 程 分 别 是 一 阶 、 二 阶 和 三 阶 
偏 微分 方程 。 





一 阶 : 5 < 一 0 (10.0.1] 
中 仓皇 

。- 2 T 口 认 

二 阶 : + ay (10.0.2) 

_- 呈 人 

三 阶 ， 旋 | 1a 元 失 + 旨 澡 ) -0 (10.0.3) 


和 拟 线 性 和 非 线 性 的 。 对 下 面 二 阶 方程 ， 
ay 二 6 ) 了 关 入 13 总 + ) 了 “ex 和 二 二 全 0 (10.0.4) 


如 时 天 程 中 的 系数 是 此 数 或 似 是 自 变量 的 所 CO 称 方程 【10.0.4) 是 
线性 的 ; 如 果 方 程 中 的 系数 是 应 变量 和 /或 居于 方程 上 阶 数 的 导数 的 郴 数 {(* )=( 人 (ya3a7 
ar;auvay))， 称 方程 【10.0.4) 是 拟 线 性 的 ; 而 系数 如 是 与 方程 同 阶 导 数 的 函数 ((* ) 一 
(za Die3azay))， 称 方程 〈10.0.4)》 是 非 线性 的 。 这 样 ， 方 程 
(10.0.1) 是 性 的 ， 而 方程 【10.0.2) 是 拟 线性 的 ， 布 方程 〈10.0.3) 则 是 非 线性 的 。 在 
实际 中 遇 到 最 多 的 PDEs 是 方程 (10.0.4) 的 线性 形式 一 一 二 阶 线性 侦 徽 分 方程 ， 这 时 方程 





有 革 种 形式 ; 
双 曲 形 【Hyperbolic) 玉 一 4ac 站 
抛物 形 【Parabolic) 二“ 一 4ac 三 引 
椭圆 形 【Eliiptic) 一 4ec<0 


如 波动 方程 六 zyat = aeaarz ) 是 双 曲 形 的 ， 热 传导 或 扩散 方程 是 3wvat=afaavxazr  ) 
是 掀 物 形 的 ，Laplaee 方程 六 avar+3aAy=0 是 酉 圆 形 的 。 方 程 (10.0.4)》 中 如 果 
gfx)=0， 则 是 齐 次 方程 。 

要 得 到 PDEs 的 惟一 解 ， 需 有 年 解 条 件 ， 即 问题 边界 的 状态 〈 迪 界 条 件 ) 和 /或 问题 在 某 
初始 时 刻 的 状态 【初始 条 件 )。 边 界 条 和 件 有 三 类 : 在 边界 上 直接 给 出 来 知 函 数 的 数值 是 第 一 类 


边界 条 件 ， 也 称 为 Diichlet 条 件 《xi,= 且 ; 第 二 类 边界 条 件 是 Neumana 条 件 (了 = 全， 为 


边界 上 未 知 部 数 的 法 向 导数 值 ; 第 三 类 Robbins 条 件 {z|， + 3 = 及 ) 是 Dirichlet 条 件 和 


Neumann 双人 忻 的 线性 组 合 。 


PDEs 的 数 信 解法 有 多 种 ， 主 要 分 两 类 : 基于 变量 的 离散 化 和 函数 的 近 人 做， 下 面 分 别 作 
简 机 介绍 。 


5 





第 一 节 线 上 法 
求解 PDEs 的 方法 之 一 是 线 上 活 【Method of Lines，MOL)7。 所 请 MOL， 就 是 对 俩 微分 


方程 中 的 位 置 变量 进行 差分 离散 化 。 这 样 ， 采 用 MOL 以 后 的 PDEs 变 成 了 ODEs。 对 扩散 方 
程 9z Ai =eafaavz)， 在 方向 上 离散 化 zo，z1，…，xw， 运 用 MOL， 有 : 


本 (zl 一 280 十 下 (10.1.1) 
di ， 如 

和 (Hi 1 一 22 十 于; 1 上) 《10 1, 之) 
由 下 

= 和 (aaNi1 一 2anw 十 HRN 1) (10.1.3) 


其 中 式 【10,.1.1) 和 式 【10.1.3) 要 根据 扩散 方程 的 BCs 进行 调整 。 例 旭 ， 在 工 = 人 和 和 上 > 
0， 有 Dirichlet 汉人 件 ， 则 可 得 到 : 


wu 一 B， 40 (10.1.4) 
这 样式 〔10.1.1) 调 彼 为 : 
呈 政 - 
0， 下 (站 ) 三 电 (10 ,1.5S) 
旭 果 在 了 =0 葡 出 的 是 NMeumann 条 件 : 
5 = 人 1， 站 了 =0 和 >f (10.1.6) 
二 | 站 ,+ 
对 趟 (10.1.6) 应 用 中 心 差 分 近似 ; 
Ce = 一 一 上 =0 (10.1.7) 


及 《ID0.1.1) 调 名 为 : 
(281 一 28n) 《10.1.8) 


在 时 间 方 同上 求解 得 到 的 ODEs 的 初 值 问题 ， 就 实现 求解 原 PDEs。IMSL 数学 库 中 的 
MOLCH 就 是 运用 MOL 求解 一 维 的 PDFEs。 下 曾 是 调用 IMSL 数学 库 中 的 MOLCH 求解 偏 微 
分 方程 ar aa 的 FORTRAN 程序 。 首 先 对 求解 问题 进行 变换 ， 设 3zvat = 了 T， 
则 Dazar 一 axxs 初始 条 件 是 atzr 0)=sinftrry 和 aav3tifr,0)=Drr0)= 人 0 边界 条 件 
为 tt=tli=aot0t=oit=0。 方程 的 准确 解 是 zfr ,ti=snfmrryecosfrt)。 
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REAL CDOS FLIOAT SIN SORT 
SPECIREICATIONSEOR SUBRDUTINES 
EXTERNAL MODOLCH ,SUNMAG ,LUMACHE WRRRN 
SPECIFICATIONS FOR FUNCTIOMNS 
EXTERNAL AMACHCONST ,FPCMNBC,FCNUT 
REAL AAACH ,CONST ECNUC ECNUT 
Set breakpeoints and initial comnditicns ， 
PI = CONSTI pi 
IOPTIt 三 氏 PARARKT 
DOD 10T= 1 ,NX 
XBREAKICID = FLOATII 一 14NX-1) 


Gel TUncticon valuUes， 


和 (人 二 SINCEPI# 戈 台 及 下 入 下 引 1 
YL2, TI) = 
Set fitrst denvative values， 
YI,14 NX) = PIY COSCPIY HRR 王 A 玫 (TD ) 
Tt2 TIL+NXAI = 三 遇 , 


10 NTENTUEE 
Set Datatmelets lor MOLLHE 
TOJ_ = DT1x SQRTIAMACHId) 
HINIT = 0.01* 工 口 L 
工 = 三 .0 
1LX3 一 上 
MNSTEP = 200 
CALL UMACH (2 ,NOUT) 
] = 10 
(EL and resEt [the 已 和 RAWM array 
so that Uset-pIovidqed derivatives 
(下 the itial 司 Bta are TS 
Jo = 1 
LACT = TGE 了 了 
0 工人 590 
20 世 ONTHNTUE 
This 用 ap Srtals that 
derivarives are Dassed ， 
PARAMNMI7)， 三 1， 
JGC = 之 
1 = 三 TPREUTE 
GO 工 避 90 
30 ONTINUE 
Lock at output at Steps 
cf 0.0] and coconmpPute etteors 
上 FRRU = 0. 
TEND = 幻 ， 
40 CONTIMNUE 
J=+1 
TEND = TFNTD + 0.01 
Solve the problerm 
人 上 LT MOLCHTIDORFCNUT FCNBC NEDES,T,TEND AR XBREARE TO ， 
蓝 HINIT ,Y:,LDY) 
HS 本 = 十 河和 共 
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FRRORD 三 TD 一 SINIPT#XPBREARKCDY YY CODSCPT* TFND， 
5S0 CON TY OFE 

IF 可 .LE MSTEPY THE 

LO 的 工 一 1 局 疏 

ERRC = AMAXIKERRU,ARSCERRORID 
的 CDOTTIYUL 

Final call to release workspaee 
IF 部 辣 .NSTEP TID = 了 


CD T 人 0 

PND TF 
qhow ,for examiple ,the raxintrurnl 
Step Size Used . 

Jo = 3 

IAAC[ = ICOET 

GUO 工人 50 


70 COTINUE 
人 WRITTENOLUT Maximony eror iagxy ti 出 vided by TOOL ， 
公正 RRUZTODL 
WRITE NOU 了 TY Maximuny step size Used 18: ,ARAKRT33) 
及 eset opDtior to efaulus 


jJOO -4 
IACT = JPUT 
IOPTT 二 一 TOPTI HU 


(Ci) 工 癌 g0 
0 CONTINTLT 

SC 

Jnriettlal tourine 49 weork oprions 

9 的 CONTINUE 

[CALLSUMAG math ,ICHAP,IACT,T IDPT,PARANT) 

(zz 工人 【20 30 70 80 GO 

] 


SUHNROLUTINE FRCNUT (NEPEDESX TU INK LIXXK ULTT) 
SPECIFICATIONS FOR 上 ARGUMENTS 

TINTEGER NPDES 

REAL 有 TUE UXE XU 其 其 人 CT ) 


Tehne the PT 

RETE 一 TI2) 

TITT(2) = UXXIT) 

站 及 沁 

和 已 

SUHNROUTTINF FECNBC CNPDES 和 X 工 ALPHA ,BETA ,全 AMP) 
SPECIETICATIONS FEOR 语 ROOTJMEMNTS 

J TPRR MPDES 

民 让 和 其 ， 工 ， 疝 于 了 TAR 考证 天 本 总 1 二 站 ME 关 ) 


和 LPHAC = .0 
BETAA1L 三 下 .0 
Ca 三 
上 LELPHA2》 一 了 
BETAI2 一 站 .0 


1 


AMP = 站 .0 
RETLURN 
工 必 了 


输出 : 


Maxinium error im utxyt divided by TODL， 1 .28094 
Miaxirmmurn step Size Used 1 日 .9099 号 99 一 用 2 


在 得 不 到 所 要 求解 的 微分 方程 的 解析 解 时 ， 需 采用 数值 方法 获得 方程 的 数值 近似 解 ， 绝 
大 多 数 的 工程 实际 问题 都 属于 这 样 的 情况 。 同 代数 关系 常用 多 项 式 来 关联 一 样 ， 进 行 数值 求 
解 微 分 方程 时 ， 可 将 方程 的 近似 解 用 带 有 任意 系数 的 一 组 组 性 无 关 国 数 来 表示 ， 此 近似 解 代 
人 微分 方程 后 ， 得 到 的 是 误差 画 数 ， 称 为 余 量 。 这 时 的 问题 就 成 为 如 何 求 取 系 数 ， 人 司 余 量 达 
到 最 小 。 这 样 的 方法 过 程 就 是 加 权 余 量 法 【Weighted Residual Methods，WRM) 的 基本 思 
想 。 允 RM 可 用 于 数 昔 求解 OPFs 的 边 值 问题 和 PDFEs 的 初 边 值 奖 题 ， 本章 介 绍 属于 允 RM 
中 的 有 限 元 法 【Finite Element Method，FEM) 和 配置 法 【Collocation Methodj。 下面 移 用 一 
维稳 态 热 传导 方程 的 求 解 过 程 来 痢 加 权 余 量 法 的 基本 方法 步骤 。 


第 二 节 加权 余 量 法 
考虑 -- 端 沁 度 为 T,， 另 -- 端 录 度 为 二 的 一 维 执 传导， 导热 方程 六 : 


到 人 4 本 ]=0 (10.2.1) 
恨 设 导热 系数 和 温度 成 正比 ， 
一 天 十 开 《 开 一 了 ) 【10.2.2》 
上 述 方 程 的 无 因 次 形式 为 : 
qd dB 1 
二 | (1+ag) 9 | =0 【0.2.3a) 
af07=0,9f17=1 (10.2.3b) 


选取 最 简单 的 多 项 式 为 方程 【10.2.3a) 的 近 贫 解 ， 印 : 


是 


8 = ci (10.2.4] 


c=0， >ce5=1 (10.2.5》 
这 样 方 程 【10.2.4) 可 写 为 : 


mw 
buv= 工 + > ein 一人) (10.2.6) 


而 式 {10.2.6) 满 足 边界 条 件 , 意 味 着 它 已 是 部 分 符合 问题 的 解 。 下 一 步 来 产生 余 量 ,将 式 
10.2,6) 代 人 式 710.2.3) ,形成 余 量 为 : 


dB、 
Rtz,ew)= 二 |G+agmDS 立 |=0 (10.2.7) 
下 面 用 MAPLEF 来 解 问题 、 如 时 选取 一 阶 近 似 解 是 ， 


人 > UL :一 科 十 1 关 【 科 区 刁 一 六 )3 


zl :一 之 4eTCz 一 补 ) 


册 此 近似 解 代 人 微分 方程 后 的 余 量 为 : 

> Resid: 一 (十 a 关 Ulh 共 直入 人 UL,XH 了 十 有 莹 主人 ul xj) sdifftkul xy) 
Resid:=201+afz+cel(z -zy))yci+e(lt+tel(27r 一 1 六 

作为 余 量 取 最 小 的 条 件 ， 选 取 余 量 为 零 的 个 数 园 待定 系数 的 数目 相等 ， 即 进行 配置 。 如 任 选 

xz1=1X2， 则 休 量 为 : 

> egql: 三 Sbstx 王 1 2 .Residy) 


2 4 
取 ea=1， 人 使 误 善 图 数 等 于 零 ， 求 解 方程 可 得 : 


> 8: 一 iisolution: = evalflsolveteqlel) .SS) 


ol:=2(1+al 二 -村 cjclra 


SET 二 一 .了 1 和 6 
去 把 了 不 符合 实际 的 另 一 解 6.3166， 因 它 在 =1 时 给 出 的 热 通 量 方向 相反 。 阿 题 的 一 
附近 人 羽 解 为 : 
中 一 工 一 0.317(zr2 -六 ) 
将 此 式 代 人 微分 方程 , 在 z =142 时 ， 作 量 为 零 ， 位 在 其 他 中 方 余 量 不 为 零 。 对 于 本 问题 ， 
在 方 可 上 两 端点 的 热 通 量 相等 。 如 计算 西 庙 点 的 情况 ， 有 : 
> Tuxl: 三 substX 一 站 革 十 和 关 Ul) 关 dfEul xy 
Farl: = 一 e 
>> 下 Dxtl: =substx=1, (1 十 axtl) 关 dfful,x)y); 
Faztzll:=2+z2cl 
其 值 分 别 为 1.3166 和 1.367， 两 值 相 益 约 0.04。 


题 近似 解 。 事 实 上 ， 取 了 是 阶 近似 解 ， 有 如 下 的 MAPLE 计算 大 结果 : 
人 > 02:=XTdLT 区 兴 人 其) 二 扫 关 【XA3 一 X)， 
H2: 二 二 十 碍 1 一 了)+e20zr 一 工 ) 
> 有 esid2a ;= 人 《1 十 3X 2 关 四 if 的 02,X 员 2 二 下 关 由 ff 人 Cu2 xys 可 寿 Cu2 ,xx) 
Resicie2: (1+ 工 十 区 1 一 了 了) 十 @2fr3 一 ))f2C1+62) 
+(T+dI2r 1)+ed203c2 一 1 
> ed21:= evalftsimplifytstbs(x= 13 Resid2)), 5)3eq22: = evalffsimplifyrsubsfx = 253， 
Resid2 1 ，) 
ed21:=2.d41+1.3333cd2 - .33333d 人 一 ,59259c1 dd2 - ,14815d22+ 1 
ed22:= 一 4.cI+7.3333d2 .33333c1 一 1.4074c1 d2 一 1.3704c22+1. 
> solution2 : = evalffsolvet leqd21 ,eq221 ,1d1 ,qd21 5) 1 
sotztzon2: idl=61.384,dg2= 一 38.614| ,1d2= .19162,d1= - .39921| ， 
1d1=2.8434,22 二 4.1379|1 ,1d2=21.216,dI= 一 27.662| 
> 下 Ux2: 三 SUhsfx= 和 ,上 十 呈 基 12) 关 丰 帮 (Cu2 xy) 
PRzra: 三 上 一 中 一 弛 2 
> 下 ax21: 三 SubstX 三 | 人 外 十 呈 基 2] 基 Qittfu2 xy 
Fr2l:=2+2d1+4d2 
了 和 


解 | -0.5992，0.1916} 是 满足 问题 的 解 。 两 端的 通 量 分 别 为 1.4076 和 .568， 平 均值 是 
1.49， 而 准确 解 是 1.5， 得 到 了 比 一 阶 近似 更 好 的 结果 。 
可 以 用 数学 语言 来 技 述 浆 RM。 对 求解 下 列 微分 方程 


中 一 Le =0xEE>IO 10.2.8a)} 
人 [10.2.8Dby 
证 (二 站 全 (10.2.9c) 


其 中 N[ 是 YY 的 微分 算 符 ，S 是 求解 区 域 Y 的 边界 。 如 选择 ytz) 和 线性 无 关 的 试 函 数 
组 | 二 人 满足 : 
TXT FE YY) 工人 号 【10.2.9) 
于 一 和 全 
这 样 方程 (10.2.8) 的 近似 解 去 为 : 


Mi 
背 (t) 一 (t+ et)eiCt 工 ) (10.2.10) 


ys=1 


注意 这 解 自 然 满 足 式 【10.2,8c)， 但 不 满足 式 【10.2.8a) 和 式 【10.2.8b)。 如 果 将 式 
(0.2.107 代 大 式 【10.2.8ay， 风 得 到 的 残 差 余 量 方程 


民 让 让) 二 下 一 入 ( 二 1 (10.2.11) 
会 不 等 于 堆 。 同 样 也 可 议 得 到 不 满足 边界 条 人 忻 的 残 差 杀 量 
于 
Refz)=b(xz)- >el0)axf0,x) (10.2.12) 
WRM 考虑 余 量 在 选取 M 个 权 函 数 loikxi 下 取 胃 小 ， 即 
| Rudy 一 昌 【10.2.13) 
常 有 几 种 方法 选择 权 因 数 。 
全 Galerkin 有 限 元 法 直接 选用 试 画 数 作 为 权 画 数 ， 即 : 
ri 二 1， 了 二 ,2 ft0.2,14) 


@ 配置 法 ”了 到 配置 点 的 个 数 等 于 未 知 系 数 的 个 数 ， 利 用 余 量 在 配置 点 钼 故 于 零 来 求 得 
末 知 系数 ， 也 就 是 : 
io Sr 一 )， 了 =12 0， 朵 (10.2.15) 
其 中 Bfx 一 癌 ) 为 Dirac 函数 。 
地 子 区 域 法 将 区 域 V 分 成 志 个 子 区 域 ， 子 区 域 的 个 数 同 未 车 国 数 相 同 ， 使 求解 的 森 
知 系 数 满足 余 量 的 平均 介 在 每 个 子 区 域 痢 为 才 ， 即 : 


| (=1，2，…M) (10.2.16) 
0 
| Rdy =10 (10.2.17) 
， 
岂 最 小 二 乘法 ”选择 权 咕 数 满 丘 : 
= j=1， 2，…，M (10.2.18) 
纯 
这 时 有 
| R 写 av = 0 = 2 (10.2.19) 
7 7 


了 了 


下 面 先 介 绍 有 限 元 法 。 
第 三 节 有 限 元 法 


有 限 元 方法 《Finite Flentcnt Method，FEM) 可 用 米 求解 常 微分 方程 〈 组 ) 边 值 问题 和 
仿 微 分 方程 〈 组 )。 当 求解 的 由 微分 方程 【PDE) 中 空间 变量 的 儿 何 茶 件 复杂 时 ， 使 用 FEM 
来 解 问题 是 首选 的 方法 。 内 FEM 将 解 空 间 分 成 简单 的 几何 单元 《有 限 元 ) 对 各 个 有 限 元 求 
解 PDE， 然 后 峙 将 各 个 单元 解 整 台 ， 通 过 各 有 限 元 解 芷 音 巨 他 于 满 征 连续 性 ， 册 以 获得 整 
个 空间 上 的 EDE 解 。 

用 下 EM 求解 问题 有 多 种 方 话 ， 旭 Galerkin 法 、Ritz 活 等 。 但 一 盘 的 FEM 都 包含 下 列 
基本 步骤 ,这 里 采用 Calerkin 法 求解 在 一 维 空间 内 进行 一 级 不 可 逆 等 漫友 应 的 莹 率 央 于 问 
题 ， 来 说 明 FFEM 的 具体 步 票 。 一 维 空间 内 进行 一 级 不 可 道 等温 反 频 的 方程 为 : 


也 
-ozc=0 (10.3.1) 
定 
9 (0) = 0， c(1)=1 
1] dr | 
?= 册 人 - | cd 


在 = 昌 时 用 MAPLE 有 求 本 癌 题 的 埋 论 解 : 
> Teact: 一 diiffekX) X 囊 2) 一 PSis 区 C 天 一 站 


昌 。 
feet :一 (cj 十 各 = 


> solul ;= 三 dsolvet iteaetyet ly 三 上 DerfO 一 Deftxyy li 








名 十 重 Y 下 和 生 >) 
Ce 所 已 
-1 = 一 人 人. 一 -一 -十 = 
So 1 人 [ee 万 下 1 [RiT1 
> solu2r = 一 substpbsi 一 和 ,solul ) ; 
6p16z) c6ef -6z) 


sofz2: 一 人 人) 一 feizT1 二 (e+1 
> Su IntAexEDC 基 X) 十 xb 一 日 上 XDAeXDIG) +Texpf 一 昌 )) 一 0. 1) 


Sozt3:， 一 | 也 他 





5 
Teact ee 导 : 二 evalft scoiu3 二) ; 
reect _err: 三 ,1667 
一 、 离 散 化 
首先 将 区 间 [0,1] 均 印 分 成 X + 个 点 【也 就 是 上 = TAN， = 大， 其 中 中 =0， 
1，…%， 有 N)， 将 区 间 | ar- 沁 为 有 限 苑 二。 


二 、 有 限 元 方程 
选择 有 限 元 基 责 数 抽 (z) 及 相应 的 导数 租 (r) 为 : 
上 1 7 1 工 “ 下 TS 
由 (zy yi 扣 (7) 一 1 一 1 让， JS 二 | 10.3.2) 
0 ， [， 开 袜 1 


了 了 2 


果 数 如 下 图 所 示 。 


用 页 (zz) 的 线性 组 台 来 近似 函数 c(z)， 取 
AN cfzy 庆 cnvftz) 三 》，ak 凤 () f{10.3.3) 


TEL YE Et+1 其 中 fc 为 未 知 待定 系数 。 求 出 这 些 系 数 ， 也 就 得 到 近 
似 解 函 数 c fr) 将 cnw (rz) 代 人 人 方程， 可 得 残 差 ， 


2 
Revw) = -aov- 的 er [0.3.4) 


三 、 残 差 最 小 作 
采用 Galerkin 六 法 使 残 差 最 小 ， 民 


了 


1 ] 
| 民 4cw)cevwdz 三 上 ( 训 o 加 gzew jevdz 
由 0 
四 四 cs -站 (只 ) ?| 2 加 
=- | cv 和 [ 蔡 j ar- 昌 Cew>dr =a (10.3.5) 


对 于 CN， 在 有 限 元 R 上 (也 怠 是 站 所 工 挟 Tri 有 CN) = 让 《 工 十 ar + 由 和 
cz)= (+crti ， 在 其 他 区 间 上 为 零 ， 加 此 上 坏 为 : 


> 六- (cs PCcv)] dz= 2 下 芋 环 1=0 (10.3.6) 


让 = 了” 民 





这 里 
2 1 ， 1 一 1 好 
县 = | -fewjicdr = 一 (er asrl) | 《10 .3 .7) 
at 一 1 工 ak+l 
1 2f2 1 全 
下 =| -evwyedr 一 【ar e+l】 得 | 【10D. 和 .8) 
二 6 1 2 女 E+ 1 
了 町 、 整 合 求解 
取 A=14，N=4。 当 =1 时 ， 则 求解 的 加 题 为 : 
-4 400 0 cl 241 十 23 
4 -4 0 0 0|12: | 呈 十 222 
0 0001aa = 条 0 [10.3.9) 
0 0000 01as 站 
0 00 0 0|Lai 0 
同样 当下 =2 时 ,有 : 
一 十 4 0 0 | < 十 冯 : 
4 一 8 4 10 他 了 人 1 十 二 2z 十 如 3 
了 
0 4 -400|as = 站 + 2 (10.3,10) 
0 0 000la 0 
[0 0 00 0 1 | 0 


如 此 进行 ,最 后 可 得 到 : 
了 3 


-4 0 0 01fai “21+ 42 

4 一 4 0 0 12: 5 41 十 4a2+a3 

0 -8 0| | as ao 二 4a3+as (10.3.11) 
0 0 0 ] C 5 247/0- 


其 中 ,最 后 一 方程 已 用 边界 条 件 代 人 。 
用 p=6 代 和 人 求解 上 述 线性 方程 组 ,可 得 到 ca = 0.00233, a; = 0.006$1, ai; = 0.03414， 
2a4=0.18467 和 as=1.0。 效 率 因 子 为 : 


7 二 | cdz = > 六 让- %(z)dz = = 0.1816 


此 时 效率 因子 的 准确 解 为 0.1667。 如 果 对 有 限 元 采用 二 次 多 项 式 , 则 可 求 得 效率 因子 是 
0.1715 ,提高 了 解 的 精度 。 
在 上 面 用 Galerkin 有 限 元 法 求解 的 过 程 中 ,没有 考虑 < = 0 的 边界 条 件 , 也 就 是 说 试 函数 
不 需要 满足 导数 条 件 ,这 样 做 当然 是 近似 解 不 完全 符合 边界 条 件 , 而 z=1 的 边界 条 件 是 加 入 
到 求解 方程 中 去 的 。 当 微分 方程 的 最 高 导数 项 为 二 阶 , 这 种 对 一 阶 导 数 边界 条 件 的 处 理 方法 
是 采用 了 自然 边界 条 件 来 对 求解 问题 进行 近似 处 理 。 这 里 仅 用 例题 说 明了 有 限 元 法 求解 问题 
的 基本 步骤 ,对 于 基于 变 分 原理 和 前 分 插值 的 一 般 有 限 元 方法 可 参阅 有 关 书 籍 , 作 进一步 学 
习 , 因 有 限 元 法 具有 很 广泛 的 适应 性 ,特别 适合 于 几何 物理 条 件 比 较 复 杂 的 问题 , 且 有 标准 化 
的 程序 可 供 使 用 。 为 此 ,下 面 给 出 一 个 例子 ,采用 MATLAB 的 PDE TOOLBOX 求解 , 因 
MATLAB 中 的 PDETOOL 就 是 应 用 有 限 元 方法 来 离散 空间 二 维 变量 的 。 

例 10.3.1 在 二 维 区 域内 求解 Poisson 方程 : 

-VCcVaxl)+aut= 大 

其 中 c=1.0，a=0.0 和 jJ=10.0。 求 解 区 域 复 杂 ， 如 下 图 所 示 。 边 界 条 件 有 Dirichlet 和 
Neumann 两 种 ， 曲 线 边界 为 Neumann 边界 条 件 (axvenz = -5, 7 为 & 的 法 线 方向 ) ， 直 线 
边界 是 Dirichlet 边界 条 件 (xx = 0)。 求 解 过 程 在 PDETOOL 的 GUI 环境 中 实现 ， 即 下 面 的 
MATLAB 求解 程序 由 PDETOOL 的 GUI 环境 自动 生成 ， 其 中 命令 pdetool ( refine ) 就 可 以 
实现 区 域内 有 限 元 的 细 化 过 程 。 


“% Solve PDE.: 
pdetool( solve ") 











求解 区 域 .区域 的 初始 有 限 元 及 有 限 元 细 化 
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funetion pdermodel 

[pde_fig,ax| = pdeinit; 

pdetoolf abppl ceb ,1); 

pdeteool( snapon ，on ) ; 

sett 8SX，DataAspectRatio ,[ 上 1 工 7) 
set{ ax，PiotBoxAspeetRatio ,[1.5S 1 1 工 ); 
sert ax，XLitm ,|[ 一 1.5$1.5]); 
setfax，YLim ,| 一 LT) 

set(ax， 久 TickMode ，auto ) ; 

sett ax ，YTTickMode ，auto ) ; 
paletoctt gridon ，cn )j 


听 (TeconmtetTy description : 

Pdecire 一 全 .5 一 站 ,200.40，eCl ) 

bdsrectf([ 一 110 -0.40]，R1L 7 

pqereet([0.S10.80 一 个 60] ，R2 ) 

bdecireft0.5;0.20,0.40，C2 

sett findobifget(pde 了 Tig，Children )，Tag ，PDEEval ) ，Stting ， (Cl1+RILI+ 了 2) 一 C2 


9 Bounxdlatry conditions: 

hdqdetoal( changarnaode ,0) 

pdetool( removeb ,[8101113162023 | 
pdesetbqf20，neu ,1, 0 ，-5) 

Pdesetbdt tb，neu ,1 .0 ， 一) 
bdesetbdt18，neu ,1 ,OO ， 一 SS ) 
phdesetbdft17，neu ,1 ,0 ， -3 ) 

pdesetbdt 16 ，neu , 革 ， 0 一 了 


bdesetbqdf 15 ，neu ,1 ， 一 5 ) 
Pdesetbhdt 14 ，neu ,1 ， or -号 
padesetbd13，neu ,1 ， 一 和 | 


pdesetbdf12，dir 人 0 ) 
bpdesetbdflly dr ,1 1 0 ) 
pdesetbeili0，dir ,上 1， 1 ,0 ) 
pqdesetbdf9，dir ， - | 六 ) 
pdesetbhdft8，dir ,1，] ,人 
bdesetbdf7，dir ,1，1 0 ) 
pdesettbdft6，qir ,1 ， 了 ,从 | 
pdesetbdfs， dif ,1，1 0 
pdesetbqd(4，qir ,1 ， 0 
bdesetbdf3，d 册 Fr 1， 二 0) 
pdesetbdt2 ,qir ,1,，1 ,0 ) 
pdesetbdf1， dr 1， 1 0 ) 
9 Mesh generaticn : 
setuptopk pde ig，Hgrad ,1.3) 1; 
setuptoptpde fig，refibetmethod ，repujar ); 
pdetoalf initmesh ) 
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pdetool( refine ) 
pdetool( refine ) 


% PDFE coefficients : 

pdeseteq(1,71.0 70.0710.0 771.0 0:10 ,70.0 70.0 [0 100]7) 
setuprop(pde_fig，currparam ,[ 1.0 ;0.0 ;10.01.0 ]) 

% Solve parameters : 

setuprop(pde fig，solveparam ，. . . 

str2mat( 0 ，2880 ，10 ，pdeadworst ,0.5 ，longest ，0 ，1] 下 -4 ，，fixed ，Inf )) 
9% Plottlags and user data Strings : 

setuprop(pde_fig，Pplotflags ,[111111110001101001]); 
setuprop(pde_fig，colstring ，) 

setuprop(pde -fig，arrovwstring ，) ; 

setuprop(pde_fig，deformstting ，) ; 

setuprop(pde_fig，heightstring ，) ; 


% Solve PDFE : 
pdetool( solve ) 


例题 解 结 采 图 示 见 下 图 。 


Height: 16 


2 





从 上 面 的 WRM 和 FEM 的 求解 过 程 可 看 出 : 微分 方程 的 近似 解 是 通过 选 配 置 点 ， 计 算 
配置 函数 的 系数 得 到 的 。 如 配置 方法 能 直接 求 取 配 置 点 处 的 函数 值 ， 而 不 是 配置 点 处 的 系 
数 ， 则 不 失 为 是 一 有 效 的 方法 ， 由 此 出 现 了 正 交配 置 法 。 


第 四 节 ” 正 交配 置 法 


配置 晒 数 选用 正 交 多 项 式 的 配置 方法 称 为 正 交 配置 法 (有关 正 交 多 项 式 的 简介 见 附 录 )。 
与 配置 法 相 比 ， 正 交配 置 法 有 如 下 优点 : 外 配置 点 自动 选取 ， 为 正 交 多 项 式 的 零点 ， 这 样 做 
可 避免 配置 点 选取 的 任意 性 ; 四 随 配 置 点 增加 ， 计 算 误 差 减 小 快 ; @@ 直 接 求 得 问题 在 配置 点 
处 的 数值 ， 而 不 是 配置 多 项 式 的 系数 。 正 交配 置 法 的 基本 点 是 选取 在 [0,1] 区 间 正 交 的 多 
项 式 ， 将 多 项 式 的 零点 作为 配置 点 ; 构造 求解 问题 在 配置 点 处 误差 为 零 的 格式 ; 求解 代数 或 
微分 方程 组 ， 得 到 配置 点 处 求解 问题 的 数值 解 。 作 为 处 理 边 值 问 题 和 进行 空间 变量 离散 化 的 
正 区 配置 法 ， 按 边界 条 件 和 求解 问题 方程 形式 的 不 同 ， 可 分 为 非 对 称 和 对 称 两 种 形式 。 所 谓 
非 对 称 正 交配 置 形式 ， 其 问题 配置 格式 包含 两 端点 0 和 1， 也 就 是 配置 函数 在 两 端点 满足 方 
程 的 齐 次 边界 条 件 ; 而 对 称 正 交配 置 形式 仅 包 含 满 足 端点 1 的 齐 次 边界 条 件 。 这 样 做 的 目的 
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可 使 对 称 正 交 配置 形式 自然 包 合 0 端点 的 对 称 边 界 条 件 9y/zl.-o=0， 人 使 求解 问题 的 形 元 
更 简单 。 下 图 为 非 对 称 〈a] 和 对 称 《bi 两 种 正 交 配置 形式 的 配置 点 的 图 示 ， 其 中 N 称 为 内 
配置 扎 。 对 于 非 对 称 情况 ， 包 括 两 端 点 的 配置 点 疮 个 数 为 RN+2 个 ; 而 对 于 对 称 情 况 ， 包 括 
一 端点 的 配置 点 总 个 数 为 六 +I 个 。 


由 此 可 以 看 出 ， 正 交配 置 法 适用 于 求解 微分 变量 范围 在 区 间 [0，1]j 上 的 问题 ， 对 于 拉 
述 实际 问题 的 微分 方程 ， 其 微分 变量 区 间 常 不 在 该 范围 ， 需 采用 变量 无 因 次 方法 ， 使 变量 的 
区 间 化 为 [9，1j。 

下 面 分 别 介 绍 非 对 称 和 对 称 的 正 变 配 置 格式 的 具体 形式 。 

一 、 非 对 称 正 交 配置 法 

”选取 满足 齐 次 边界 条 件 的 正 区 多 项 陈 : 


nm 


yzHzt az) SuP i(z) (10 .4.1) 
其 中 ，N 为 内 配置 点 数目 。 
定妆 可 和 包 人 阁 权 重男 数 丈 fr)20 的 老 项 式 满 足 正 变 条 件 为 : 


| mw(z)PiCz)Pu(z)dz -0 天 雪 关 -1 (10.4.2 
报 简 单 的 情 驶 是 权 三 (zy=1 。 由 此 就 可 确定 正 交 多 项 式 和 配置 点 。 举 例 来 说 ， 权 : 


Pu=1， 了 PiI=1+ar， PP =1+cz+dzr 
一 | ! 过 人 1 有 
南 正 交 条 件 式 10.4.2)，| PuPidz = 0 = | (1+ tdz， 可 得 = ~ 2， 由 此 可 得 Pi| 广 = 0。 
{ 
同样 ， 通 过 正 交 条 件 可 有 | PuPadz = 0 = | 书 Pzdr, 可 得 c= -6 入 =6, 在 工 - 


二 (1+ 鱼 亲 ， 有 Pa(z)=0 。 配 置 点 取 这 些 正 交 多 项 式 的 零点 ， 就 是 确定 的 ， 不 再 是 任意 


的 。 下 面 来 看 如 何 利用 这 些 确定 的 配置 点 ， 来 构造 配置 点 处 变量 的 导数 和 变量 的 积分 。 
为 得 到 的 导数 垂 阵 形式 简单 ， 式 10.4.1) 为 多 项 式 ， 等 价 为 ， 


和 岂 十 > 


?= 2 dizri 1 (10.4.3) 

在 配置 点 处 的 函数 及 其 导数 表达 式 是 : 
四 二 Y， iT 《10.4.4) 
5( zi) = Y， 二 人 一 1 (1]0.4.5) 


1 一 
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JI+z 


和 (= 直人 全 一 1) 人 一 2 (10.4.6) 

写成 矩阵 形式 ， 有 : 
?= 人 ， 9 = CU， 3- pd 【10.4.7) 
吕 OCT2 3 (10.4.8) 


其 中 , 上台 ，C 和 万 为 (NMN+2)xftN+2) 的 算 阵 。 求 解 上 面 第 一 个 方程 得 到 中 代入 导数 方程 ， 

记 4=CR  ， 瑟 =PQ - ， 则 可 得 

也 

5 二 = DO 3 = 了 
这 尾 ， 喜 将 变量 的 一 阶 和 二 阶 寻 效用 变量 的 线性 给 合 来 替代 。 同 样 ， 变 量 的 积分 世 可 利 

玫 二 次 式 离 散人 化 得 到 : 


dy 1 ，_ 
CR ?了 = 4y， (10.4.9) 


on 


| rz)az = >， 本 ,Fi) 


其 中 研 ) 是 用 于 求 取 末 数 积分 的 系数 ， 注 意 这 不 变 亲 正 变 条 件 中 可 选 的 权重 罗 (z*) 相 混 消 。 
为 求 取 厂 ， 上 到 捕 = 关 ， 则 : 


10 .和 .101) 


区 WO= 了 或 不 = 队 : ， 贝 此 


| 
] vdz 一 >， 看 (1104.11) 
了 -1 


这 样 ， 通 过 对 微分 方程 进行 正 交 配置 ， 微 分 方程 中 的 导数 和 积分 变 为 配置 点 处 变量 的 线 
人 第 组合， 而且 系 数 皇 阵 4 ， 五 和 向 量 Wy 可 册 配 置 所 的 计算 得 到 ， 是 确定 的 。 表 10-1 给 出 了 
非 对 称 情 说 的 前 几 阶 配置 点 大 相 旋 的 积分 系数 。 其 中 配置 点 为 Jacobi 正 交 多 次 式 在 =f 人 和 
有 =0 时 的 零点 《Jarehi 正 交 名 项 式 乞 附 订 )。 


fw -| 之 


证 : 络 定 所 个 本 妓 旧 ， -了 


二 、 对 称 正 交配 置 法 


立 


.5S0000 00000 


员 .21132 44 生 各 3 
必 .7 了 SS 和 7 人 1 和 4 各 
收工 2 生生 3 
0 .50000 00000 
是 . 员 胡 7 日 吕 卫 了 村 折 
全 铀 4 二 4 本 这 
.33000 94785 


0 .66666 66667 
0.50000 00000 
0.50000 00000 


0 .37377 77778 
和 .44444 44444 
0 .27777 77778 
1t7392 742236 
0 .32607 25774 





一 -一 


0 .66999 052] 有 8 
,93056 81558 
0,04691 00371 
0.23076 53450 
0.50000 00000 
0.76923 46551 
01.95308 99230 


由 于 杰 量 关于 零点 对 称 ， 可 选取 关于 za2 的 正 交 霓 项 式 ， 


了 了 攻 


= YL 1 十 【1 一 六 2 > Pr 


二 


鲜 ， 


已 


日 .1 辣 9 7 
中 ,11 吕 4D 344 之 5 
由 .231 呈 3333 
自 .2 仿生 直下 二 二 呈 二 
.23931 43353 
各 -各 寺 和 3 中 和 2 


9 TY 1= 站 和 rw 一 1 M 1， 杂 = 研 :=1x6 新 六 芝 2 看 1= 全、 3 = 小 。 


(1D.4.12) 


0 .352007 25774 


其 中 ， 六 为 内 配置 点 数 日 。 由 于 此 方程 区 于 z 轴 对 称 ， 故 39yv3z|z=o=0。 
同 非 对 称 情 况 一 样 ， 定 义 可 包含 权重 函数 环 (z)0 的 多 项 式 满足 正 交 条 件 : 


1 
| W(z)P(z2)P (zzartdtz 0 过 闪 -] 
四 


W(zr ) 是 选取 的 权重 冰 数 ， 一 般 选 古 (z=1- 妆 或 W(r)=1I。 方 程 中 a=1， 2 或 3 分 
荐 表示 几何 平面 、 圆 柱 或 球 悼 。 为 得 到 的 导数 定 阵 形式 简单 ， 式 〈10.4.12) 可 写 为 : 


?= 之 1 dz (10.4.13) 

在 配置 点 处 的 函数 及 其 导数 表达 式 是 : 
3 了 站 二 ae 人 (10.4.14) 
9x( 巧 ) = SU (2 27723203 (10.4.15) 





冯 习 d 妆 : = 1 一 
YV“yfzi) = 1 二 位 (z) 有 = 2 di 人 2 -2)[027 一 3)+e 一 1 


(10.4.16) 
注意 这 里 变量 的 二 次 导数 为 Laplace 算 符 ， 只 有 当 e=1 时 ， 才 有 与 瞧 量 二 矢 寻 数 的 形 亏 相 
同 . 写成 算 阵 形式 ， 有 ， 


= 0d，57=- Cd，v27=Dd (10.4.17) 
和 ii， 人 (2 一 2 DT(28 一 3)+@ 一 1 (10.4.18) 


其 中 , 四，C 和 D 为 (N+1) x (N+1l) 的 矩阵 。 求 解 上 面 第 一 个 方程 得 到 咏 代 人 导数 方 
程 ， 得 : 


0 - COr-y 人 4Ay， viy = po-y 全 By (10.4.19) 


同 非 对 称 正 交配 置 格式 一 样 ， 变 量 的 积分 可 表示 为 如 下 的 变量 线性 组 合 ; 


| Idrz = Wo (10.4.20) 


其 中 的 太 , 计算 也 同 非 对 称 正 交配 置 格式 一 样 古 = 了 -1 六 = zi 

从 上 面 的 介绍 可 清楚 地 看 出 ， 非 对 称 正 交配 置 格式 同 对 称 正 交 配置 格式 在 几 方面 有 所 不 
同 : 首先 是 号 置 正 交 多 项 式 的 不 同 造成 配置 点 不 ~- 笠 ， 其 次 是 非 对 称 情形 包含 0 端点 的 情况 ， 
而 对 称 情形 不 包含 0 端点 的 情况 ， 且 在 0 端点 对 称 情形 自然 满足 对 称 边 界 条 件 3y/az|,-o=0。 
由 于 这 些 不 同 之 处 ， 结 果 形 成 两 种 配置 格式 在 内 配置 点 个 数 相同 为 N 时 ， 非 对 称 正 交配 置 
点 的 总 数 为 N+2， 而 对 称 正 交 配置 点 的 总 数 为 N+1， 同 时 系数 矩阵 4 ， 召 和 疝 量 鲜 也 不 
一 样 ， 用 维 数 也 相差 1。 

将 正 交 配置 格式 区 分 非 对 称 与 对 称 的 情况 ， 是 为 求解 问题 的 方便 和 简单 而 提出 的 。 如 果 
对 可 以 采用 对 称 正 交配 辆 格式 的 方程 用 非 对 称 正 交配 置 格式 来 处 理 也 是 可 行 的 ， 这 时 要 注意 
两 点 : 第 一 是 要 在 非 对 称 配置 格式 的 求解 的 方程 中 ， 包 括 对 称 边 界 条 件 3y/ax|.-n=0 的 配 


剖 卫 


置 方 程 ， 即 >, Aiay = 0 ， 也 就 是 说 需 增 加 一 个 方程 。 第 二 是 二 阶 和 导数 问 题 ， 即 : 


了 


V2y(d,) = 革 世 : 业 ( 站 = 2 《10.4.21) 
其 中 上 标 号 表示 是 对 称 时 的 一 阶 导数 系数 拭 阵 ， 如 采用 非 对 称 配置 格式 ， 则 


a-1ltd 号 
Ye3Pi) = 二 ] 人 人 1 (加 )) = 元 了 (2 十 (2 





1 Ni3 
人 (10.4.22】 
其 中 上 标 各 表示 是 长 对 称 时 的 一 防 和 一 阶 导 雪 系 数 答 孟 。 比较 上 两 个 方程 ， 可 清楚 地 看 到 
空间 变量 是 对 称 时 采用 对 称 正 交 配置 格式 给 求解 问题 带 来 了 简便 ， 辐 时 对 称 的 情况 还 包含 了 
边界 条 件 9yv3az|。-o=0。 
表 10-2 是 祖 档 数 mtz)=1 时 对称 正 交 内 配置 点 。 其 中 配置 点 为 Jacohi 正 交 多 项 式 在 
aa=0 和 PB=(a-2) 和 时 的 零 操 【Jacobi 多 项 式 见 附录 )。 当 权 本 数 mt(zy=1=-x 时 ， 配 置 
点 为 Jacobi 正 区 老 项 式 在 ea=1 和 8=(a-2) 避 时 的 堆 点 。 


霖 10-2 







《TELITIEtTY 


了 lata7 蕊 Yiindtrtcal 钮 bherical 











好 一 | 忆 二 也 好 一 本 

1 0 .57735 02692 .70710 67812 0.77459 66692 

2 0.33998 10436 459370 08434 0.53846 93101 
0.86113 63116 .88807 38340 0 .90617 934 色 

3 0.23861 9]861 .33S71 06870 0.40584 51514 
0.66120 93865 .70710 67812 0. 74153 11856 
0.93246 95142 .94196 51451 94910 79123 

4 0.18343 46425 .26349 92300 32425 34234 
0.52553 24099 .57446 45143 61337 14327 
0 .79666 64734 .818S2 94874 83603 11073 
和 .96028 9565 .96465 96062 96816 02395 

5 0.14887 43390 .21658 73427 26954 3156| 


全 .434339 53941 
站- 和 了 届 本 个 生生 有 了 
人 803 了 33 有 三 了 
各 .号 7 9 折 呈 2 全 
必 . 1 之 23 34085 
昌 . 36783 149950 
必定] 了 9 本 3 
匡 . 7 号 BOD 之 看 了 车 之 
人 90411 7 了 725 和 4 
各 .名 二 有 自生 3 本 


往 : 上 个 配置 点 =， 四 2 好 上 毕 定 ， 光 NTT 三 工 ， 


,0385 站 本 1 63 
.9071DD 和 7 人 12 
DR 234 厂 
. 届 7 之 后 本 447 


.373 321 1 
.十 1 斌 7 011 
-Dll7rD0 11402 
站 丰 之 了 5 和 4 
-91137 51660 
.297 4091 


3t908 间 1292 
3013 290056 
站 只 站 丰 写 9 
昌 7 2 站 5 和 1 


23045 83160 
.村 二 8 和 9 751 
.4234 与 33844 
-世人 157 中 呈 07 
,于 了 呈 且 30 切 2 
,98418 3054 字 


这 
一 


己 一 一 一: 





荃 于 由 述 正 区 配置 方法 可 编 出 计算 非 对 称 与 对 称 情 况 的 4， 吾 系数 矩阵 和 环 向 量 的 子 
程序 ， 在 本 书 FORTRAN 程序 库 中 名 称 为 COLLAB.,FOR。 下 面 的 程序 为 计算 4 、 台 系数 宇 
阵 的 主 程序 调用 COLLAH 芭 其 计算 结果 。 

和 

(本 HE PROCRAM CALCULATES THE MATRICESEOR CORTHGONAL COILLCN 二 TICN 

CEETFEKIIRNTSTOR SYMAMIETRIC AMNTD STRkVFTRIC FORMWM IT CAMN BE MEPSARRAETD 
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人 


和 
( 
人 
《- 
人 : 
(- 
各 
蕊 ， 
苇 
二 


1 


20 


0 


INPFUT YA 及 [ABLE 


N= MLMBER OF TNTFRIOR COLLOCATION POINTS 
了 = GEDMETRY FACTOR 

=- 1 PLANAR 

-=2CYLINDRICAL 

=3SPHERICAL 
I[IWw=INDICATOR (FE WEFIGTTS 

=0 WEIGHTS= 1 

-1 有 EIGHTS=1 一 入” 了 2 


LTEU 本 YARTEBLES 


和 = MATRLCES FOR FIRSIT DERIVATITYVE 

日 = MATRICES FOR SECOOND DERIVYATIVE 

本 一 RATRICES 了 人 RE 了 [LV 天 

和 二 YECTOR OF COOLLIONC ATION PDMNTS 

到 一 YECTOR OF COPFEFICIENT FOR JNTFECGRATIOMN 


IMPLICIT REAL 关 号 【NA 一 HL 一 Z) 

DIMENSION aASt19 191 ,RSC19 ,19) ,f19 ,19] ,XSK197 ,WSC191 
DIMFRNSION AAAt19 ,19] ,BAL19 19 ,XAK193 ,有 六 (19) 

DIMENSION DIFI1C19) ,DIF271193 ,TDIF31197 ,ROOTI197，VIC19 7 V21t19) 
DIMENSION XINTPI19) ,T(197BMATIU19,19) 

OPENI6,EILE= ORCO .OUT 

到 RITEU< ,7 JTJNPUT INIFER COILLOCATION POINT YEND= 0 
READ( > ,# ) N 

IF IN EGG.O CGO TO 200 

WRITEIE ,*) TIJNPUT GEDMETRY FACTOR: 1 PLANAR， TO3 SPHERICAL: 
READCT ,# ) TIS 


风 RITETIE ,5 VDICATFOR OF 故 FIGHT DEFOR 克 =1 ANDIEOR 祝 =1 一 其 和 人 


READU “TIW 

CALL COLLAAS,BS RS WS,19 NT ,TIS) 
NbP=N+1 

WRITRI6 SSYMMETRIC SITUATION : =， 
WRITEI6 YY POLYINWODMIAL ROOTS 关 ， 
随 RETELG， 【XSD TI= 1 ANP) 

是 RITRFRI6,* ) 

机 RITRI6 + 站 上 MATRIX 关 ， 

DO 20 TI= 1,NP 

WRITEL6 <) TASCTJ) 可 =1NP) 
RITRIG,*# ) 

到 RTTFRIG YY 有- MATRIX > 

[30 I=1,NE 

而 RITRIG6 ,+ TYTRSCTTT -1 NP) 
WRITE(6，* ) 
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一 一 一 一 玫 人 一 Per 一 一 一 一 下 症 王 ~- 下 一 - 


WRITEI6, 关 ) sx 而 -VECTOR = 
WRITEI6,# ) 【WSI ,JJ=1,NP) 
CALL JCOBIC19,N,1,1,6.D0,0.D0,DIF1,DIF2,DIF3 ,ROOTy》 
NT=N+2 
WRITEI6 ,+ ) 
WRITEI6,#* ) 
WRITEI6 ,< ) ”+ ASYMMETRIC SITUATION，* 
到 RITEIG6,x* ) THE POLYNDOMIAL ROOTS: 
DO 1i00 ,多 = 1,NT 
100  XAIEK)= ROOTIK) 
REITEI6,# )(XAITDT=1,NT) 
DO 140I=1.,NT 
CALIL PEFOPRI19,N1,1,I,1,DIF1,DIF2,DIF3,ROOT ,V1) 
CALL DEFOPRII9N 1,1[I,2 ,DLRE]1,DIF2 ,DIF3,ROGOT ,V2) 
厂 RJTEIG, 冯 ]) 
DO 110,K=1,NT 
110 AAA(T,K) = YLICK) 
DO 120, 攻 =1 ,NT 
120 BA,Ky = V27 开 ) 
WRITEI6, ) 【AAArT, 玉 ), 必 =1 NT) 
WRITEFI6,+ ) 【HAIL,K) , 久 = 1 NT) 
140 CONTINUE 
CALL RADAUI19, AN 1, 13.0.D0,0.D0,ROOT,DIF1,V1) 
WRITEL6, + 1 THFE POLYNOMIAL 殉 FIGHTS 
DO 1s50, 习 =1,NT 
150 本 上 A( 氏 ) =YHIK) 
列 RITEI6， 【ATI= 二 NT) 
GOTOD 5 
200 CLOSEI) 
STOP 
END 


METRIC SITTUATICIN 去 
+ 熙 LTIMWOMTIAL ROOTS 六 
口 ， 7 和 了 1 有 后 7 克 上 ] 看 邱 二 各 1.00000000000000 
站 -MA 民生 二 
34427127 了 ， 贡 袜 四 村 了 1 富 本 了 二 三 二 
一 才 .TOUUDnoo0nooonpDn 二 TOOUIDONDOODDD 
MT 及 [其 信 
一 芭 OUOOUDOODODDODD 3.0O0nOnonoonooonn 
8 OUUODOUDOOUODODD OODDODDOO0ooonD 
-MATRIX 关 
.sbDuUDDOOOUOODOnDO 3 和 守 生 斌 [71 


“ASYMMWMETRIC SITUATION，* 
JJ22 


THE POLYNDMRMIAL RAT 


0.000000000000000 世 TU .000000D00000b00E -的 1 t .DOUDDOODUDOUDDUDO 

-MATRTI 

-3.000000000000000 4.1UUDNO0OD0U00000 -00000000000000 

一 1.000000000000000 bb.000000000000000E + 000 1.000000000000000 
1.000000000000000 - 4.000000000000000 3.000000000000000 

“有 MATRI 人 二 

4.000000000000000 -OODODDOODODUOU 4.0000D0000000000 

二 .000000000000000 -3.000000000000000 4.0000000100U0000D 

4.000000000000000 -8.UDDOO0D0UDO0DOU0 4.00000D0000000000 

THF POLYNOMTIAL 守 ETIG 瑞 Ts: 

1.6600666066006607 世 一 TO 折 . 昌 66D6606600660 一 001 1.6666666066606607E 一 [0U1 


例 10,4,1 运 币 正 交 配置 法 求解 有 输 问 扩散 的 久 体 床 反 总 规 中 催化 尽 应 的 温度 舟 浓 讶 
分 布 。 柱 形 国体 床 反 应 项 中 催化 反应 的 温度 和 浓度 方程 为 


3T_ 131 3 
zz 人 Re) 











ac 工 口 cc 

zz 全 (7T) 

9T| _ac| -1 

吕 r = 一心 了 7 二 小 

如下 四 四 DO _. 
了 有 了 【= ， 了 | 心 


Try》 于， erD0y en 
其 中 只 (c ,了 T) 为 催化 反应 的 速率 方程 ， 其 形式 为 


RUc,T)=(1-cjer 
记 用 对 称 的 正 交 配置 方法 ， 有 王 面 的 方程 和 初始 条 件 : 
RD) 


9 一 a SB 才 PRCci Ti 
TO0) 一 了 0 cif0) 一 《hh 一 品 
迪 界 条 件 为 ， 


上 二 上 mm+1 


> 4 一 Bi TN+1 了 ， 2 wsrtaci 一 吃 


将 温 庆 各 浓度 的 边界 条 件 代 人 微分 方程 组 ， 消 去 边界 值 ， 可 得 2N 个 常 微分 方 穆 组 ; 而 
将 两 边界 条 件 的 代数 方程 同 2N 个 党 微分 方程 组 联合 ， 就 组 成 2N +2 个 微分 代数 方程 组 。 
结合 正 交 配置 系数 的 计算 程序 与 常 微 分 方程 组 或 微分 代数 方程 组 求解 程序 ， 可 得 到 固 侍 床 反 
应 器 中 的 温度 和 旅 度 分 布 ， 下 面 是 兆 岩 和 浓度 分 布 的 计算 结果 (方程 求解 参数 : ge =a =1， 
有 =0.3， 有 =02，7=20，DBi =1，T 了 .=0.92)1 
rr .DouUDT+ OO 200 记 下 由 .二 00TD 1 DO -全 站 二 0 .SODD+DUD DoD + 习 ] 
xz- .100D- 皇 
工 .1U0TD+Ui . 让 D 二 二 ,和 各 二 . 100D+D1 .100DTDUi .9991D + 0D0 


JJ23 


CC .300D0 04 3300 一 04 
2 半 100D 一 1 

本 ,100DrDUl .100D+D1 
CC .301D- 的 .301D 一 0 
z 二 1090D-01 

下 .100D 1+101 -100 记 + 1 
C .306D-02 .306D 一 必 2 
z 二 ,人生 辕 十 自生 

下 ,112i 十 古 102 十 全 1 
CC .359I 一 UL -330 一 D1 
z 二 ,20DD 二 D 

工 .1041+ 纺 1 .04 让 1 
CC ,796DP 一 1 ,13 一 匡 ] 
z 二 .400 记 + 0DU0 

T -10D+0DL .109D+Ui 
守 .205DA+O0 200 00 
Fr 一 .300T 地 

由 .1L17D+DI] .1116D+D0L 
六 .348D+00 336 的 
z 一 .在 刀 站 癌 十 昨 性 

本 .1393T+ IE .5 各 ] 十 全 1 
各 .站 站 > 十 从 二 ,OnT3 二 站 1 
7 二 7300 二 0 

| ,153 410] . 1553D 十 ] 
CC .100D+0Ll .100DF0 
z -= .00T7 TD 

工 -148D 1 RUI .1]47I+D1l 
人 .100D2+D1 .oO0D ED 
7 二 . 芭 下 上 DO 

工 .140D+OL .139D101 
已 ,DJ 二 1 .101IDT DUOL 
z 一 -LODT1 DO 

工 .133 二 HL ,133 记 十 妇 ] 
.100B+ 驴 1 .站 它 十 1 


3300 一 04 


.100D+ 1 
.3 攻 1D 一 (3 


.190D+ 1 
.3306 一 习 


102Z+ 六 1 
. 343 一 0 


. 103 也 二 纪 ] 
. 746] 了 站] 


-108[DT+D0Oi 
.上 59DF bb 


.14D+L 
.313D1U0 


. 雪 结 1 十 节 工 
.号 二 1 二 屿 站 


153 1 NO 
.100TD+Dl 


.145D +1 
.10 + 


-1 了 372 
100 士民 


.31 和 4 
-了 好 全 1 届 


300 一 0 


.100D+ 0] 
.301D 一 03 


.100D + 和 1 
300D -1 


.总 1 十 并 
-323ID… DT1 


.102D +a1] 
-有 有 91 一 站 


.1UoD+ Di 
.175D+O00 


.111D+a1 
.zz74D+UU 


,多 ] 坊 才 身 ] 
.920T31 有 


. 1 4912 并 
.NID+DU1 


.141D+ 旨 ] 
.1 00 十 站 


.3 弘 已 十 站 | 
.和 已 士 届 1 


.2387+ 人 
.DOTy 了 和 


.300T -04 


100D1 01 
.301D -00 


1690D + 01 
.302 - 02 


10012 十 昌 1 
3003- 1 


,和 于 
.各 和 2 一 站 


.104 记 +Ui 
1641+ 0 


,二子 I+ 士 师 1 
.49T + DO 


.二 之 和 证 人 1 
.15 十 站 


.| 44D+uUl 
.00D31 01 


.351 二 站] 
.100D + 昌 ] 


.129D+Ul 
-100D+DU1 


.于 adjy 十 1 
100T + 0] 


.98T 一 (04 


. 乌 昌 7 有 十 站 
.了 站 “ 遇 3 


.093D+ 0UO 
. 守 全 号 攻 一 站 之 


.990D+ 0 
.32 一 曲 ] 


.06T7 + DO 
, 昌 33 了 2 一心 1 


102 了 TU1 
. 159 + 0 


.105D+ 0 
.了 4 和 二 各 


.116E+ Dj 
:二 4DD+ DU 


.1361DTD0DIl 
.100DD0Dl 


二 29 十 由 1 


.00D 记 + 站 1 


.230D+ U1 
100 二 总 1 


.了 19T + Di 
Diy+aT1 


注 : 本 二 可 用 来 进行 各 种 求解 方法 和 方 趟 练 可 ， 通 过 比较 计算 结果 ， 对 所 高 方程 求解 计算 能 力 和 加 深 
节 关 内 容 的 埋 解 有 很 大 帮助 。 练 习 和 比较 的 方式 有 过 种 : 上 面 纵 出 的 是 用 对 称 正 交配 置 格 式 进 行 径 癌 离 散 
化 ,求解 得 到 的 党 微分 方程 组 或 微分 代 效 方程 组 : 米 用 非 对 称 正 交配 置 略 式 进行 径 向 离散 化 ,求解 得 到 的 
凋 微 分 方程 组 或 微分 代数 方程 组 ; 同时 对 径 回 和 轴 向 苦 用 非 对 称 正 交 配置 格式 进行 离散 化 或 轴 向 采用 非 对 
称 正 变 配 置 略 式 、 径 回 对 称 正 交配 置 烙 式 进 行 离散 化 . 求解 得 到 的 代数 上 去 程 组 。 这 样 盆 可 加 深 理 解 对 非 对 


称 注 对 称 止 交配 置 格式 ， 提 高 代数 方 竹 组 、 币 疆 分 方 释 组 和 微分 代数 方程 组 的 数值 求解 计算 的 能 方 。 


例 10.4.2 和 烘 拟 计算 阁 柱 形 辕 定 床单 组 分 吸附 过 程 的 动态 行为 ， 其 中 吸附 剂 颗粒 为 球 
形 。 描 述 固定 床单 组 分 吸附 讨 程 的 数学 模型 如 下 - 


边界 条 件 ; 


.2 拉 


7 








_ 2 ] = 工 2 :29 
D(5 产 引产 了 了 r Dr ”Dr 
tr 一 盖 昌 
29|  - 
叶 玉 r 一 昌 
| 9 1 
了 一 开 一 一 
了 广 六 二 号 Le 开 | 


《1 ) 
人 2) 
(3 1) 


(二 


2 好 
































日 1 一 eY|3R | = 
外 部 流体 :一 Du 3S+o 区 + 引 = (1 和] 全 (ceD -2 (5 
边界 条 件 : 六 了 | = 一 ac 一 cso) (6) 
日 加 
隐 | .= (7) 
其 中 吸附 等 温 线 为 线性 。 方 程 (1) ~ (7) 的 无 因 次 形式 如 下 。 
aQ@_1a1 :3Q 
弛 粒 扩散 : QQ - 上 人 9 (8) 
初始 条 侍 ， Qyrz=0)=0 (9) 
边界 条 件 : 队 | -0 《0) 
闻 上 9 = 了 
1a@| | -1 
二 = 外 QQ (1 
-了 -=- 尼 ，=- 工 < 
其 中 ， (Q=Qr= 谍 ,= 下 ,= 
之 
外 部 流体 ; 反 - 站 5-W% 到 -3WlD-Qa (12) 
边界 条 件 ， 于 | = -PelUlzee 一 Do (13) 
at 
元 = (14) 
加 二 一 下 加 山 民 < 三 
其 中 : [= 5 .= 二 这 放 


在 固定 床单 组 分 吸附 过 程 中 ， 床 层 中 流动 相 的 组 成 《D) 是 时 间 (【r) 和 沿 床 层 轴 困 位 
喷 (z) 的 函数 ， 男 定 相 中 组 分 的 吸附 量 〈 妨 ) 是 时 间 {z) 和 沿 吸附 谢 晒 粒 径 向 位 置 《7) 
及 床 层 轴 向 位 置 (xz) 的 荔 数 。 采 用 对 称 正 交配 置 格 式 对 颗粒 径 向 位 置 进行 离散 化 、 非 对 称 
正 交 配置 格式 对 床 层 轴 向 位置 离散 化 ， 这 样 ， 在 床 层 轴 疝 上 用 (M+2) 个 了 配置 点 、 颗 粒 径 
向 上 用 (CN+1) 个 配置 点 ， 无 因 次 方程 (8) 一 (14) 转化 为 常 微 分 方程 组 【ODEs) 。 


颗粒 扩散 : 5 攻 - 80DQ (01eND MT (15) 
二 人 
边界 条 件 : 去 24(N+1D 必 = 直下 -9 =LM+2 (16) 


呵 
FED -人 4ACON HT1TD)GQ 
TAONTDNADTE 0 1MT+ 3 (7) 
= NT+15=1 RM+2 


式 !16) 可 化 为 : CN 一 


. _ 。 ] __ 玫 EL 1 
初始 条 人 忻 :r=0 时 ， CN 一 AN ANTITT+E (1 全) 
全 =0 人 iT=1 MT+2) 【19 ) 
外 部 流体 ， 
几 工 六 归 局 忌 人 
= 一 1) 一 -1 
王 = 下 Br L 归 六 4 站 避 3 幅 [ 局 声 】 (20 ) 
(Dj = 2, 袜 十 工 ) 


429 


朵 1 


边界 条 件 : 24rtiDi=-Pel- Di) (21) 


W 革 + 
> ,ArfM+2,DL = (22 ) 


4 一】 


式 (211) . 式 122) 可 化 为 : 


sf 二 上 


Pe + >,Axr(liyUn 一 


对 + 


凤 z1,AT +2) 
MT MAr0GMT2 23) 


ArzrtlM+2)4zCM +2,1) 
AzfM+T2,AMT+2) 


= 


局 三 
Pe 一 站 zf 人 1 1L)》 十 


二 


DArfM+2U+ArM+21)UIn 


LN+z 二 一 《24) 


Arfadf+2,M+2) 

将 床 层 边界 条 件 式 (23)、 式 (24) 和 颗粒 边界 条 件 式 (17) 分 别人 带 人 床 层 方程 《20 ) 
和 颗粒 方程 (15) ， 消 去 塘 界 点 LT1，UDnur，QGkh:1， 得 到 的 常 微分 方程 组 由 床 层 浓 度 M 个 
方程 和 颗 烷 吸附 量 N (MT+2) 个 方程 组 成 。 下 面 给 出 的 是 调用 正 交 配置 系数 矩阵 和 常 微 分 
方程 求解 程序 LSODE ， 求 解 方程 【15) 和 方程 (20) 的 FORTRAN 主 程序 。 


二 WwWFRRIE AL IMTL LATTION OFE 上 下 [DRBED ADASCOREEPTIION COLUMN BY THE METIHOD 
DEF DRTHOGONAL COLLOCATION THE RXAMPLE TIS 了 ROOM THE PAPER OF RACTIAYAS 
AMNTD RUTSHYFEN APPEARPD IN 和 ITJIEJ，V29161，922 一 925(198 了 3 


了 下 MAIN PRCNTRAwWT 名 [LL ALL 了 工 各 人 SUBNPRCKIRAN ONE FOR CRTHCCTCOMNAL 
COLLOLCATION COEFFICLENTS CALCULATIONS AND THE OTHER FOR DDEs SOLVER. 
TIIE NOTIATEODN 上 RE 辣 LRIDOST 工 HR SANTE 和 全 工 甩 上 已 AEPE 及 . 


人 人 六 


工 [HE ATN ERGCKTRAKT 
IIWMPLICIT RAL 区 《起 一 正品 一 之 ) 
了 和 工 忆 民 全 和 革 下 刁 益 ，J 卫 半 


DIMENSION ASf19 19 BSCI9 197 OIL19.107 ,XST19) 页 忆 19) 
DIMENSION AUC19 ,197 ,BUTC19 ,1197 ,和 AT AT193 
DIMFENSION DiF1f19) ,DIF2119) ,PDIF31197 .ROOTTC197 ,war19) ,war19] 


DIMENSION Y99) ，aATOLC99)7，RWORKII0920)7 ，HWORKI120) ,YN1C19) 
CTMON BA AM ASS ,AU ,EU 
CDOTMODA 7 BC YL YNM2 YANI 
LIRMRNIOT PR 和 7 PSAI ,SIT 羡 PE, 鲜 AP 上 ARK 
N- 一 一 上 DR STMMPETRIC COLLOCATION USRED FOR PARTICLF 上 MD 
(NM 一 FOR ASYMMETRIC COLLOCATION USED FOR _ COLUMN 
一 日 
MM =8 
I 名 =] 
[= 3 
人 总 LT CT 站 及 六 全 XSWS 19 ,NT 三 ，[S) 
NS=MN+l 
名 RITRECY SSYMMETRIC SITUATION 站 
WRITE 站 POLYNOMTAL ROOTTS 关 “ 
厂 RITEE ETXSETD TI 二 1 NS) 


了 2 站 


们 ” 


如 RITEC# , 关 
贱民 ]TEU# ,)” 一 MATRIX 关 
DO 20T=1,NS 
20 姥 民 ITECY <] 【AS 本 =T NS) 
可 RITETIH ， 关 
友 RITEU < 了 一 MATRIX * 
DO 30=1,NS 
30 不 RITELU* ,Yi(BSGI JJ) JJ=1 NS) 
WRITEI + ,# 
WRITE ,fx 本 一 MATRJX * 
页 RITEI + ,# 【人 引种 =1, NS) 
CALLJCOBIC15,M,1,10.D0,0.DO,DIFI,DIE2 ,DIF3 ,ROOTI) 
NA=M+2 
克 RITETY + ,< # ASYMMETRIC SITUATION # 
砚 RITEIY+ ,#] THE POLYNOMIAL RODTS: 
DO 100, 氏 =1T NA 
100  XaATK)= ROOTTE) 
本 RITECH ， 关 ]【 导 并 一] ,NA) 
DO 140 T=1 ,NA 
ALL DEFEOPRIi3,M,1 ,111,DIFT,DIF2 ,DIEF3 ,ROOT,V1) 
CALL DEFOPRIi9,M,1,1,12,DIF1,PDIF2 ,DIE ROOT ,V2) 
妈 RITEIE ,# ) 
DO 110,K= TINA 
110 AUITI,K) = YVL( 下 ) 
DO 120,K= TINA 
120  BUUI, 儿 ) = Y2f 开 ) 
WRITEIU ,<# ) (AUTCTK)7K=T NAI) 
而 RITEI ,s* TBUCIT 攻 ) KK=1 NA) 
140 CONTINUE 
CALL RADAUTI9 MI 1.30.D0.0.D0 ,ROOT,DIE1 ,Vi1) 
WRITE ,+ ) THE POLYNOMIAL 克 EIGHTS: 
DOD 1S0 ,区 = 1 NA 
150 ”了 形 A 必 二 VET 攻 ) 
而 月 ITEI< 【三 并 =1 NA) 


CATLULATING THE PARAMETERS DEF 工 HE PRORBLEM WHILE 克 1LL BE USED 
FDR THE DIMENSIONLESS FORM OF ANTD DEFTINTING OF THE PROBLEM . 


全 站 门 


的 


EPESLON = 三 10 3DO 

FAI=T.D4 

SITT 和 三 3.D 

PEE=2.D2 

忆 二 .区 

PAK= PSATA LT 一 了 PSLON YEPSLCIN ) 


NEFEG=MT+Nx<M+2) 
[及 罗 三 22+9x+INFR+NEQ ”2 
LIW =20+NEQ 
[- INITIAL COMNILDTITIOXAS 
Po apDl IT= 1 NEG 
ID = 人 
201 CONTINUE 


了 27 


2 


205 
2 


24 人 0 
200 


280 
290 


一 ， 
加 


们 人 站 站 站 


放 二 PEZAPE 一 AU +TAUC MT+T 2 AUUN+T2 LAALUMT+Y MT+ZIDH 


工 三 耻 , 了 0 
DT > 3.DD 一 > 
Ji 三 之 


RTOL = 1.DD-5 
DO 203 3=1,NEQ 

ATOI(I) = 1.D-6 

CONTINUE 

ITASK = 1 

1STATE = 1 

IOPT = 00 

MF = 22 

DO 240 IOUT = 1 ,20 

TOUT = DT* DEFLOATIIOUT) 

CALL LSODEIEEX NEQ,Y,T,TOUTITOL,RTOL ,ATOL ITASK ,1STATE， 
| IOPT ,RWORK,LR ITWORK LIW ,JEXMF) 

WRITE (3 人 TEFS. 4)7) 工 

REITE 《3 站 U， 

WRITF (3，(S(4X,D11.57 0 YY(D,I=1M) TYM2 

WRITE {3 ,FE ) ， 

DO205 I=1,M+2 

WRITE (3，(S04 人 ,Dil1.5)) YYCOM+NYTI-1)7+JJ=tN) YNLCB 
WRITEI3，*# ) 

CONTINUE 

FORMATI7H AT 工 =,D12.4,6H 立 = ,3D15.7) 

IF (STATE .ET 0 GD TO 280 

CNTINUE 

页 FRITEL3 260IORKEICLL) TWOREKIL2) TIWORKTY13 ) 

FORMATIZI2H NO STEPS = ,14,11H NO F-S= ,HIIHNO. -SS = ,1) 
STOP 

丈 RITE(3,290)ISTATE 

FORMATIAAA2H ERROR IJALT.， 1STATE = ,13) 

STOP 

FMND 


SUBROUTINE FEX INE, 王立 ，Y) 
VARIABLFS [IN THE CORDFR DF YIL) TO YICM) FOR THE COLUMN COLLOCATIDN 
POINTSOFE 2 TOM+1 YIM+1T TOYIM+NT FOR PARTICLE COLLOCATION POINTS 
FROM 1 TON IN COLUMN COLLOCATION POINT 1，AND YICMA+TMNETYM+ +13 TO 
YNVMT+TN<IM+2) FOR PARTICLE COLLOCATION POINTS FROM 1 TON IN COLUTMN 
COLLOCATJION POINT MT+ 2. 

JMPLICIT REAL<ATA-H,O- ?Z) 

DIMENSION YL1I9x tt9yYPI1I9# ]97 ,YN1(19) ， 

上 怪 上 UTCE9 ,19) ,RU 1971 ,ASt19.19),BST19 .191 

CDOMMON “AB7 NM ,AS BS,AU,RTII 

COMMON “BC7 YL YM2 YN] 

COMMON APARA7 PSAI,SITA ,PE SAT PEA 攻 

UTII 有 UCM + 21 

Td40.D0 
TS =. [0 
DO 14T= 二 M 


了 


14 


26 


之 


2 


忆 


11 


【从 


2 
2 人 


T4=T4 十 六 LUJfT ,TI+TT1) < 到 (了 
TS=TS+ALUCMT+T2I+TYYYTYIITD) 
CONTINUE 
YL1=(PE+T4 一 AU(1L ,MT+2 TSAATUTM + MT237 
总 [PE 一 页 UL,L)+AUKL MT+T27+ALKMT+2LAAUCMT+2M+27) 
YkM2= -(TS+AUCM+2 .1)+TITZAUCM+2 ,Mt+21 
人 CNT+1ICED) 
T6=0.PD0 
DO26T=1,N 
T6=T6+ASIN+1,IT+YMY+DT 
CONTINUE 
YN101) =(PAK+ SAIT1T-T6)AASTtN+1,N+1)+SAT) 


DD 28 工 =1,N 
T3=HBSIL,N+I)E YN1IC1) 
DO 27 I=1,N 
TI3=T3+THBSCL, I++YIMT+T) 
CONTINTUT 
YPIMT+L) 二 T 工 3 
CONTINUE 
QtN+1I0 JJ=2,M+1 
DO SJ=1, 到 
T6 二 和.DO 
DO 25 IT=,N 
T6=T6+aSgN+1,I)YIMH+NYATJ+T) 
CONTINUE 
YNIUJ+1)= (PARTESAITE TI 一 T6)ACASCN+T1L Nt+1T+SATI) 
CONTINUE 


poO 10J=1:,M 
T1=BUU+1,1)* YI+BUUJ+1,M+27< YNM2 
T2-=-AUGfJ+1,17+ YLEd+AaUCT+T1T MT+27+ YYM2 
DO 11 I=TM 
TI=TI+BUCJ+1,T+i)#YfT) 
T2=T2+AUfJ+ilI+1) 关 了 (TID) 


CONTINUE 
TYPIJ = 了 PSAIT* SITAAPE* T1L 一 PSAT# SITAx* T2 
本 一 3. 攻 SA1APAKA PSAIY 【PFAKT Y 站 一 YN1ICJ+I)) 
CONTINUE 
Da 20 了 = ,M 
DO12L=1,MN 
T3= BSIULN+1)7e YNECT+1) 
DO 13T=1,N 
T3=T3+BSIL:ID YICM+IE 丁 + 
CONTINUE 
YEIM+MN++L)=T3 
CONTINUF 
CDONTINUE 
QtN+1)CM+2) 
T6=0.D0 


Lx) 2 TI=1.N 


-2 电 


T6=T6+ASNA+T1T FEYIM+MNTETNMT+1L)I+TIT) 
20 CONTIMNTIR 
YNIUM+2=(PAK+ SAT YNM2 -T6)7aASIN+T 1 N+1T7 TSAT) 


DO 3 扣 0 荆 =1, 当 
T3=RSIL,NTE1Y YNICM+2) 
DID31 1=1,N 
T3=T3+BSCL, TYIM+NYTYM+T +T) 
3 了 1 (IMTIWULTE 
YPTM+MNaTMH+E1I+LY=T3 
30 CONTINUEF 
民工 及 汉 
上 END 


SUBROUTINE 卫生 NE TY ML，MU，PD，NRPD) 
DOUBLE PRECISIGON PT ， 丁 ， 芝 
LIMEFENSION YNEOI，PDIUNRPD, NEG) 





RETURN 
EMT) 
床 层 山 所 浓度 的 计算 结果 
站 一 3.0,6=0a=02 =0.03, 汪 =104 ,wa=0.3 
Tirne Pe 三 丘 . 站 Pe= 10 Pe -= 200 Time Pre 一 1 Pe= 20 Pe=200 
r =]03 =9 .9 E -5.1 加 = 避 05 =0.04  E=0.0339 
0.0625 0 .115 0 155 .169 6.036 和 .045 0.049 
0.125 0.263 0.287 0 .296 0.055 0_066 0.070 
0 20 0.416 0 424 0 .427 0.092 0.103 0.107 
025 1 人 302 0.504 0.504 0.177 0.187 0 191 
0 .30 0._579 0 .535 0 573 0.290 0.297 0.299 
0 35 0.645 0.638 0.635 0 366 0.37 0.332 
0.40 0.702 0.693 0 .689 .458 0.459 0.459 
0.50 .792 0.782 0.778 0.543 0. 541 0.541 
虽 . 的 0.857 0.847 0.844 0.686 0.682 0.680 
0.70 0.902 0.891 0.792 0.787 0.785 
0.80) 人 .933 0.925 0.865 0.862 0_861 
0.90 0 .955 0 .950 6 _914 0.912 0.941 
1.0 0.969 0.966 0.946 0_945 0 .944 
0.965 0 .965 站 .965 





第 五 节 正 交 配置 法 的 拓展 


运用 止 父 配置 法 能 直接 求 得 配置 点 处 函数 的 值 ,如 果 想 求 出 其 他 空间 位 置 处 的 函数 值 , 需 
过 通过 对 求 得 的 配置 点 处 函数 的 值 进 行 插值 ,这 无 疑 增加 了 计算 工作 量 。Quan 和 Chang 采用 
Lagrange 搬 侦 得 到 了 求 取 仔 意 配置 点 处 导数 系数 矩阵 的 方法 ,而 且 系 数 和 矩阵 的 计算 是 直接 点 
显 卫 会 趟 给 出 的 ,结果 更 准确 ,这 在 求解 需要 较 多 配置 点 的 问题 时 有 明显 的 优越 性 。 下 面 就 -- 
般 的 一 阶 非 线性 PDE 方程 来 介绍 方法 的 主要 结果 。 


2 一 ge] 【0.5S.1a》 
初始 条 件 为 : 
tfDyh 一 下 (y) [1 人 0 .5.15b5) 


洒 井 


解 函数 *(f.y) 对 变量 y 的 侦 导 数 表 示 为 在 某 些 选取 的 网 格 氮 内 上 这 项 数 的 值 的 线性 
组 合 : 


口 芭 (Ai 习 8 ” 
2 3 人 oo ,， 芭 让 ， 人 关 。 六 人 But yo)， 二 工 2 
一 1 J=] 


ay 3 妈 
(10.5.2) 
其 中 = 为 网 格 点 六 。 系 数 my 和 记 同 网 格 点 的 位 置 有 关 。 将 式 〔10.5.2) 代入 式 (10.5.1) 有 ， 
0 全 ) 人 [， 人 snlet 全 】， 机 《0.3S.3a) 
zw) 一 丰 (7 =]1;2，， (10.5.3b) 


这 样 得 到 的 是 微分 方程 初 值 问题 ， 可 以 对 此 进行 数值 求解 。 
从 上 式 可 看 出 ， 方 法 的 关键 点 之 一 是 准确 确定 系数 ,和 8 。 可 用 多 种 方法 来 计算 系数 ， 
如 选 定 系数 的 计算 方法 满足 方程 
仁太 3) 


dy ”六 = >。 3 ， 1 二 12 《10.5.4》 
了 
党 > piA(y)， 7 ， 开 一 工 ,2 过， 时 10.5.S)》 
姗 宁 考 虑 试 晤 数 为 : 
六 (= 这 -天 二 12 (10.5.6) 
并 将 其 用 Lagrange 蕃 值 过 程 来 表示 : 


_ (2 六 1 
8 GT 


这 里 w,{y) = JTo- > 将 式 (10.5.7)》 代入 式 (10.5.4》 和 式 【10.5.4)， 有 下 面 系 数 
ci 和 忆 ， 的 显 式 计算 式 。 对 于 天 




















us = [| 3 一 in (10.5.8) 
划一 
隔 尖 1 
光 ] ] 
四 10.5.9) 
岂 这 3 
上 和 天 1 
对 于 ff = 了: 
& 1 
四 10.3.10 
ct 2 《 ) 
太 尖 : 
8 | 1 (> ] (10.5.11) 
人 


式 (10.5.8) 一 式 (10.5.11) 是 一 一 般 公式， 可 用 来 求 取 任意 配置 点 处 的 系数 wj 和 房 。 为 说 明 式 

[10.5.8) 一 起“〈 缉 .5.11) 的 一 般 性 ， 下 面 来 计算 上 节 所 介绍 的 正 交配 置 法 的 导数 系数 矩阵 。 对 

于 正 交 配置 非 对 称 的 情形 ， 配 置 点 为 Legendre 老 项 式 和 10,1]】 区 人 间 ， 包 括 问 点 的 根 ， 将 这 些 配置 

点 代 人 计算 ， 即 可 得 到 系数 抢 阵 和 与 B。 对 于 正 交 配置 的 对 称 情形 ， 考 虑 到 对 称 性 ， 配 置 点 应 选 

取 Legendre 多 项 式 在 [ -1,1] 区 间 ， 色 插 奖 点 的 根 。 从 了 式 (10.5.811) 可 得 到 |: 

一 1 珊 关 六 al 站 二 2， 
(0.$.12) 
331 


人 


其 中 !=m 2。 而 且 由 于 对 称 性 ， 只 需 (0,1] 区 间 内 配 团 点 上 的 系数 年 阵 ， 此 时 系数 惩 阵 的 
计算 公式 是 : 

和 让 = cf Re 二 二 有 

1 (10.5S.13) 

其 中 e=1，2，3， 为 几何 因子 ，a 和 有 8 为 据 Legendre 委 项 式 在 [~-1,1] 区 间 ， 包 括 岗 点 的 
根 为 配置 点 由 式 〈10.5.9) 一 武 (10.5.12) 计算 得 到 。 

二 面 的 FORTRAN 程序 是 用 式 {10.5.8) 一 式 (10.5.11) 来 计算 验证 对 称 与 非 对 称 正 交 
配置 系数 矩阵 。 
忆 开关 [本 RORRAUTLAE ERD DIFFERENTIAL 忆 UADRATURF CODEEFEFICIENTS 
已 EQS. 18 TO PTQS. 2] OFE QUAN AND CHANG FOR DRTHOOONAL COLLOCATICN ， 
已 CDRMPUTTERSCHEM ENGNG，13(071，77911989) 
人 相生 三 下 工 上 1 下 (本 富 RTMET 到 了 
如 =TEOR ASYMMETRY OF ORTHOGONAL COLLOCATION OCR GENERAL RORM 
已 


=T FOR STMMETRY OF ORTHOCOONAL COTLLCOCSATION 
LU GT = 人 DTET 工 RY 和 上 [DR 


攻 区 一 1] PLANAR 
机 本 二 =2(TLINDRICAL 
[CC- 一 3 SPHERICAL 


1MPLICIT REALF 呈 AH DZ)》 
DIMENSION 上 (99 ,99 BI99 99 SAT99 ,997 ,SBf99 ,997 ,YIT99 1 
DIMENSION DIFTC991 ,DIEF2199) ,DIEF31997 ,ROOTI99 1 
5 WRITEC(+ ,* INPUT INTER COLLOCATION NO,IFS=DOR 1GEFE=120OR3. 
WRITEC* ,+*) JPIES=UTHEN GEFCAN RE ANY NUMEBER 
10 REAMRCY ,< ) NIFS,GF 
IFIJFS.EOQ.0 THEN 
NO0= 1 
ND=N+2 
开 LSE 
NU = 他 
ND=N+l 
FENDI 
MI =1 
FOR LEGENDRR POJYNOMTATI. 
入 LFA 一人 .TD 
JFIIES.EQ.D) THEN 
BETA= 避 .DO 
EI.SRF 
BETA=({GF--2.722. 
ENDIF 
CCALCULATING THE RCXITS 
CALL JCOBICOND, AN, NONI,ALFA,BETA,DIF1,DIF2 ,DIF3,ROCT) 
IFUIFS.EGQ.0) THEN 
宁 RITEK ，)”a 机 SRMTMETRIC SITUATITON 
友 RITEIE +) THE POLYNOMIAL ROOTS; 
Do25s 多 =1,ND 
25 TAR = ROGTK) 
WRITE ,YED TI=1ND) 
ELSE 
现 民 ITE YY YYMMETRIC SITUATION ;= 


全 


3 


33 


115 


120 


130 


]33 


1 


册 RITRET + ,#) THE POTYNOMITAL ROCIIS3 
DO30 有 -1,ND 
YIK)=DSQRTIRCCTTEK) 
WRITEC+ ,* TD I=1,ND) 
DO 35 1=1,ND 
YI= -DSSQRTIROOTIND+1 -1 
YND+TD=DSQORTIROOTID ) 
CONTINUF 
NDP=2+ ND 
FNDIF 
PAUSRE “PRESS ANY EKEY TO CGONTINUE- 


CALCULATING THE CCEFRICIENTS 页 末 HEQS CIS8 一 321) ANDTI41) 


BO ll0 TI- 1,ND 
DO 112JT=1,NTD 
IFfELNE.JT) THEN 
GCTTC iT1S 
ELSL 
(GCTTO 135 
FMDTF 
SUB1L = 1. 
DO 120 M= 1,ND 
IFTM.NE.EAND.WM.NE.T THEN 
SUR1= SUB1I * TYTD -YNMJJACYCD 一 CNMD 
FNDIF 
CONTINUE 
SUB2 = 10. 
DO 1 区 =1,ND 
TFTK.NE.I.AND.K.NE. JTJ THEN 
SUB2 := SUR2 .ATIIT) -YY 人 )) 
EMNDIF 
CONTINUE 
AD=SUBTAYIT 一 (IT)) 
BT ,TD=2*SUBLY SUB2AYODy 一 YII)) 
GCTTO 1 12 


SUHS = 必 ， 
Li 140R=TMND 
IFEIK.NE.TD THEN 
SUB3 = SUB3T+ TASKCTD 一 YE) ) 
上 MDIF 
CONTINUE 
AL 有 二 SUB3 
SUEd4 一 昌 - 
DD 10 KK=1ND-1 
IECK, 上 外 .TD TIHFN 
CT 人 工 3 
FENDTF 
SLJBs = 姑 . 
DO 160 = 天 +1TND 
IECL.NE.I TIEN 
SUBS 二 SULUBSTT AD 一 
了 上 NDSIF 


了 3 


工人 


130 


1 12 
1 


2 


二 全 时 


3 


343 


4 


六 


全 


阳 


下 


人 3 


En 


ONTINUE 
SLJP4 : SUP4 1 SUEBSAYT TI 人 我 7 

CONTINUF 

BfT, IT) 一 2.*SU4 

CCPNTINULE 

CONTINUE 

JEFUIEFSFBR.DO GDTO 300 

DOI210 1I=1,NDz 

Po 2l0J=1NTDZ2 

SAftT,T= 一 AND2+1T-TND2+1-J)-ANDO2Tr1 TINDA+D 

SBIT JJ-CGFTBIND 1 :TITNPD+1-T)+BIND+1-LIINDZT+TJ) 

CONTINUE 

pO 220 TI=1,NTD> 

DO 220 J=1,NDz2 

AI 六 =SAfT, 了 了) 

有 有 一 3 人 

CONTINUF 

MD- NMDz2 

WRITFRIY # ”基站 一 MATRIX *- 

DO ， 330 1=1,ND 

WRITE ,+ TAI JJ=1T AND) 


AUSE DRESS ANTKEY TO CONTINUE 


几 有 ITEI 关 ,# ) 

钊 RITEI 人 Y) 基 MATRI 
DO 340T= 1,ND 

WRITELY ,* (BT JJ 一 1 AND) 
CODNTINUIF 

STOb 

END) 


NUBROUTINE JCOBIND .N,NO,NL,AL,BE,DIF1,DIF2 ,PDIF3 ,ROOT) 
1MPLICTIT REAL # 总 【ALD 〇 -2 

DIMENSION DIFICNDT ,DIF21ND) ,DIEFE3CNDY ,ROOTCND) 

FVALUATION OF ROOTS AND DERIVATIVES OF JACOHL POLYNOMITAITS 
PIN TIAL,BE) MACHINE ACCURACY 16 癌 ; 


FRI THE BOOR OP VILLADSEN AND MICHELSFN 


FIRST 上 YALUATION OF COEFFICTIENTS TN RECURSION FORMULAS 
RECTLRSTION CORETTICIENTS ARE STORED IN DIF1 AND DIF2 


INPFUT VARITARLES 
局 三 MBER OF 1TERIOR COLLOCATION POTNTS 
ND= 六 RRAT DIMENSION OF MATRICES IN CALLING PROGRAM 
Si 人 了 2CLUDING ROOTS OP END POINTS AT X 二 站 
-1 JTJNCLUDING ROOTS OF FEFND POINTS AT 和 = 站 0 
人 一 由 了 LTLUDING ROCTSOF END POINTS AT X= | 
LINCLUDTING ROOTITS OF END POINTS AT X=1 
FOR DORITHOGONAL COLLOCATION WITH LFGENDRE POLYNOMIJATI ， 
AL=n0ANDBHE=DEFEOR ASYMMRFRTRIC FEORM，FOR SYSMETRIC FORM 
六 一 下 有 TD BE= (FF 一 J7 
AH 三 三 L1 BE 


11] 


3 这 


了 
2 


20 


31 


33 


AT= BE -AL 
是 己 = BE * 由] 
DIF1t17=(ADAAR+27+T1)72 

DIF211) =D. 

]F IN.LT.2) GCTO 15 

DO IUDT=2,N 

zl]= 工 -ji 

Z=AB+2xzl 

DFIT) 三 (和 有 关上 DAZ AZ+2T1)2 
IFINNE.2) GOTO 11 

DIF21I) = (全 二 站 PP+ZtAZAZAZ+1) 
GOTO 10 

Z= 荆 * 它 

Y=zZlx<x(AB+zZl) 

立 =Y 站 YAP+ 了 ) 

了 IF21]) = 了 APAZ- 1 

CONTINUE 

ROOT DETERMINATION BY NEWTON METHOD WITH SUPPRFESSION 
OF PREWVIGOUSLY DETERMINED ROCDTS 
允 =. 

DO20 I=1,N 

其 下 二 站 

XMY= 1. 

XD1 = 日 . 

XMN1 = 站 

DC 和 =1,N 

XP= (DIER1J) 一 和 EXN -DEF20T) + XD 
XP1=(《DIFIO 一 XXXNL-DIF20T YXD1 一 XN 
XD= XMN 

XD1=XN1 

XN = XP 

XIMN1 =XP1 

ZC= 1]1. 

Z=XNAXN1 

IFII.EQ.i GCTO 21 

DO 22J=2,T 

ZC=ZC-ZAX-ROCGTOT -17) 

Z= 了 AZC 

其 = 避 一 了 

IF (DABSIZ) GT.1.P-09) GOTO 25 
ROLLITTI) = 芒 

全 二 XT ,0001 

CONTINUE 

ADD EVENTUAL INTERPEOLATION POINTS AT X=UORX=1 
NT=MN+NO+MN1 

IFE7YNDO.E 和 0) GCTO 35 

Do 31T=1 YY 

J=N+1-=-I 

ROOT + 和 = ROGTCT 

ROOTI1) = 0， 

IFETYN1.EQ.1) ROOTINTY = 1 

NOW EVALUATE DERIVATTIVES DCF POLYNOMEAL 


了 3 


1 


DC 40I=1,NT 
X= ROOTI ED 
DIFICD = |. 
TITTFP2C TD = 站， 
DIEST 三 站 . 
pPO 40J=1 ,NT 
IF 王 愉 .GOTOD 4 
Y= 革 -ROOTIJ) 
DIEF31IT = 至 TIF31DD 十 3 站 DTE2T TD 
DIE2 TD 三 年 关 TFT 士 2< TDIRIL TI 
PDIFID =* IFTT 1 
寺中 《区 讶 TITLE 
RETTJRN 
FNT 
答 出 : 
MTFETRTL SET 工区 
THF POILYNOMIAL RCINXITTS: 
0.000000000000000F + 000 
关 直 -RAT 民 J 基 
3.00000000000000 
-1.00000000000000 
1 OnODnnOO0O00000000 


0.sD000DUUUDUUUUOO 1 .000000000D0U0D0 


了 .NOUUUBOUUDOOUDO -1100000000000000 


0.0n00O0ono0o0o00D00E +0O00 1.00000000000000 
一 了 .00000D00UU000D0 3.00000000D0D00000 


APRTIS 共 


4.00000000000000 
3410000bDU0D0U0UD 
了 ,TOOOOOOODDOOODU 


一 上 UUOOUDOOUUOOOD 
-8.000O0000U0UDOOU0 
一 必 .DOOUDOODODODDOD 


二 .DO0OUODOOOUNOOOGODDOD 
4.00U00000000000 
4.000D0000000000 


并 EUATICO  “ 

THE POLYNODYITAL BCOTTS: 

有 7071U67S]TSDSd4 吕 .0000UOODO00U0000 

“了 工 有 [和 

一 , 吕 2842712d4746159 
了 OOODOOOOOODOOD 


迪 ， 避 2 喇 42727615 
4 OOONDOOODOTDOODN 


民生 基 
一 .DONUUOOUOOUDO00 .DUOUUDUUUDUOUDODU 
一 总 .OOUUDUUNDUOUOU .OOOUNOOODODOODO 


人 愉 六 向 正 交 上 孔 置 法 的 介绍 中 可 以 在 到 ， 对 于 欧 氏 几 和 何 形状 为 片 形 、 柱 形 和 球形 微分 
Laplace 算 于 ， 及 用 对 称 的 正 交 配置 法 ， 可 较 方 人 重地 得 到 微分 方程 的 数值 解 。 那 么 ， 对 于 非 
欧 氏 所 和 何 《〈 上 几何 维 数 不 是 整数 ) 的 情形 ， 正 交配 置 法 是 否 也 能 应 用 ? 因 这 问题 对 研究 具 分 形 
缚 者 的 反应 扩 后 问题 有 里 要 作用 。 组 志 部 分 以 某 种 方式 相似 的 “ 形 ” 叫 做 分 形 。 简 单 地 说 ， 
问 欧 氏 见 何 相 比 ， 分 形 世 何 就 是 其 空间 维 数 可 以 是 非 整 数 的 和 情况。 研究 分 形 结构 的 反应 扩散 
问题 时 ,在 d 维 欧 氏 空间 中 ， 有 描述 分 形 结构 扩散 的 O-P 方程 : 


2 (DCDAT 全 (10.5.14) 
其 中 ，Dir= Dor“，ar 为 欧 氏 空间 的 分 形 维 数 ， 可 以 是 非 整 数 。 
用 正 区 配置 法 对 这 梓 的 问题 进行 求解 ， 首 驳 要 确定 对 称 正 交 配置 法 能 否 用 于 维 数 是 非 整数 
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的 情况 ， 答 案 是 肯定 的 。 具 体 计算 时 只 需 将 对 称 情 形 中 的 整数 用 相应 的 分 形 维 数 代替 即 可 。 

本 章 介 绍 了 加 权 作 量 法 的 与 型 方法 有 了 眼 元 法 和 正 歼 配置 法 。 有 限 元 法 特别 适合 于 几何 、 
物理 条 件 比 较 复 杂 的 情况 ， 而 正 交 配置 法 及 其 拓展 形式 则 具有 方法 简单 、 适 用 性 广 、 前 处 理 
工作 量 小 等 特点 。 将 正 区 配置 法 同 徽 分 代数 方程 组 的 求解 方法 相 绪 合 ， 可 解决 大 量 科学 和 工 
程 中 的 俩 微分 方程 组 的 计算 问题 。 


评注 与 进一步 阅读 


偏 钳 分 方程 组 的 数值 永 解 ， 离 干 开采 用 一 十 的 离散 化 步骤 。 将 某 些 变量 或 所 有 变量 通过 离散 处 理 后 ， 
可 求解 得 到 的 常 铬 分 方程 组 或 代数 方程 级， 以 得到 偏 微分 方 狂 组 的 数值 近 恨 解 。 变 量 离 散 化 有 网 种 右 法 : 
有 适用 于 简单 变量 空间 的 关 分 法 、 鲁 上 法 ， 有 适用 于 和 塌 杂 变 量 空间 的 有 限 元 法 和 通过 录 趴 配置 点 近似 解 的 
配置 法 。 不 间 离 散 化 的 方法 复杂 程度 有 莹 别 ， 异 蕨 求解 前 对 人 迟 巩 分 方程 组 元 葵 化 的 前 处 理 难 昌 不 一 。 在 本 
章 中 ， 对 常用 的 几 称 位 微 分 太 程 组 的 数值 解法 作 了 简单 办 绍 。 

从 应 用 方法 、 有 具备 解决 问题 能 力 的 角度 出 发 ， 在 本 章 中 对 有 限 元 法 和 正 交 配置 法 作 了 重点 外 绍 。 有 限 
元 法 的 一 个 重要 特点 是 能 处 理 变革 空间 复课 的 体系 ,而且 在 MATLAB 环境 中 ， 有 应 用 有 限 元 方法 来 亢 萎 
空 闻 -二 维 变量 ， 求 解 偏 微分 方程 组 的 工具 和 包 一 一 PDFTOOL。 正 充 配 置 法 作为 一 称 求 解 偏 微 分 方程 组 和 常 
徽 今 方程 组 按 值 问题 的 离散 化 方法 ， 具 有 方程 求解 前 处 理工 作 茬 小、 求解 大 时 小 和 求解 精度 高 等 特点 。 在 
变量 经 正 交 配置 离 的 化 后 得 到 的 党 微分 方程 组 中 ， 如 果 加 上 正 交 配置 后 的 过 界 洒 件 ， 形 成 的 是 微分 代数 方 
释 组 的 数 慎 求 解 河 题 ， 一 般 都 可 用 上 一 章 介 绍 的 Besirk 程序 来 求 得 数 值 解 。 

如 上 一 章 的 评注 与 进一步 阅读 所 说 ， 微 分 方 狂 数 值 求解 问题 一 直 是 研究 的 热 后， 这 癌 对 它 的 需求 有 站 
接 的 关 有 系 ， 计 算 流 体力 党 《Comptutational Fluid Dynamics，CFD) 的 兴起 与 败 展 就 是 往 徽 分 方程 组 数 慎 散 污 
的 应 用 ， 读 者 可 根据 目 已 的 需要 氏 进 一 步 的 学 习 。 
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10.1 对 人 同 10.4.1 按 书 中 注 所 述 的 内 容 进行 计算 ， 微 分 找 数 方程 组 的 求解 采用 BESIRK 程序 。 
10.2 清 将 鲍 10.4.2 中 的 颗粒 扩散 方程 改 为 非 球 形 的 操 -P 疗程， 进行 吸附 固定 床 的 动态 稚气 计算 ， 讨 
论 比 较 缮 时 的 奖 别 。 


附录 正 交 多 项 式 


正 变 窗 项 式 属 特 怀 丽 数 ， 是 一 类 在 区 间 [a ,6] 满 足 于 列 关 系 的 党 项 式 | 己 fr)l: 
| we)Pokz)PeCzjax -CC 


其 中 m (xz) 是 权重 图 数 ， 疾 是 Reonecker 全 轩 数 .如果 Cs =1， 那 么 多 项 式 不 促 是 正 葡 的， 而 且 是 正 欧 归 一 的 。 
在 求解 许多 重要 的 惩 雪 方程 问题 时 ， 正 交 多 项 式 肥 众 雪 有 用 的 性 质 。 和 区 的 正 变 多 项 式 见 下 表 


第 一 类 fhebyshev 款项 式 [ 一 1 ,1 《一定 和， 
第 二 类 Chebyshev 志 硼 式 T 一 11 站 -ax 
Hermire 密 殴 元 《ce | 忆 - Je2sm1 











Ultraspherical 款项 式 [ 一 1,1 (一 rz 二 








上 表 中 CC, 的 归 一 化 值 通过 直 式 求 取 : 
亡 ， 一 | wkz)LP,(z)]2dz 


对 于 第 -- 类 Chebyshes 完 项 式 ， 当 am = 口 时 ， co， 而 当 半 天 和 时 ，e = 对 于 Jaccbi 密 项 式 ， 乒 = 
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2 全 + 户 上 ET 全 其 中 情 z) 是 Gamma 攻 数 ， 对 于 Ulraspherical 密 项 式 ， 当 ac=hf 





时 ， 如 = 全， 击 当 sz0 时 ， 避 一 攻 0 Ci。 正 交 多 项 式 的 根 有 奇特 的 性 质 。 如 果 ze = < < < 


习 了 祥 扫 号 祥 广 上 + 一 玉 ， 向 汪 19 二 3 = 叶 是 忆 .() 的 根 ,那么 对 于 U 一 0,1, ,2 每 个 [zzrri] 糙 只 会 
Ptz) 的 一 个 根 , 巡 并, 在 Ptx) 的 两 全 根 之 间 ,至 少 有 一 个 Puwkzr) 的 根 (mm > 站 1) 如 Legendre 多 项 式 , 当 


好 一 1,2.3,4,5 时 ,Pr) 一 工 ， 下 交工) 一 六 (32 一 ] 1 ， 瑟 让 二 一 了 (Sa 一 31 1;, 靖 人] 一 六 (3Sz 一 307r: 十 3 ， 


P(z) = 计 荆 (63z。 - 70zr3 + 15) ,它们 的 图 堪 如 下 图 所 示 。 此 图 表明 了 上 述 让 交 多 项 式 根 的 性 质 。 
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上 述 的 正 变 多 项 式 中 ,有 的 相 下 之 间 是 有 联系 的 Jacobi 多 项 式 P9 (zz) 包 含 Legendre 多 项 式 P,fz) ,第 一 类 


Chebyshev 密 项 式 了 (z) ,第 二 类 Chebyshev 多 项 式 DT tr) 和 Ultraspherical 密 项 式 Ptr 这些 密 项 式 与 
Jacobi 多 项 式 已 (zh) 的 关系 是 ; 


P,(z) = Po) 


由 一 】 
了 工 ) = 2 拉 PP 人 1) 


就 


-1 
ET 二 1) 一 卫 2 轴 二 PP 
反 士 二 
2r1 入 
Pt) = [7 jpgroz) 
_ 工 了 工 
其 中 六 二 站 一 本 打 
Jarcobi 窗 项 式 Br) 满足 如 下 微分 方程 : 
fr yo 《rr 35] 
(1 -aa) 二 Pa ez + [5 一 tr] 一) 0 1 
如 六 出 人 


失 ( 玫 十 记 十 了 十 1 = 站 
]acobi 密 项 式 可 以 通过 三 项 递 推 公式 计算 ， 
1 下 人 ( 定 ) 二 [92 从) 十 凶手 让] 下 5 他】 十 多 民 王石 性 全 荆 ) 


用 一 卫 


其 中 : 

fa 一 21 + 大 二 2 下 

用 半 振 ) 一 《2 和 十 天 二 了 2 人 二 和 训 十 计 一 工 全 有 寺 

Pafa) 一 《28 + 十 一 TMP 

多 全 一 

Pafz)= Bo(z) = [1+f2)rt+sr+(i2)Cr 一 5 
Jacobi 密 项 式 的 一 阶 导 数 由 下 面 的 关系 确定 ， 


叶 fr,zl 中 
二 = [多 () 工 二 天 人 和 ] 甩 们 5 了 十 多 人 下放 PP 人】 


他 1 了 

其 由， 

则 i 人 他 放 一 了 下 十 地 十 

机 区 一 

凡人》 下 

友 扩 一 2 二 了 二 了 
有 关 正 交 多 项 式 和 特殊 函数 的 详细 内 容 ， 可 参阅 王 竹 溪 和 郭 敦 三 编 著 的 4 特殊 区 数 报 论 #- 在 MATLAB， 
MAPLE 和 ITMSL 数学 库 中 ， 都 有 特 吻 唤 数 的 计算 。 
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